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SUR  LA 

CONSTRUCTION  DES  EQUATIONS  DE  LA  FORME 

QUI  ADMETTENT  UNE  INTfiGRALE  GfiNfiRALE  EXPLICITE, 
Pab  M.  MOUTABD, 

Examinateur  des  ^lerefl. 


Cetle  Note  est  exlraite  d'un  Memoire  relatif  a  la  theorie  des  Equations  aux  derivees 
partielles  du  second  ordre,  dont  TAeaddmie  des  Sciences  a,  le  i6  mai  1870,  sur  le  Rap- 
port de  M.  Bertrand)  decide  Tinsertion  dans  Ic  Recueil  des  Savants  etrangers,  mais  qui 
n*a  pu  encore  6tre  public.  L'introduction  de  ce  Memoire  a  paru  dans  les  Comptes 
rendus,  t.  LXX,  seance  du  18  avril  1870, 

L' equation  -         =  o\x  s  —  hz  joue  un  role  considerable  dans 

la  theorie  des  surfaces,  et  les  cas  oil  il  est  possible  de  I'integrer  corres- 
pondent a  autant  de  circonstances  oil  il  est  possible  d'achever  complete- 
ment  la  solution  de  questions  de  Geometric  assez  variees.  11  est,  par  la 
meme,  interessant  de  rechercher,  non  pas  seulement  la  condition  a  laquelle 
doit  satisfaire  la  fonction  A,  pour  que  I'equation  proposee  admette  une 
integrale  generate  explicite,  niais  la  forme  mdme  la  plus  generale  de  A  qui 
satisfait  a  cette  condition. 

XLF*  Cahier,  i 
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2  MOUTARD. 

La  premiere  partle  du  probleme  n'offre  pas  grande  difBculte;  je  me 
bornerai  a  en  enoncer  la  solution,  qui  consiste  dans  la  proposition  sui- 
vante  : 

m 

Pour  quil  existe  une  expression  formie  avec  x^  une  Jbnction  arbin 
traire  explicite  et  ses  n  premieres  dirivSes,  irriductible  quant  au  nombre 

des  derivees,  qui,  mise  a  la  place  de  z,  v^rifie  V equation  j        —  il 

lout  et  il  suffit  que,  si  Von  pose 

Ao  =  A,    A,  =  Ao-  .    A,  =  A,  ^irfJT— ^  '"^ 

.          .    rf* logAp Aj... A„,j 

~  ^^"-^  dxdy  ' 

la  quant ite  A„  soit  nulle  identiquement,  A^,  A,,  A^,  netant  pas 
nulles. 

La  methode  de  Laplace  pour  la  transformation  des  Equations  lin^aires 
de  la  forme  ^  =  P/?  -h  -h  R  n*a  besoin  que  d'un  facile  complement 
pour  permettre  d'etablir  cette  proposition  dans  son  ensemble;  et  pour 
reconnaitre  en  outre  que,  lorsque  la  condition  A„  =  o  est  remplie,  Tin- 
tegrale  generale  de  I'equation  s  =  Xz  pent  s'ecrire  ainsi 

z  =  X<«>+A,Xf'-*^  +  ..  -F-A.X^"-*^-!-...  -^-A,X^-Y^''^-^B,Y^''-*^-h... 

en  designant  par  X,  X',  ... ,  X^"^  une  fonction  arbitraire  de  x  et  ses  n  de- 
rivees,  par  Y,  Y',  Y^"^  une  fonction  arbitraire  de  j  et  ses  n  derivees, 
et  par  A,,  Aj,,  ...^  A„;  B,,  Bj,,  B„  desfonctions  de  x  et  de/que  Ton 
exprime  aisement  au  moyen  des  derivees successives  de  Ao,  A,,  A„_,. 

La  deuxieme  partie  du  probleme  consiste  exclusivement  dans  Fintegra- 
tion  de  Tequation  d'ordre  2/i,  A^  =  o.  Cette  integration  pent  6tre  effec- 
tuee  sous  forme  finie,  par  voie  de  recurrence,  et  c'est  I'analyse,  par  laquelle 
on  atteint  ce  but,  qui  fait  I'objet  de  cette  Note. 
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suR  UNE  Equation  aux  d^riv^es  partielles. 
Soient  ^et  a>  deux  fonctions  de    et  dey  telles,  que  Ton  ait 

I  fi^l  _  I  d^(A 

^  dxdj       0)  dxdy^ 


on  pouira  toujours  trouver,  par  une  simple  quadrature,  une  fonction 
telle,  que  Ton  ait 

/X  I  &> 


Posons,  en  efFet, 

(3) 

(4) 


d  dxdy  dxdy 


I  acoO  

0)  dx  dx ' 

I    ^ 

(»i  dj-  dy 


L'existence  d*une  fonction  d  qui  satisfasse  a  ces  deux  equations  est  facile 
a  constater,  car,  en  les  ecrivant  ainsi, 

d(s>0   d^       yd(M>      d(»}0   d^  yd(t> 

dx  dx       ^  dx^     dy  dy      ^  dy^ 

il  suflfit  de  verifier  que 

dy\dx       ^  dx  J       dx\    dy       ^  dy  J  ' 

et,  en  effectuant  le  calcul,  le  premier  membre  devient 

\    dxdy       ^  dxdy y 

qui  est  nul  en  vertu  de  Tequation  (i).  D' autre  part,  les  equations  (3)  et 
(4)  peuvent  aussi  s'ecrire 

d^  d—      d^  jf.  rf— 

dx       (»)  dx         dx^     dy  (»>  dy dy^ 
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4  MOUTARD. 

et  1' elimination  de  ^donne,  par  le  meme  calcul, 


CO  dxffy  dxdy^ 

ce  qui  est  Tequation  (2). 

•  Cela  pose,  si  dans  les  equations  (3)  et  (4)  on  regarde  c$  comme  une  so- 
lution particuliere,  d'ailleurs  quelconque,  de  I'equation  s  —  Az,  A  etant 
suppose  choisi  de  maniere  que  A„  =  o,  et  que  ^  designe  Tintegrale  gene- 
rale  de  la  m^me  equation,  la  fonction  9  pourra  toujours  etre  niise  explicit 
tenient  sous  une  forme  lineaire  par  rapport  a  deux  fonctions  arbitraires, 
Tune  de  a?,  Tautre  de  etleurs  n  +  i  premieres  deriv^es,  et  cette  expres- 
sion sera,  en  g4n4ral,  irreductible  quant  au  nombre  des  derivees. 

Pour  ne  pas  interrompre  Fexposition,  je  reserve  pour  un  instant  la 
demonstration  de  ce  point  essentiel.  En  le  regardant  comme  acquis,  on 

deduit  de  la  que,  si  Ton  pose  =  ^,  ou,  ce  qui  revient  au  m^me, 

CO         =  yu,  et  qu'on  designe  par     la  quantite  formee  avec  jul  comme  Af^ 

Test  avec  A,  la  fonction  jUL  annulera  M„^,  sans  annuler,  en  general,  aucune 
des  quantites      dont  I'indice  est  inferieur  a  /i  -f- 1 . 

L'integration  par  voie  de  recurrence  de  Tequation  =  o  resulte  im- 
mediatement  de  ce  qui  vient  d'etre  dit.  Si  Ton  remarque,  en  efFet,  que  coy 
etant  une  integrale  particuliere  tout  a  fait  quelconque  de  Tequation  ^=  Az, 
peut  designer  Fintegrale  generale  elie-meme,  on  obtient  la  conclusion  sui- 
vante,  qui  renferme  la  solution  du  probleme  : 

Concevons  que  I' on  ait  trouve  la  forme  la  plus  generale  de  A  qui  an- 
nule  A;,,  on  pourra  Scrire  expUcitement  la  valour  la  plus  generale  de  z 

qui  verifie  V  Equation  ^         =  A,  et  Von  introduira  par  la  deux  fonctions 

d^l  ^ 

arbitraires;  cela  fait^  z  -j^^  ^^^cl  VintSgrale  gSn^rale  de  V equation 
Nous  pouvons  maintenant  construire  successivement  les  integiales  ge- 
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nerales  des  equations      ==  o,  Aj^o,         en  partant  de  Tequation 

A,  —  o,  qui  n'est  autre  que  Tequation  de  M.  Liouville,  ^J^^  =  A,  mais 

notre  raisonnement  s'applique  k  cette  equation  A,  =  o  elle-meme;  en  fai- 
sant,  dans  ee  qui  precede,  /i  =  o,  Tequation  A„  =  o  et  I'equation  corres- 

pondante  ^        =  A  se  reduisent  a  A  =  o  et  a        =  o ;  celle-ci  ayant. 

pour  integrate  generale  z  =  X-4-Y,  on  aura  Tintegrale  generale  de  I'e- 

quation  A,  =  o  sous  la  forme  A  =  (X     Y)  >  evidemment  iden- 

tique  a  Tune  de  celles  qu  a  donnees  M.  Liouville,  A  =  ^^^^y^,> 

Pour  integrer  de  meine  I'equation  A,  =  o,  on  calculera  d'abord  Tinte- 
grale  de  1  equation  -        =  (X^Ty)*'  ^  savoir 


ou 


bien 


oil  Ton  designe  respectivement  par  S  et  H  de  nouvelles  fonetions  arbi- 
traires  de  x  et  defy  et  par  S'  et  H'  leurs  derivees;  mais  cette  forme  peut 
se  simplifier;  en  posant  SX'  =  X,,  HY'  =  Y,,  elle  devient 

x;   .  Y'  ^X,+Y, 


— 


^  X,  +  Y. 


et  I'integrale  generale  de  A,  =  o  peut  alors  s'ecrire 

^  —  \T~^V     ^  x  +  Y  X    r,  _ 

\X'  Y' 

Par  un  calcul  qu'il  me  parait  inutile  de  reproduire,  ce  resultat  peut 
encore  se  transformer  dans  le  suivant : 
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De  meme,  si  Ton  donne  a  A  Tune  des  formes  precedentes,  qu*on  de- 
signe  par  A,  la  quantite  A  —  P^''  S  et  H  des  fonctions  arbitraires 

de  X  et  de  /,  etc.,  Tintegrale  generale  de ^        =  A  pourra  s'ecrire 

■      .  =        ^  log.-  logM,  ^i^i^y 

plus  un  terme  analogue  en  et  de  la  on  deduira,  comme  ci-dessus,  Tinte- 
grale  generale  de  I'equation  A,  =  o,  avec  trois  fonctions  arbitraires  de  a?, 
trois  fonctions  arbitraires  de  y  et  un  certain  nombre  de  leurs  derivees. 

II  est  evident  qu'en  continuant  ainsi  on  obtiendrait  Tintegrale  generale 
de  Tequation  A^=  o  avec  an  fonctions  arbitraires  et  un  certain  nombre 
de  leurs  derivees ;  il  est  egalement  evident  que  cette  integrale  doit  com- 
prendre  comme  cas  particuliers  celles  de  toutes  les  equations  =  o, 
d'indice  inferieur  k  n;  ce  que  la  reciprocite  qui  existe  entre  les  fonctions 
^  et  9  considerees  ci-dessus  suffirait  a  montrer,  si  cela  ne  ressortait  pas  di- 
rectement  de  la  loi  de  formation  de  A^^.  Mais  il  n'est  peut-etre  pas  inutile 
de  faire  observer  que  Ton  ne  nuit  a  la  generalite  que  d'une  maniere  ap- 
parente,  en  remplagant  Tune  des  fonctions  arbitraires  de  x  par  une  fonc- 
tion  determinee  de  x  ou  par  la  variable  x  elle-meme,  et  de  meme  pour  j^; 
il  est,  en  effet,  aise  de  verifier  que,  si  A  =  F(a:,  j)  est  une  solution  de  T^- 
quation  A„  =  o,  A  =  F(X,  Y)  X' Y'  sera  une  solution  de  la  m6me  equa- 
tion. 

Sous  le  benefice  de  cette  remarque,  on  pourra  ecrire  Fintegrale  de 
I'equation  A,  =  o  sous  Tune  des  formes  suivantes  : 

^  =  -  ^  ^ Y')    +/)  -  a (X  +  Y)], 
^  =  -  ^  5J^'«S  Y')  (X     Y)  -  2X'Y'(x  +  J)], 

lesquelles,  bienque  ne  renfermantque  deux  fonctions  arbitraires,  offrent,  au 
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point  de  vue  oil  nous  nous  soinmes  places,  la  generalite  de  I'integrale  avec 
quatre  fonctions  arbitraires,  qu'elles  permettent  d'ailleurs  de  reconstruire. 

Parmi  les  integrales  particulieres  de  Tequation  A^,  =  o ,  il  y  a  quelque 
interet  historique  a  signaler  la  suivante  : 

^~  (Xh-Y)« 

En  y  faisant  X  =  a?,  Y  =  j,  elle  devient 

_  n{n-hi) 

et  Tequation  ^  =  j^^^^^^l  ^st  precisement  celle  que  Ton  obtient,  en 
faisant    4-  aw  =  a;,  v  —  ocu~fj  dans  Tequation 

I  f/'z   d^z  n{7i-f-i) 

qu'Euler  a  rencontree  dans  ses  recherches  sur  la  propagation  du  son,  et 
dont  il  a  trouve  Tintegrale  par  le  developpement  en  une  serie  ordonnee 
suivant  les  derivees  successives  d'une  fonction  arbitraire  de  p-haw  ou 
de    —  aw,  qui  s'arrete  au  {n  -+- 1)*""®  terme  lorsque  n  est  entier. 

Cette  integrale  particuliere  permet  d'ailleurs  une  verification  facile  des 
resultats  de  notre  analyse ,  verification  sur  laquelle  nous  aurons  besoin  de 
nous  appuyer  plus  bas.  Tout  d'abord,  il  suffit  de  former  les  quantites  A,, 
Aj,  A3,  . . . ,  a  savoir 

/i(wH-i)  —  1.7,      n(nH~i)  —  2.3      n(n-hi)  —  3.4 

pour  reconnaitre  que  cette  valeur  annule  A„  sans  annuler  aucune  des  quan- 
tites Af,  d'indice  inferieur  a  n.  En  second  lieu,  I'equation  ^        =  ^jc^^^y 

admet  la  solution  co  =        x)"'*'*  i  en  formant  on  obtient 
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qui  est  une  solution  de  Tequation  A^,  =  o,  et  qui  ne  verifie  aucune  des 
equations  analogues  d^ordre  moindre.  Remarquons,  d'ailleurs,  que  si  Ton 

avait  pns  co  =  7—,  rr-  >  qui  est  aussi  une  solution  de  -  -j—r  =   r±  ♦ 

Texpression  6>^^^aurait  fourni  une  solution  de  1' equation        =  o,  a 

.   n(n  —  1) 

savoir  7 — ; — • 

La  proposition  qui  fait  I'objet  de  ce  travail ,  et  dont  les  premieres  appli- 
cations viennent  d'etre  indiquees  (a  savoir  si  ^  designe  Tintegrale  generale 

de  I'equation  -  ^^^^  =  A,  ou  A  est  Tiiitegrale  generale  de  Tequation  A„=  o, 

^dx^  sera  Fintegrale  generale  de  Tequation  A^,  =  o)  est  entierement 

independante,  dans  son  ^nonce,  de  la  consideration  de  la  fonction  Q  qui 
est  intervenue  dans  notre  analyse.  II  serait  done  naturel  de  rechercher  une 
demonstration  directe  du  resultat  obtenu ;  mais ,  les  efforts  que  j'ai  faits 
dans  cette  voie  n'ayant  pas  abouti ,  il  reste ,  pour  mettre  la  proposition 
hors  de  doute ,  a  demontrer  le  point  r^serv^ ,  a  savoir  : 

Si  ^  est  Tintegrale  generale  de  Tequation  ^         =  a ,  A  etant  choisi  de 

maniere  a  annuler  A^ ,  si ,  de  plus ,  e»  est  une  int^grale  particuliere  de 
cette  meme  equation,  la  fonction     definie  par  les  relations 

^iwfl   d^       ydta      dfMiO   y 

dx       ^  dx       ^  dx^     dy  ^  ^  ' 

pent  toujours  etre  exprimee  lin^airement  au  moyen  de  deux  fonctions 
arbitraires,  Tune  de  Tautre  de  et  de  leurs  n  -h  i  premieres  derivees. 
En  outre,  et  c'est  la  un  point  essentiel,  le  nombre  //  -h  1  des  derivees  qui 
entrent  dans  cette  expression  ne  pent  pas ,  en  general y  subir  de  reduction, 
bien  qu'une  pareille  reduction  puisse  et  doive  se  produire  pour  des  choix 
particuliers  de  la  fonction  a>. 

Pour  cette  demonstration ,  il  suffit  de  considerer  les  portions  de  ^  et 
de  9  qui  dependent  d'une  fonction  arbitraire  de  a;,  les  niemes  raisonne- 
ments  s'appliquant  evidemment  aux  deux  variables. 


Digitized  by 


SUR  UNE   EQUATION  AUX  Dl^RIYEES  PART1ELLE8. 

Soit  done  fait 

^=  X^")  -H  A,  X^"-^+  . . .  +  A,X^''-*^+  . . .  ^  A„X , 

nous  aurons 

dxay        ay  \  ax  ay ) 

et  par  suite 

dk,       dk^  ,   //»A,  dkk^s  _^  d^ki  d'-kn  d'f^ 


dr           d/       dxdy     dy        dxdy    d.Tdy  th  dy 

I  A,  A|  "*       A„  w 

Portons  la  valeur  de  ^  dans  les  equations  qui  definissent  9 ,  et  posons 

dA„       4  rfcd 

f/co  A   rfo)         //Ai^  A    rfw  dA„ 

il  viendra 


d(jiiQ 
dj 


Entre  les  quantites  a>^  et  tt^  ,  il  existe  une  relation  fort  simple ,  ^cile  a 
verilier,  a  savoir 


qui  devient ,  en  particulier  pour  A:  =  /i  -t-  i , 

dy  dx 

Xtr'  Cahier. 


Digitized  by 


lO  MOUTAUD. 

On  tire  de  la 
ou  bien 

da,  _ 

en  ecrivant     a  la  place  de  coi^  —  ''^[^  -f-  .  .  .  4-  ( —  0^  particu- 

lier  ^^r^  =  o ,  c'est-a-dire  que  ii^^.,  est  independant  de  j. 
Cela  pose ,  soit  fait 

T  =  aiX^"^~h  n,  X^"-*^-!-  ...  4-  ft,X^«-^^4-  .  .  .  H-  a,X  , 
nous  aurons ,  en  remarquant  que  Qf,  H — =  co,^ , 


fly 


et  par  suite 


TT,  X""  4-  .  .  .  +        X'"-*^ H-  .  .  .  H-  ^„X'h-  7r„,,  X , 
Or,  fl^^,  etant  independant  de     I'integrale  T  il^^jXcte  est  une  fonction 


et 


oil 
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aibitraire  de  x;  si  on  la  designe  par  Eft,,^,,  on  aura 

A    =  i  -h  A  —  > 

ax 

  ^^n-{-i       I      ^  ^'/Qn+l 

 > 

et  finalement  Q  prendra  la  forme 

oil  il  entre  /i  1  derivees  de  la  fonction  arbitraire,  corame  nous  le  vou- 
Hons  demontrer. 

II  est  visible  que,  dans  des  cas  particuliers,  le  nombre  n  -h  i  des  deri- 
vees pent  se  reduire,  soit  parce  que  les  quantites  ii,,^,  ou  A„^,  peuvent  etre 
nuUes,  soit  encore  par  une  transformation  de  la  fonction  arbitraire ;  ma  is 
une  pareille  reduction  ne  pent  pas  se  produire  en  general.  En  effet,  s'il  en 

etait  ainsi ,  il  resulterait  de  notre  analyse  que  la  valeur  A  =  a>        devrait , 

dans  tons  les  cas,  verifier  une  des  equations  Af,  =  Oy  dont  Tindice  est 
inferieur  a  n-hi.  Or  nous  avons  signale  ci-dessus  un  exemple  oil  il  n'en 
est  pas  ainsi,  et  ce  seul  exemple  suffit  pour  montrer  que  la  proposition 
est  vraie  dans  sa  g^neralite. 
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NOTE 

SUR 

LES  PROPRl£TfiS  DES  FONCTIONS  DEFINIES 

PAB 

LES  Equations  diff^rentielles, 

Par  M.  Hsinu  POEVCARE, 

^l^e-ing^nieur  des  Mines. 


MM.  Briot  et  Bouquet  ont  etudie  les  proprietes  des  fonctions  definies 
par  les  equations  differentielles.  lis  ont  demontre  que,  quand  le  coeffi- 
cient differentiel  est  fonction  holomorphe  dey  et  de  a:,  Tequation  admet 
une  integrale  J  fonction  holomorphe  de  lis  ont  examine  ensuite  ce  qui 
se  passe  quand  le  coefficient  differentiel  cesse  d'etre  fonction  holomorphe 

de  a:  et  de  j,  et  ils  ont  fait  voir  qu'il  pouvait  se  presenter  deux  cas  : 

I 

1**  /  est  fonction  holomorphe  de  a:  ou  deo:^,  n  etant  un  nombre  entier 
quelconque. 

2^  jr  est  une  fonction  presentant  des  singularites  plus  complexes.  Dans 
ce  cas,  Tequation  differentielle  pent  se  ramener  a  Tune  des  trois  formes 

^  ^  ^'    P^"'^    ^  =  0,    j  =  o, 
 J   >   1      •  •  •  > 
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ou  f{oc^y)  est  holoniorphe  en  x  et  en  j.  C'est  la  premiere  de  ces  formes 
qui  se  presentera  si  Tequation  diffi^rentielle  donnee,  etant  algebrique,  est 
la  plus  generale  de  son  degrS. 

G'est  celle  aussi  que  MM,  Briot  et  Bouquet  ont  ^tudiee  plus  particulie- 
rement,  et  c'est  a  elle  que  se  bornera  la  presente  etude. 

MM.  Briot  et  Bouquet  ont  demon tre  que  : 

1*"  Si  ^>  pour  X  —y  =  o,  n'est  pas  entier  positif,  Inequation  admet 
une  integrale  liolomorplie  s*evanouissant  avec  x ; 

2°  Si  ^>  pour  X  =y  —      est  commensurable  et  positif,  mais  non 

entier,  Fequation  admet  une  infmite  d'integrales  liolomorphes  en  x'f»^ 
m  etant  le  denominateur  de 

y  pour  x=y=o,  a  sa  partie  reelle  negative,  Tequation 

n'admet  pas  d'autre  integrale  s'evanouissant  avec  x  que  Tintegrale  liolo- 
morphe ; 

4**  Si  ^)  pour  :p=j=o,  a  sa  partie  reelle  positive,  Tequation 

admet,  outre  Tintegrale  holomorphe,  une  infinite  d'integrales  non  holo- 
morphes  s*avanouissant  avec  x. 

Mais  ces  geometres  ont  laisse  dfe  cote  Tetude  de  ces  integrales  non 
liolomorphes;  nous  demontrons,  an  sujet  de  ces  integrales  : 

df 

I**  Que,  si  ^  -=  A  pour  x  —y  =  o,  elles  sont  holomorphes  en  x  et  x^ 
si  A  n'est  pas  entier  positif  et  a  sa  partie  reelle  positive ; 

df 

2"*  Que  si  ~ >  pour  x  =^  y  —  est  entier  positif,  elles  sont  holo- 
morphes en  X  et  x\jX. 

Dans  quels  cas  une  fonction  y^  deBnie  par  une  equation  differentielle 
de  la  forme 

oil yest  une  fonction  holomorphe  de  ^  et  de  /  dans  les  environs  de  .r  =  o 
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y  =  penf-elle  se  representer  dans  les  environs  de  a?  =  o  par  une  serie 
a  double  entree  convergente,  suivant  les  puissances  croissantes  de  x  et 
(le  cT^,  oil  A  est  un  nombre  quelconque  reel  ou  imaginaire? 

Supposons  que  cela  soit  possible,  et  voyons  quels  deVront  etre  les 
coefficients  de  la  serie-  On  aura 

y  =  <p{x,  s),    z  =  x^, 

ou  J  est  une  fonction  holomorphe  de  et  de  z  dans  les  environs  de  a  =  o 
et  2  =  o. 

Rempla^ons,  dans  Tequation  (i),  /  par  sa  valeur  (p(.r,  z)  et  ^  par  sa 

,       do       dz  rf®        r/cp       ^   \.  d'^ 

valeur  -r  +  -7-      on      -\-  hx^^  *  -/ , 

ax       dx  dz         dx  dz 

dy  d^        ^  r/cp 

X-jr  =  ^  -T^  -\-  ><Z-r  * 
dx         dx  dz 

Differentions  ensuite  I'equation  (i)  ainsi  transformee  un  nombre  quel- 
conque de  fois  par  rapport  a  x^  un  nombre  quelconque  de  fois  par  rap- 
port a  z ;  nous  aurons  la  serie  d' equations 

dy          df    ^    df  dy 

dx   '   dy  dx^ 

dy  dz 

dx^         dx  djdx      dy^  dx*      dx*  dy^ 


d*Y 

dxdz 

^  tx 
ax 

d'y 
dxdz 

^  ^  dz 

d*y 

^^^Txhz-^ 

d*Y 

^^di^ 

Voyons  la  composition  de  Tequation  obtenue  par  m  differentiations 
par  rapport  a  a?  et  /i  par  rapport  a  z. 
1*"  Je  dis  que  le  premier  membre  sera 


:d"z 

En  effet,  si  cela  est  vrai  pour  m  =  m^  n  =  n,  ce  sera  vrai  aussi  pour 
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m  =  m  +  I ,  n  —  n^  ou  pour  =  n  -f- 1 ,  m  =  m.  Diflferentiyns  en  effet 
Texpression  precedente  successivement  par  rapport  a  a?  et  par  rapport 
a  z;  nous  aurons 

'^d'"+'xd'+'z'^^^d''xd'+^z  +('«-HA-h/lA)^.^.^4.^. 

2"*  Je  dis  que  le  second  membre  sera  forme  d'une  somme  de  produits 
ayant  pour  facteurs  :  i**  un  coefficient  constant  positif;  2^  une  derivee 
partielle  de  /  par  rapport  a  a:  et  a  j;  3**  differents  facteurs  de  la  forme 

f       7  ou  a  <m,  B<n.  De  plus,  — j—  n'entre  que  dans  un  tenne  ou  il 

est  multiplie  par^« 

En  effet,  il  est  facile  de  faire  voir,  par  une  simple  differentiation  par 
rapport  a  que,  si  cela  est  vrai  pour  m  =  n  =  cela  est  vrai  encore 
pour  /n  =  m  H-  1 ,  n  =  n. 

Cela  pose,  voyons  comment  nous  pourrons  determiner  les  coefficients 


successifs 


i.2.../ni.t2.../{  d"'xd"z 

Remarquons  que  x  el  z  sont  nuls;  le  premier  membre  de  chaque  equa- 
tion se  reduira  a  5     seconde  equation  deviendra  A  =  ^» 

^  pouvant  d'ailleurs  prendre  une  valeur  quelconque. 

Si  Ton  fait  passer  le  temie  -^r^Jn-  ^  ^^^^     premier  membre,  celui-ci 

devient  [^H-  {n —  0^]»         second  ne  contient  plus  que  des 

termes  en  ^^^^^^^  ou  u  <^m^  |3  <  /i.  On  pent  done  calculer  successive- 
ment chacune  des  derivees  partielles  de  y. 

1"  d'^^jnz  ^        somme  de  produits  ayant  pour  facteurs  : 

1**  un  coefficient  positif;  2^  di verses  derivees  partielles  de/*;  3^  un  pro- 
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duit  de  termes  de  la  forme  ^       >  oil  a  =  o,  i ,  2,  . . . ,  m,  /3  =  —  1,0, 

I  9  2,  .  .  .  ,  72  —  I . 

En  effet,  on  voit  facilement  que,  si  cela  est  vrai  pour  toutes  les  valeurs 
de  jfT^^^y  ou  a5m,  j3</i,  sauf  pour  en  rempla^ant  dans  1  equa- 

tion qui  donne  cette  derivee  toutes  les  derivees  connues  par  leurs  valeurs, 
on  obtiendra  une  expression  de  meme  forme. 

2®  Le  facteur        ne  pent  entrer  dans  aucun  des  produits  a  une  puis- 

sance  superieure  a  —  • 

En  effet,  nous  avons  vu  que  le  second  menibre  de  ces  equations  se 
reduit  a 

oil  P  represente  un  produit  de  plusieurs  facteurs  de  meme  forme. 

Si  Ton  diflferentie  cette  expression  par  rapport  a  x.  on  obtiendra  dif- 
ferents  termes,  Dans  chacun  d'eux,  ou  bien  Tun  des  a  sera  augmente 
d'une  unite,  ou  bien  y  sera  augmente  d'une  imite,  ou  bien  augmentera 

d'une  unite,  et  Ton  multipliera  par       Si  Ton  differentie  par  rapport  a 

aucun  des  a  ne  variera.  Done  Texpression  7  -f-  2a  augmentera  d'une 
unite  quand  on  differentiera  par  rapport  a  a?,  ne  cbangera  pas  dans  les 
differentiations  par  rapport  a  z.  Done 

*y4-2a  =  /n,  2a</7?. 

Supposons  que  la  puissance  a  laquelle  entre  le  facteur         soit  plus 

petite  que  ^  pour  toutes  les  valeurs  de  a  plus  petites  que  /w,  et  remplacons 

ces  derivees  connues  par  leurs  valeurs  dans  Texpression  de  -^r^rp  comme 

nous  Tavons  dit  plus  haut.  Le  terme         sera  a  une  puissance  plus  petite 

que  ^  et,  a  fortiori,  plus  petite  que  c.  q.  f.  d. 

XLV  Cahier.  3 
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Voyons  maintenant  dans  quels  cas  la  serie  est  convergente,  et,  pour 
cela,  remarquons  que  chaque  terme  de  la  serie  est  forme  d'une  sonime 
de  produits.  Considerons  chacun  de  ces  produits  comme  formant  un  terme 
de  la  serie,  et  demontrons  que  le  tableau  des  modules  de  la  serie  ainsi 
constituee  est  convergent. 

Premier  cas.  —  Soit  Tequation 

ou  et  sontchoisis  de  telle  sorte  que,  pour  x  =  y  =  o,  le  second 
membre  s*annule  et  que  A  =     =  ~  >  m  etant  un  nombre  entier. 

■  ay      m  ■ 

Les  derivees  partielles  du  second  membre  sont  toules  positives.  11  en 

est  de  meme  des  termes  ^^p^,  oil  a  est  nul  ou  positif  et  /3  >  —  i . 

Done  tons  les  termes  de  la  serie  sont  positifs.  Si  done  on  demontre  que 
les  termes  arranges  d'une  certaine  maniere  fonnent  une  serie  convergente, 
il  en  sera  de  meme  du  tableau  des  modules  des  termes  de  la  serie. 

Or,  comme  A  =      en  posant  x  =  z"",  on  a  une  equation  de  meme 

forme,  oil  A  =  i  et  oil,  par  consequent,  comme  I'ont  fait  voir  MM.  Briot 

et  Bouquet,  J  est  developpable  en  serie  convergente  suivant  les  puissances 

I 

de  z,  c'est-a-dire  de  x'^'. 

Done,  dans  ce  cas,  la  serie  est  toujours  convergente,  car  elle  Test  lors- 
qu'on  range  les  termes  de  facon  que  m-\-nh  aille  toujours  en  croissant. 

Deuxieme  cas.  —  Supposons  le  cas  general;  seulement  la  partie  reelle 
de  A  est  positive. 


On  pent  toujours  choisir  a'=  ^  de  fecon  que  la  partie  reelle  de  A  soit 
plus  grande  que  A^ 
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Gonsiderons  maintenant  une  equation  de  la  forme  examinee  dans  ]e 
eas  precedent,  oil  A  soil  egal  a  la  valeur  de  A',  que  nous  venons  de  choisir, 
oil  M  est  le  plus  grand  module  que  puisse  acquerir  f  (|uand  le  module 
de  X  reste  plus  petit  que  R  et  eelui  de  y  plus  petit  que  R'.  La  serie  rela- 
tive a  cette  seeonde  equation  aura  son  tableau  des  modules  convergents. 

Pour  passer  de  cette  serie  a  celle  qui  est  relative  a  I'equation  donnee, 
il  suffit  de  multiplier  chaque  terme  : 

1®  Par  le  rapport  des  derivees  partielles  dey*a  celles  du  second  membre 

de  la  seeonde  equation,  rapport  toujours  plus  petit  que  i,  puisque 

chaque  derivee  de  /'  est  plus  petite  que  la  derivee  correspondante  de 
M 

2^  Par  le  rapport  j^;^. ; 

3**  Par  ie  rapport  p^^Q^^|^  ^-^^X"^ '  nous  ne  considerons ,  pour  le 
moment,  que  les  termes  oil  |3  est  positif.  La  partie  reelle  de  a  -h  /Sa'  est 
plus  petite  que  celle  de  a  H-  /3A  par  liypothese ;  de  plus,  a  -f-  est  reel; 
done 

I  mod.  OL  4-  /3a'  <  mod.  a     |5A  |. 

Done  le  rapport  considere  est  plus  petit  que  i . 
4^  Par  le  rapport  P*^^^'/      _^ . 

produila  —  A 

D'abord,  comme  a  —  a'  est  reel  et  que  sa  partie  reelle  est  plus  grande 
que  celle  de  a  —  A,  on  pent  toujours  prendre  a  assez  grand  pour  que  le 

module  de         soit  plus  grand  que  i . 

Par  consequent,  le  rapport  considere  peut  etre  represente,  a  moins  que 
A  ne  soit  un  nombre  entier  positif,  par 


9'^ 


{  I  — •  /  l"'  "*  ill 


en  faisant  varier  «  depuis  i  jusqu'u  oo  ,  9  ne  pouvant  devenir  plus  grand 

3. 
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qu'une  certaine  quantite     pourvu  que  je  demontre  que  le  produit  infini 
en  question  est  convergent. 
Considerons  sa  racine  m**"*, 

son  logarithme  sera  la  serie 

-|]:r,(.-^)-iL(.-i)]. 

Multiplions  le  terme  general  par  a* ;  il  vient 

dont  la  limite,  pour  a  =  oo  ,  est 

he*^—he^    ou    a'— A, 

qui  est  fini.  Done  la  serie  est  convergente,  soit  (jl  sa  valeur.  La  valeur  du 
produit  qui  multiplie  fl^  est  c"'^- 

Done,  pour  passer  de  la  serie  dont  nous  avons  demontre  la  convergence 
en  etudiant  le  premier  cas  a  la  serie  que  nous  avons  a  examiner  niainte- 
nant,  il  suffit  de  multiplier  par  un  terme  qui  est  toujours  plus  petit  que 

Or  on  pent  toujours  prendre  le  module  de  p  assez  petit  pour  que  le 
module  de  Ke*^— ,  <  i . 

Soient  X  =  pe'^,  a?'=  p'e'^ ; 

jr>_  _  ( ^\ 
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Soient  a  =  «  -i-      p  =    ;  il  vient 

(lont  le  module  est  fe^'^^f'^'. 

Or  on  peut  toujours,  si  a  est  positif,  prendre  p  assez  petit  et  (p  assez 
grand  pour  que  ce  module  soit  plus  petit  que  i .  Tous  les  termes  de  la 
premiere  serie  sont  done  multiplies  par  un  facteur  plus  petit  que  i ;  la 
serie  reste  done  convergente. 

Done  : 

Toute  fonction  definie  par  une  Equation  dtfferentielle  de  la  forme 

ou^  —  }ietouXasa  partie  rielle  positive  et  nest  pas  entier  positif,  est 

developpahle  dans  les  environs  de  a:=  o,  suivant  les  puissances  crois- 
santes  de  x  et  de  x^. 

Limites  de  convergence.  —  Les  deux  conditions 

montrent  que  la  region  de  convergence  est  limitee  a  la  fois  par  un  cercle 
et  par  une  spirale  logarithmique;  on  voit  en  meme  temps  que  la  serie 
peut  etre  convergente  pour  une  des  valeurs  que  peut  prendre  pour  une 
meme  valeur  de  a:,  sans  Fetre  en  meme  temps  pour  d'autres  valeurs  de  o^. 
Lorsqu'on  franchit  la  spirale  logarithmique  en  allant  vers  Forigine,  le 
nombre  des  valeurs  de  cc^  pour  lesquelles  la  convergence  a  lieu  s'augmente 
d'une  unite. 

Du  parametre  arbitraire.  —  Le  parametre  arbitraire  est  ici  la  valeur 
de      que  nous  avons  pu  prendre  quelconque.  Remarquons  que  tous  les 
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termes  de  la  serie  sont  des  polynomes  entiers  par  rapport  a  ce  parametre, 
d'oii  il  resulte  que  la  fonction  y  peut  etre  ordonn^  suivant  les  puissances 
croissantes  de     de     et  de  ce  parametre. 

liquations  d'ordre  superieur.  —  Gette  demonstration  s'etendrait  sans 

difficulte  au  cas  des  equations  d'ordre  superieur.  En  effet,  ces  equations 

I 

peuvent,  dans  les  cas  oil  z  et  j  ne  sont  pas  fonctions  holomorphes  de 
s'ecrire  sous  Tune  des  formes 

oil  (p  et  4  ne  contiennent  ni  terme  constant  ni  termes  du  premier  degre 
en     J,  z,  ou 

■^s  =/.(■>>.»■). 

Dans  le  premier  cas,  si  A  et  fx  ne  sont  ni  entiers  positifs  ni  a  partie  reelle 
negative,  y  et  z  sont  holomorphes  en  a?,  o?^,  a?^.  En  effet,  reprenons  la 
demonstration  precedente,  il  suffira  de  remplacer  A  par  fx  dans  un  certain 
nombre  de  facteurs  des  produits  en  m  +  n'K. 

La  discussion  precedente  s'appliquera  evidemment  sans  y  rien  changer. 

Cas  oh  A  =  I . 

Nous  avons  laisse  de  cote,  dans  le  resultat  que  nous  venons  d'obtenir, 
deux  cas  : 

i"*  Celui  oil  la  partie  reelle  de  A  est  negative;  or,  dans  ce  cas,  MiM.  Briot 
et  Bouquet  ont  demontre  qu'il  n'existait  pas  de  fonction  definie  par  Tequa- 
tion  et  s'annulant  pour x  —  o\ 

2°  Celui  oil  A  est  entier  positif;  ce  dernier  se  ramene  facilement  a  celui 
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oil  A  == !  par  une  transformation  tres-simple,  due  aussi  a  MM.  Briot  et 
Bouquet.  Noua  nous  reduirons  done  au  cas  oii  A  =  i . 
Soient 

Considerons  lequation  auxiliaire 

^^  =  «J+/(^>  j).    «  +  ^  =  ^- 

Toutes  les  derivees  partielles  du  second  membre  de  Tequation  (2)  sont 
les  monies  que  pour  Tequation  (i),  sauf  la  derivee  premiere  par  rapport 
a  y.  De  plus,  pour  Fequation  (2),  nous  avons  vu  que  f  etait  develop- 
pable  suivant  les  puissances  croissantes  de  x  et  a^,  que  le  coefficient  de 
chaque  terme  etait  une  somme  de  monomes,  et  que  le  tableau  des  mo- 
dules des  termes  formes  par  chacun  de  ces  monomes  etait  convergent. 
Soit 

(3)  AoTx"^ 

Fun  de  ces  monomes;  soit,  pour  simplifier,  A  reel.  La  serie  des  monomes 

(4)  mod.  A  (mod.  a?)'"  (mod.  00^^ 

est  aussi  convergente. 
Posons 

Nous  pouvons  developper  Texpression  (3)  suivant  la  formule  du  binome; 
on  obtient  une  suite  de  termes  de  la  forme 

(5)  AKa;"'^^^"-''. 

Remplacons  un  instant,  dans  la  serie,  par  z,  qui  sera  alors  indepen- 
dant  de  0?;  la  serie  est  alors  convergente  quand  a:  et  z  prennent  des  va- 


Digitized  by 


24  H.  POINCAR]^. 

leurs  d'un  module  inferieur  a  certaines  limites  p  et  p,.  Supposons  t  et  x 
positifs  et  tels  que  ces  conditions  soient  remplies;  la  serie  (4)  aura  son 
tableau  des  modules  convergent;  il  en  sera  de  meme  de  la  serie 

Kmod.  AaT-^n'"'', 

puisque  les  termes  de  cette  seconde  serie  sont  positifs  et  que,  groupes 
d'une  certaine  maniere,  ils  reproduisent  la  serie  (4)«  H  en  sera  de  meme 
encore  de  la  serie  (5),  dont  les  termes  ont  meme  module  que  ceux  de  la 
serie  precedente,  et  il  en  sera  de  meme  encore  quand  on  remplacera  t  et 
X  par  des  quantites  imaginaires  de  meme  module. 

Les  limites  de  convergence  sont  donnees  par  les  inegalites 

mod .  a:  <  p,    mod,  x  +  mod.  {x^  —  x)  <  p, . 

Un  terme  quelconque  a  la  forme 

oil  A  est  un  polynome  enlier  par  rapport  au  paranietre  arbitraire  —^^  que. 
nous  representerons  par  a. 

i*"  Les  facteurs  de  la  forme  ^-3-^  ne  peuvent  entrer  a  une  puissance 

superieure  a  la  puissance  —  ou,  a fortwri,  a  la  puissance  - — ^ 

Considerons  la  serie  obtenue  directement 

i     "  X        X , 

Egalons  au  second  raenibre  de  Tequation  (a),  il  vient 
^£  -     ^  =     +/(-^'/)  5 
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d'oii,  par  differentiations  successives  et  reniarquant  qu'a  I'origine 


a?=j  =  t  =  o, 

fix       dt        dx       dy  dx 
^dl  ~  dj  dt' 


II  est  facile  de  voir  qu'en  deduisant  de  ces  equations  les  valeurs  des 
derivees  partielles  de      on  les  oblient  sous  la  forme  de  somnie  de  mo- 

nomes  ^^pjii^tliTj^^        ^'^^  quelconque  de  ces  monomes,  multiplie  par 

^^n-^pin-p   ;  pap  1  ^      ]^  somme  d'un  certain 

nombre  de  termes  de  la  serie  que  nous  venons  de  considerer. 

Done  la  serie  V  .  ^  .   ^r—' — ^x^'-^'^f'-^  a  son 

tableau  des  modules  convergent. 

De  plus,  il  est  facile  de  voir  que  les  deux  equations  ecrites  en  premier 
lieu  donnent  toujours 

^  =  A    avec    ^  =  «  (valeur  arbitraire), 

df 

dx         I  —  X 

Done,  comme  le  facteur  ne  pent  s'introduire  dans  Tun  des  monomes 
que  s'il  contient  a  une  certaine  puissance  si  Tun  de  ces  monomes 
contient  le  fiicteur  yzTx'  numerateur  A,  tiendra  a  la  meme  puissance  le 
facteur  «  -H  ^* 

Revenons  maintenant  a  Tequation  (i)  et  cherchons  de  meme  les  coeffi- 
cients de  la  serie.  Rien  ne  sera  change  dans  le  calcul  precedent,  sinon 
que  A  devra  etre  remplace  par  i . 

XLF*  Cahier.  4 
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Coinme  i  —  A  =  o,  on  aura 

et  ^  deviendra  le  parametre  arbitraire,  puisqu'il  prend  une  valeur  inde- 

terminee  |3.  Rien  ne  sera  change  dans  la  serie,  sinon  que  chaque  ternie 
sera  multiplie  par 


dx] 

Or  nous  savons  que,  si  Ton  suppose  A  <  i ,  la  seconde  fraction  est  tou- 
jours  plus  petite  que  K'^,  K  etant  une  quantite  finie. 

Comme  ^  <  r,  il  en  sera  de  meme  du  premier  facteur. 

On  peut  done  toujdurs  prendre  les  modules  de  x  et  de  t  assez  petits 
pour  que  le  module  de  Texpression  (7)  soit  plus  petit  que  !• 

Done  la  nouvelle  serie  est  convergente. 

Toute  fonction  dSfinie  par  une  equation  differentieUe  de  la  forme 

^  =  I ,  est  developpable  suivant  les  puissances  croissantes  de  x  et 

d'une  variable  t  difinie  par  x^  =  t  —  x  ou  de  xhx  dans  le  voisinnge 
de  x=     y  =  o. 

Les  limites  de  convergence  sont  donnees  par 

mod.a:<p,    raod.(a?La:)  <  p,. 

Le  parametre  arbiti'aire  est  ^>  et  la  fonction  y  peut  encore  se  deve- 
lopper  suivant  les  puissances  croissantes  de  x,  de  t  et  de  ce  parametre. 
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CARACTERISTiaUES  DES  SYSTEMES  DE  CONIQUES 

ET 

DE  SURFACES  DU  SECOND  ORDRE, 
Par  M.  HALPHEN. 

La  question  qui  fait  i'objet  de  ce  Meraoire  est  toute  moderne  et,  des  sa 
naissance,  a  attire  au  plus  haut  point  1- attention.  Aussi  n'aurai-je  besoin 
que  d'en  rappeler  Ires-succinctement  Thistorique. 

L' ensemble  des  courbes  representees  par  une  equation  commune,  mais 
dans  laquelle  figure  un  parametre  variable,  constitue  ce  qu'on  nomme  un 
sy Sterne.  Parmi  les  coniques  dont  V ensemble  constitue  un  systeme  donne, 
quel  est  le  nombre  de  ceUes  qui  satisfont  a  une  condition  donn^e?  Telle 
est  la  question  dont  je  m'occuperai  ici.  C'est  M.  de  Jonquieres  qui  parait 
avoir,  pour  la  premiere  fois,  envisage  ce  probleme  d'une  maniere  gene- 
rale  (*).  Ce  geometre  ne  le  bornait  pas  aux  coniques;  il  considerait  des 
systemes  de  courbes  d'ordre  quelconque.  La  solution  qu'il  trouva  est  ex- 
tremement  simple.  Suivant  lui,  le  nombre  cherchi  est  le  produk  de  deux 
facteurs  dont  Vun  ne  depend  que  du  systeme,  U autre  que  de  la  condition. 

On  ne  tarda  pas  a  reconnaitre  Finsuffisance  de  ce  resultat.  M.  Ghasles, 
de  son  cote,  s'occupa  de  la  meme  question  Sans  la  traiter  dans  toute 
sa  generalite ,  il  s'attacha  a  faire  apparaitre  une  loi  commune  dans  des 


(' )  Journal  de  Mathematiques  pares  et  appliquies^  annee  1861;  Comptes  rend  us  des  stances  do 
I'Academie  des  Sciences^  annees  i864i  i865  et  1866. 

(*)  Comptes  rendus  des  stances  de  VAcaddmie  des  Sciences,  annees  i864»  i865  el  1866. 

4- 
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exemples  nombreux  et  diversement  choisis.  De  ces  recherches  est  sorti  le 
resultat  suivant : 

Dans  un  systeme,  soit  /jl  le  nombre  des  coniques  qui  passent  par  un 
pointy  et  V  le  nombre  de  celles  qui  touchent  une  droite  Le  nombre  des 
coniques  dn  meme  systeme  qui  satisfont  a  une  quelconque  des  conditions 
envisagees  (par  M.  Chasles)  est  (k,u  4-  |2v,  les  nombres  a  et  ^  ne  dependant 
que  de  cette  condition. 

La  diversite  des  exemples  traites  par  rilliistre  geometre  et  peut-^tre 
aussi  la  simplicite  seduisante  du  resultat  firent  croire  a  la  generalite  de  cette 
proposition,  qu'on  ne  trouvait  jamais  en  de&ut  On  devait  donccher- 
cher  a  la  demontrer.  M.  Clebsch  Tavait  essaye,  et  le  Memoire  qu'il  avait 
ecrit  sur  ce  sujet  fut  publie  peu  de  ^mps  apres  sa  mort  (*)•  De  mon  cote, 
j*y  avais  des  longtemps  consacre  mes  efforts  et  j'^avais  cru,  a  la  m^me 
epoque,  y  parvenir  par  une  \oie  toute  differente  (*).  Enfin  M.  Lindemann, 
en  publiant  des  legons  de  M.  Clebsch,  pensa  pouvoir  substituer  a  ces 
demonstrations  longues  et  diflficiles  une  demonstration  beaucoup  plus 
courte  (').  Ce  n'est  pas  ici  le  lieu  de  faire  la  critique  de  ces  travaux  qui 
n'ont  pas,  il  faut  le  dire,  augmente  la  confiance  des  georaetres  dans  le 
theoreme  propose  (•).  Elles  pechent  toutes  par  quelque  point. 

Reprenant  a  nouveau  la  question  enoncee  plus  haut,  j'ai  enfin  reconnu 
que  le  theoreme  de  M.  Chasles  ne  s'applique  pas  a  tous  les  cas.  Le  mon- 
trer,  et  donner  la  solution  generale  du  probleme,  tel  est  Tobjet  de  ce  Me- 
moire. Pour  faire  saisir  la  portee  exacte  des  resultats  anciens  et  des  nou- 


(')  Les  nonihres  p  et  v  sont  les  caractdrisciques  du  systeme.  Ce  nonOy  employe  par  M.  Chasles, 
a  ete  iiniversellemeDt  adopte. 

(^j  On  trouvera  cependant,  h  la  fin  dc  ce  preambule,  un  exeinple  oiif  sans  aucnne  etude  pre- 
paratoire,  on  pent  reconnaitre  que  cette  proposition  est  en  defaut. 

(^)  Mathematische  Annalen,  t.  VI,  p.  i. 

(*)  BuUetin  de  la  Societe  mathimatiqucy  1. 1,  p.  i3o. 

(•)  Forlesungen  iiber  Geometric,  t.  I,  p.  Sgg. 

(^]  Un  des  geometres  les  plus  conopetents  en  cette  mati^re,  M.  Zeuthen,  s'exprime  ainsi  A  ce 
sujet  :  «  11  est  tres-difficile  d'affirmer  qu*en  des  demonstrations  de  cette  esp^e  il  ne  reste  plus 
aucun  point  faible.  »  (Builetin  des  Sciences  matMmatiques^  t.  X,  p.  122.) 
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veaux,  je  ferai  un  rapprochement  entre  cette  theorie  et  une  autre  plu& 
simple,  celle  des  points  singuliers  des  courbes  planes. 

Tromer  le  nombre  des  points  qui,  sur  une  courbe  algSbrique  plane, 
satisfont  a  une  condition  donnee,  voila  Tenonce  d'une  question  dont  les 
geometres  ont  traite  de  nombreux  eas  particuliers.  On  en  fait  habituelle- 
ment  passer  la  solution  par  trois  phases  successives  en  qualiBant  d'abord 
la  courbe  par  son  ordre,  puis  par  son  ordre  et  des  singularites  ordinaires, 
points  doubles  et  de  rebroussement,  enfin  par  son  ordre  et  des  singularites 
quelconques. 

C'est  par  les  memes  phases  qu'a  passe  la  solution  du  probleme  dont 
traite  ce  Memoire. 

Dans  les  systemes.de  coniques,  on  peut  distinguer  trois  especes  de  sin- 
gularites. Dans  la  premiere  espece,  que  je  designe  par  la  lettre  A,  la  co- 
nique  se  reduit  a  deux  droites  en  coordonnees  ponctuelles,  a  un  point  en 
coordonnees  tangentielles.  Ce  n'est,  a  proprement  parler,  qu'une  singu- 
lar ite  tangentielle  comme,  dans  les  courbes,  les  inflexions  et  les  tangentes 
doubles  :  car,  en  coordonnees  ponctuelles,  la  singularite  A  n'exige  qu'une 
condition. 

La  singularite  de  seconde  espece  est  la  correlative  de  la  precedente ;  je 
la  designe  par  la  lettre  A'.  G'est  une  singularite  ponctuelle. 

Les  singularites  A  et  A'  sont  ordinaires  ou,  suivant  F expression  si  heu- 
reuse  de  M.  Clebsch,  necessaires,  en  ce  sens  que,  si  Ton  considere  simul- 
tanement  un  systeme  quelconque  et  un  de  ses  correlatifs,  ces  singularites 
existent  necessairement  dans  I'ensemble  des  deux  systemes. 

Enfin  il  existe  une  troisieme  espece  de  singularite,  que  je  designe  par 
la  lettre  B.  La  conique  s'y  reduit  a  une  droite  en  coordonnees  ponctuelles 
et  a  un  point  en  coordonnees  tangentielles.  C'est  une  singularite  eles^Se. 

Au  point  de  vue  des  coordonnees  ponctuelles,  on  peut  considerer  tout 
systeme  de  coniques  comme  cas  particulier  d'un  autre  plus  general  sans 
singularites  ponctuelles.  Si,  a  ce  point  de  vue,  on  cherche  le  nombre  des 
coniques  du  systeme  qui  satisfont  a  une  condition  quelconque,  on  trouve 
pour  reponse  la  proposition  si  simple  de  M.  de  Jonquieres.  Elle  doit  etre 
generalement  modifiee  si  le  systeme  contient  les  singularites  A'  ou  B.  Nean- 
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moins,  dans  certains  cas,  elle  subsiste  quel  que  soit  le  systeme.  C'est  ainsi 
que  :  le  nombre  des  coniques  d'un  systeme  quelconque  qui  partagent  har- 
moniquement  un  segment  dormi  est  6gal  a  la  caractiristique  (jl  de  ce  sys- 
teme {*). 

Si,  en  second  lieu,  on  envisage  un  systeme  contenant  seulement  les  sin- 
gularites  A,  A',  on  trouve  que,  quelle  que  soit  la  condition,  le  theoreme 
de  M.  Chasles  s'applique  toujours.  Ainsi  ce  theoreme  convient  au  cas  ou 
le  systeme  ne  contient  que  les  singularites  ordinaires*  Neanmoins,  il  s'ap- 
plique  souvent  encore  quel  que  soil  le  systeme,  par  exemple  si  la  condi- 
tion est  de  toucher  une  courbe  d'ordre  m  et  de  classe  /i,  cas  dans  lequel 
le  resultat  est  toujours,  comme  on  le  sait,  n/4  -H  mv.  A  cet  egard,  on  trou- 
vera  dans  le  present  Memoire  la  proposition  suivante : 

Pour  que  le  theoreme  de  M.  Chasles  s' applique  a  une  condition  don-- 
nee,  quel  que  soit  le  systeme,  il  faut  et  il  suffit  que  le  nombre  des  coniques 
qui  satisfont  a  cette  condition  et  touchent  une  courbe  donnee  en  deux 
points  donnas  soit  le  meme  que  celui  des  coniques  qui  satisfont  a  cette 
condition  et  ont,  avec  une  courbe  donnee,  en  un  point  donne,  des  contacts 
du  troisieme  ordre 

Enfin,  si  Ton  envisage  un  systeme  ayant  des  singularites  quelconques, 
le  resultat  est  bien  plus  complique.  II  est  impossible  de  le  traduire  par  une 
formule  telle  que  a;^  -f-  ^y,  meme  en  y  ajoutant  d'autres  termes  analogues 
en  nombre  fini  et  determine.  On  pent  cependant  en  obtenir  une  image 
simple.  Tons  les  elements  utiles,  relatifs  a  un  systeme  quelconque,  se 
trouvent  representes  dans  une  courbe  que  Ton  pent  dire  attachee  au  sys- 
teme, et  qui  est  donnee  par  son  equation  en  coordonnees  rectilignes.  Cette 
courbe  passe  a  Torigine  des  coordonnees  dans  le  cas  seulement  ou  le  sys- 
teme contient  la  singularite  B. 

De  meme  aussi,  tous  les  elements  utiles,  relatifs  a  une  condition  quel- 
conque, sont  representes  dans  une  courbe  attachee  a  cette  condition.  Ces 


(*)  Theoreme  dd  k  M.  Chasles.  On  le  trouvera  demontre  au  §  I  de  ce  Memoire  [n'>  9). 

(»)  Sin, no 31. 
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deux  couibes  sont  susceptlbles  de  diverses  deBnitions,  que  Ton  trouvera 
dans  ce  Memoire,  au  §  III.  Voici  maintenant  le  theoreme  qui  fournit  la 
solution  generale  de  la  question  proposee  : 

Soil  ocju-h  le  nombre  des  coniques  satisfaisant  a  une  condition  don- 
n4e  et  faisant  partie  d'un  systeme  {juty  v)  a  singularites  ordinaires; 

Le  nombre  des  coniques  satisfaisant  a  la  meme  condition  et  faisant 
partie  d'un  systeme  {jUy  f)  quelconque  est  infer ieur  a  oc/^-h  et  en  dif- 
fere  d'un  nombre  egal  a  celui  des  points  quont  tn  commun,  a  Vorigine 
des  coordonnees,  la  courbe  attacJiee  au  systeme  et  la  courbe  attachde  a  la 
condition. 

II  nie  reste  a  indiquer  brievement  le  plan  de  ce  travail.  II  est  divise  en 
cinq  paragraphes. 

Dans  le  firemier,  j*etudie  les  singularites  des  systemes  de  coniques,  et 
ces  systemes  en  euK-memes. 

Le  deuxieme  est  consacre  a  la  representation  algebrique  des  conditions 
projectives  auxquelles  on  pent  assujettir  les  coniques.  J^adopte,  a  cet  efFet, 
deux  formes  distinctes  d'equations,  et  c'est  par  Temploi  simultane  de  ces 
deux  formes  que  ]e  parviens,  dans  le  §  III,  aux  resultats  indiques  prece- 
demment. 

Le  §  IV  est  consacre  a  des  exemples.  J'y  traite  notamment  du  systeme 
des  coniques  ayant  des  contacts  du  quatrieme  ordre  avec  une  courbe  al- 
gebrique quelconque. 

Dans  le  §  V,  j'etudie  les  systemes  de  surfaces  du  second  ordre.  Toute 
Tanalyse  pr^cedente  s^y  applique  presque  sans  modification,  et  les  resul- 
tats offrent,  avec  ceux  qui  concernent  les  systemes  de  coniques,  les  plus 
grandes  analogies. 

Le  lecteur  ne  manquera  pas  de  remarquer  dans  les  §§  I  et  II  plusieurs 
developpements  qui  ne  sont  pas  necessaires  a  la  solution  du  probleme 
propose.  Je  les  ai  maintenus  dans  Tespoir  d'augmenter  la  clarte.  J'ai  juge 
inutile  de  traiter  par  les  methodes  expliquees  dans  ce  Memoire  les  exemples 
les  plus  usites  :  il  m'a  paru  plus  profitable  de  considerer  surtout  des 
exemples  nouveaux. 
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Note.  —  Ainsi  que  je  I'ai  annonce  plus  haul,  je  vais  donner  ici  un 
exemple  oil  il  est  manifeste  que  le  theorerhe  de  M.  Chasles  ne  s'applique 
pas. 

Soient  x  le  sinus  de  Tangle  sous  lequel  une  conique  est  vue  d'un  point 
fixe  de  son  plan,  et  j  la  longueur  du  segment  que  cette  mSme  conique 
intercepte  sur  une  droite  fixe.  Je  considere  deux  conditions  difFerentes, 
la  premiere  0,  definie  par  la  relation 

a:  =  aj  -t-  fe, 

oil  rt  et     sont  des  nombres  donnes;  la  seconde  4>',  cas  particulier  de 
en  supposant  h  —  o.  Admettons  que,  dans  tous  les  cas,  le  theorenie  de 
M.  Chasles  s'applique  aux  deux  conditions  4>  et  4>',  c'esl-a-dire  que  le 
nombre  des  coniques  d'un  systeme  S  satisfaisant  a  0  soit  oLfjL     /3v,  et  que 
le  nombre  des  coniques  de  S  satisfaisant  a  ^'  soit  ol fx-^  et  v  etant 

les  caracteristiques  de  S  et  a,  ^,  a',  /3'  ne  dependant  pas  de  S.  Supposons 
d'abord  que  S  ne  contienne  pas  la  singularite  B.  Si,  pour  chaque  conique 
de  S,  je  prends  les  quantites  a;,  y  comme  coordonnees  d'un  point,  j'ob- 
tiens  une  courbe  (S),  et  il  est  clair  qu'elle  ne  passe  pas  a  Torigine.  Elle 
coupe  done  en  un  meme  nombre  de  points  les  deux  droites 

a?  =  a/  -t-  6,    x  =  ay. 

Done  oLfjt.  +  |3v  et  +  jS'v  sont  deux  nombres  egaux.  Comme  on  peut 
prendre  divers  systemes  tels  que  S,  il  en  resulte  que  a'  et  |3'  sont  respec- 
tivement  ^gaux  a  a  et  |3.  Par  suite,  le  nombre  des  coniques  d'un  systeme 
quelconque  satisfaisant,  soit  a  soit  a  $^  doit  etre,  en  tous  les  cas,  le 
meme.  Or,  si  le  systeme  contient  la  singularite  B,  la  courbe  analogue  ^  (S) 
vient  passer  a  Torigine  des  coordonnees  et,  par  suite,  ne  coupe  pas  en 
un  meme  nombre  de  points  les  deux  droites  ci-dessus,  resultat  en  disaccord 
avec  rhypothese.  Done  Thypothese  est  inexacte.  Done  le  tbeoreme  en 
question  ne  s'applique  pas  a  tous  les  cas. 
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§  I.  —  SyST^MES  DE  CONIQUES-  —  CoNIQUES  DEGENl^R^ES. 

1.  L'ensemble  des  coniques  qui,  dans  un  plan,  satisfont  a  quatre  con- 
ditions communes,  conslitue  un  systeme.  Dans  un  systeme,  il  peut  se 
trouver  des  figures  qui  ne  soient  pas  des  coniques,  mais  des  limit es  de  co- 
niques. On  appelle  ces  figures  les  coniques  dcgener^es  du  systeme, 

L'etude  des  coniques  degenerees  doit  etre  rapprochee  et,  en  meme 
temps,  distinguee  d'une  question  appartenant  aux  elements  de  la  Geome- 
tric analytique,  savoir  :  Quels  sont  les  cas  particuliers  de  la  conique,  de- 
finie  par  I'equation  generale  du  second  degre?  A  cette  question,  il  existe 
deux  reponses,  suivant  que  T equation  est  en  coordonnees  ponctuelles  on 
tangentielles .  En  coordonnees  ponctuelles,  les  cas  particuliers  sont  : 
1®  deux  droites;  2**  une  droite;  en  coordonnees  tangentielles  :  1°  deux 
points;  2**  un  point.  On  en  peut  assurement  conclure  que,  dans  un  sys- 
teme, les  points  d'une  conique  degeneree  sont  sur  deux  droites  ou  sur  une 
droite,  et  que  ses  tangentes  passent  par  deux  points  ou  par  un  point;  mais 
la  simultaneite  de  ces  deux  circonstances  impose  une  nouvelle  etude. 

2.  Soient  gr,  r,  s  les  trofc  sommets  d'un  triangle  et  Q,  R,  S  les  cotes 
respectivement  opposes  a  ces  somnfets.  Etant  donnee  une  conique  a,  le 
point  s  et  la  droite  Q,  on  peut,  sans  ambiguite,  determiner  le  triangle  de 
maniere  qu'il  soit  conjugue  par  rapport  a  a.  11  suffit,  en  effet,  de  prendre 
pour  S  la  polaire  de  s  et  pour  q  le  pole  de  Q.  Le  triangle  ainsi  determine 
a  ses  trois  cotes  et  ses  trois  sommets  respectivement  distincts,  en  d'autres 
termes,  c'est  un  triangle  propre,  sauf  dans  le  cas  oil  a  passe  en  s  ou  bien 
touche  Q.  Cette  propriete  subsiste  si  a  est  une  conique  degeneree;  c'est  la 
une  proposition  tres-simple,  mais  qu  il  importe  de  justifier. 

Soit,  dans  un  systeme  (a),  une  conique  a  qui  degenere.  Les  points 
m,  m'  ou  a  coupe  la  droite  Q  peuvent  etre  differents  ou  infiniment 
voisins;  mais  ils  tendent  vers  des  limites  determinees,  par  suite  dif- 
ferentes  du  point  arbitraire  s.  Le  conjugue  harmonique  de  s  par  rap- 
port a  m,  rd  tend  done  vers  une  limite  distincte  de  s\  mais  ce  point 

XLV  Cahier.  5 
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appartient  a  la  polaire  de  s.  En  outre,  on  pent  repeter  le  meme  raisou- 
nement  pour  toutes  les  droites  Q  passant  par  s.  Done  la  polaire  de  s 
tend  vers  une  droite  limite  qui  ne  passe  pas  par  s.  De  meme,  le  pole  de 
la  droite  arbitraire  Q  tend  vers  un  point  limite  qui  n'est  pas  situe  sur  Q. 
Done  : 

Dans  la  serie  des  triangles  respecthement  conjugues  par  rapport  a 
chacune  des  coniques  d'un  systeme  et  ayant  un  sommet  donn4  ainsi  qiCun 
des  cotis  quiy  aboutissent,  le  triangle  repondant  a  une  conique  degenerie 
est  un  triangle  propre. 

5.  Soit  Q  =  o  I'equation  du  cote  Q,  et  ainsi  des  autres  cotes  du  triangle. 
L' equation  ponctuelle  de  la  conique  a  est  de  la  forme 

Cette  equation  represente  une  conique  propre,  sauf  au  cas  oil  un  au  moins 
des  coefficients  est  nul.  II  semble  done  d'abord  qu'on  n'ait  que  deux  cas 
a  envisager,  suivant  qu'un  coefficient  ou  deux  s'evanouissent;  mais  il 
s'agit  ici  d'une  limite.  On  doit  done  considerer  les  coefficients  non  pas 
comme  nuls,  mais  comme  infiniment  petits.  Je  remarque  d'abord  que, 
d'apres  I'equation  (i),  on  a,  a  un  fa^eur  fini  pres,  dependant  des  coor- 
donnees  employees, 

(  rrir        m^  V  _   

\ms       m'i)  gj* 

Comme  ms  et  nts  sont  des  quantites  finies,  le  second  membre  ne  pent 
etre  infini.  On  verra  de  meme  que  le  rapport  de  g^  a  g^  ne  peut  etre  in- 
iini.  Done,  en  supposant  que  ^3  ait  une  limite  finie,  ce  qui  est  permis 
puisqu'il  ne  s'agit  que  des  rapports  des  quantity  g*,  on  a,  en  tout,  a  dis- 
tinguer  trois  cas  : 

Le  coefficient  g^  seal  infiniment  petit.  Espece  A.  L' equation  (i)  se 
reduit  a  celle  de  deux  droites  passant  en  q.  La  droite  S  coupe  la  conique 
en  deux  points  infiniment  voisins.  Cette  droite  etant  la  polaire  du  point 
arbitraire  ^,  j'en  conclus  que  les  tangentes  issues  d'un  point  arbitraire 
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tduchent  la  conique  en  deux  points  infiniment  voisins,  dont  la  limite  est 
le  point  de  croisement  des  droites  auxquelles  se  reduit  la  conique.  En 
d*autres  {ermes,  la  figure  limite  se  compose  d'un  point  et  de  deux  droites 
passant  en  ce  point. 

a°  Les  coefficients     et  g^  sont  infiniment  petits  d'un  menie  ordre,  Es-  • 
pece  A'.  D'une  maniere  analogue,  on  voit  que  la  figure  limite  se  compose 
d'une  droite  et  de  deux  points  situes  ^sur  cette  droite. 

3°  g^  et  g^  sont  infiniment  petits^  mais  d'ordres  dijferents.  Espece  B. 
D'apres  une  remarque  precedente,  e'est  g^  dont  F ordre  est  le  plus  eleve. 
Je  representerai  par  (ih-A)  le  rapport  de  Tordre  de  g^  a  celui  de  g^. 
Quant  a  la  figure  correspondant  a  ce  cas,  elle  se  compose  d'un  point  et 
d'une  droite  passant  en  ce  point. 

4.  Si,  avec  le  systeme  (a),  on  considere  un  systeme  correlatif  (rt'),  les 
coniques  correspondantes  a  et  a'  degenerent  en  meme  temps.  La  nature 
des  figures  limites  montre  que,  si  a  est  d'espece  A,  a'  est  d'espece  A',  et 
reciproquement,  enfin  que  a  et  a'  sont  simultanement  d'espece  B. 

Pour  ce  dernier  cas,  on  doit  se  demander  quelle  relation  existe  entre 
les  deux  nombres  analogues  a  h  et  relatifs  a  a  et  a  a'.  Or,  d'apres  I'equa- 
tion  (i),  on  trouve  aisement  la  signification  suivante  du  Qombre  h  : 

Une  conique  degSneree  d^espece  B  coupe  une  droite  arhitraire  en  deux 
points  infiniment  "voisins;  soit  y  la  distance  de  ces  points.  Elle  est  vue 
d'un  point  arhitraire  sous  un  angle  infiniment  petit;  soit  x  cet  angle.  Le 
nombre  h  est  tel  que  le  rapport  de     a  x  ait  une  limite  finie. 

Dans  le  systeme  (a'),  soient  pour  la  conique  a\  correspondant  a  a, 
x\  K  les  quantites  analogues  a      a?,  h.  II  est  clair  que  x'  et  y'  sont 

respectivement  du  meme  ordre  que  y  et  x.  Done      eleve  a  la  puissance  j> 

est  du  meme  ordre  que  or'.  Done  : 

* 

Dans  deux  systemes  corrSlatifs,  les  coniques  correspondantes  sont  si- 
multanement d'espece  B,  et  leurs  nombres  caracteristiques  h  sont  red- 
proques. 

5. 
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5.  Les  caracteres  distinctifs  des  coniques  degenerees  ont  ete  trouvees 
sur  Tequation  (i).  Je  vais  en  dediiire  les  caracteres  correspondants  en 
considerant  Tequation  generale  des  coniques  en  coordonnees  ponctuelles 
sous  la  forme  habituelle.  Je  ferai  usage  de  la  forme  symbolique  assez  gene- 
ralement  connue  pour  n'exiger  aucune  explication.  Soil 

(2)  o  =  al  —  {a^x^  -h  ^a^a  -h  ci^x^Y  =  a,^x\     ^a^^x^x^-^  .  .  . 

Tequation  de  la  conique  a.  Je  designerai  abreviativement  par  le  nom  de 
coefficient  a  un  quelconque  des  coefficients  a^,  toutes  les  fois  qu'il  n'y 
aura  pas  lieu  de  preciser.  Soit 

(3)  o  =  a|  =  (a,f, +  a,f3+a3^3)'=a,,f-h  .  .  . 

Tequation  tangentielle  de  a.  Je  designerai  de  meme  par  a  un  quelconque 
des  coefficients  On  sail  qu'ils  sont  lies  aux  a  par  les  relations  des  deux 
types  suivants  : 

Soit  enfin  D  le  discriminant  2a,ya,y  de  al.  Je  vais  identifier  al  avec  le  pre- 
mier membre  de  (i),  de  maniere  a  obtenir  les  expressions  des  a,  a,  D  en 
fonction  des  elements  de  (i).  II  faut,  a  cet  effet,  preciser  les  fonctions  Q, 
R,  S.  Je  designe  par  q^^  les  coordonnees  du  point  q^  et  ainsi  des 
autres.  J'emploie  la  notation  connue  {q^r^s^)  des  determinants,  et  je  pose 

(4)  Q  =  {r.s^x,),    R  =  {s.q^x,),    S  =  [q.r^x,). 

L' identification  du  premier  membre  de  (i)  avec  al  donne  les  resultats 
suivants  : 

1  «i2  =  S^.  (^^3)  (^'^.)  +  S'l  ^2^0  ^  (72^)  (7.''.)' 
I  J 

F   7 
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De  ces  equations  je  deduis ,  pour  les  coniques  singulieres ,  les  caracteres 
suivants  : 

Espece  A  :  Les  a  ont  des  limit es  finies,  et  D  est  infiniment  petit. 

Espece  A!  :  Les  a  sont  infiniment  petits,  et  D  est  infiniment  petit  da 
second  ordre  par  rapport  aux  a. 

Espece  B  :  Les  a  sont  infiniment  petit Sy  et  D  est,  par  rapport  aux  a, 
infiniment  petit  d* ordre        h(Ji^  o). 

Ces  caracteres  permettent  de  verifier  la  loi  qui  preside  a  Techange 
des  especes  dans  les  transformations  correlatives.  On  obtient  les  elements 
d'une  conique  a\  correlative  de  a,  en  posant 

(6)  dij  =  h(X(j, 

A  etant  un  parametre  arbitraire  dont  je  disposerai  de  maniere  a  assigner 
aux  a'  des  limites  finies  comme  aux  a.  Des  relations  telles  que  (6)  resulte 

(7)  d,j=^}^Da,j,  D'=y^D\ 

Je  me  borne  a  faire  la  verification  pour  un  cas ,  celui  oil  la  conique  a  est 
singuliere  d' espece  B.  Je  prends  pour  infiniment  petit  principal  une  des 
quantites  a.  Par  hypothese,  D  est  de  Tordre  (a  -[-  h).  Pour  rendre  les  a' 
finis ,  je  suppose,  d'apres  (6) ,  que  Tinverse  de  A  soit  infiniment  petit  du  pre- 
mier ordre.  Alors,  suivant  (7),  les  a' sont  d'ordre  A,  etD'd'ordre  (1+  2/*). 
Done,  par  rapport  aux  a',  D'  est  de  Fordre 

— ^ —  =  2  H-  ^  =  2  H-  A  ,    hh  —  I , 

ce  qui  est  conforme  a  Ten  once  du  n°  4. 

6.  Tout  ce  qui  j)recede  se  rapporte  a  un  systeme  quelconque.  Les 
considerations  qui  suivent  ont  specialement  trait  a  un  systeme  alg4brique, 
dont  je  m'occuperai  uniquement. 
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On  peut,  d'une  infinite  de  manieres,  trouver  une  courbe  (k)  dont  les 
points  correspondent  uniformement  (*)  aux  coniques  d*un  systeme  (a). 
Cela  s'apercoit  immediatement.  Sans  m'y  arreter,  je  renvoie  le  lecteur  au 
Memoire  deja  cite  de  M.  Glebsch.  Dans  le  §  I,  Tillustre  geometre  prouve 
que  les  coniques  (Vun  systeme  quelconque  correspondent  uniforniement 
aux  points  de  la  courbe,  lieu  des  poles  d'une  droite  fixe  par  rapport  a 
ces  coniques. 

£tant  en  possession  d'une  courbe  dont  les  points  correspondent  uni- 
formement aux  coniques  d'un  systeme,  on  peut  lui  substituer  une  quel- 
conque de  celles  qui  lui  correspondent  point  par  point.  La  correspon- 
dance  entre  les  points  de  cette  derniere  et  les  coniques  du  systeme  sera 
toujours  uniforme. 

^Itant  donnee  une  courbe  algebrique  {k)  a  singularites  quelconques,  on 
peut,  d'une  infinite  de  manieres,  en  trouver  une  autre  (A')  qui  lui  cor- 
responde  point  par  point,  et  qui  ne  possede  aucune  branche  superli- 
nSaire  (^).  Cette  derniere  possede,  a  la  verite,  des  points  singuliers;  mais, 
en  ces  points,  la  courbe  ne  se  compose  que  de  branches  simples  ou 
lineaires,  suivant  I'expression  de  M.  Cay  ley.  En  outre,  en  faisant  varier 
la  courbe  (A'),  on  fait  varier  en  meme  temps  les  points  de  (k)  auxquels 
correspondent  les  points  singuliers  de  (A').  La  meme  observation  s'ap- 
plique  aux  points  de  (A')  a  I'infini. 

On  peut  done,  pour  un  systeme  de  coniques  (a),  concevoir  une 
courbe  (A)  dont  les  points  correspondent  uniformement  aux  coniques 
de  (a),  et  qui  ne  possede  aucune  branche  superlineaire.  En  outre,  dans 
toute  question  independante  du  mode  de  representation  de  (a)  par  (A), 
on  peut  supposer  que  les  points  singuliers  de  (A)  ou  ses  points  a  I'infini 
ne  correspondent  a  aucune  des  coniques  particulieres  de  (a)  que  Ton  a  a 


(')  C'est-^-dire  qu'^  chaque  point  de  (X]  correspond  une  seule  conique  de  (a),  et  recipro- 
quement. 

(')  Foir^  4  ce  sujet,  une  Note  de  M.  Nother  [Annales  de  Goetiingue,  annee  187 1),  ainsi  que 
mon  Memoire  Sur  une  s^rie  de  courbes  [Journal  de  MathSmatiques  pures  et  appUquecs^  3*  serie, 
I.  n,  p.  87),  el  encore  Sur  certaines  perspectives  gauches  [Comptes  rendus  des  seances  de  I'Jca- 
dSmie  des  Sciences^  i5  mars  1875). 
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envisager.  Par  exemple,  on  peut  admettre  que  ces  points  ne  correspondent 
a  aucune  des  coniques  d^generees  de  (a). 

Ges  suppositions  ne  sont  pas  necessaires ,  et  je  pourrais  les  ecarter  sans 
compliquer  mon  analyse;  mais  ii  me  parait  inutile  d'introduire  les  singu- 
larites  de  {k)  dans  des  questions  qui  en  sont  independantes. 

Je  ferai  encore  remarquer  la  circonstance  suivante.  Dans  (a),  il  peut 
exister  un  nombre  fini  de  coniques,  telles  que  Tune  d'elles  a  corresponde 
a  la  fois  a  plusieurs  points  de  la  courbe  (A).  Cette  propri^te  ne  depend 
evidemment  pas  du  choix  de  la  courbe.  On  a  la  une  conique  multiple.  Ce 
fait  peut  se  produire  pour  une  conique  degeneree.  Dans  les  questions  qui 
font  I'objet  de  ce  Memoire,  une  conique  degeneree  multiple  joue,  comme 
on  le  verra,  le  meme  role  que  plusieurs  coniques  degenerees  simples. 


7.  Je  considere  de  nouveau,  comme  au  n^  2,  la  serie  des  triangles  con- 
jugues  par  rapport  aux  coniques  de  (a)  et  construits  avec  un  sommet  s  et 
un  cote  Q  arbitrairement  choisis  et  fixes.  Ces  triangles  correspondent  uni- 
formement  aux  coniques,  et,  par  suite,  aux  points  de  la  courbe  {k).  Done 
les  coordonnees  des  sommets  variables  sont  des  fonctions  rationnelles  des 
coordonnees  du  point  variable  k.  II  en  est  de  meme  des  quantites  g. 

Soit,  dans  le  systeme,  une  conique  a,  elk  le  point  correspondant.  Je 
prends  sur  (k)  un  point  A:,,  a  distance  infiniment  petite  du  premier  ordre 
de  k.  II  y  correspond  une  conique  a,,  infiniment  peu  differente  de  a. 
Comme  la  branche  de  courbe  kk^  est  simple,  les  coordonnees  de  A,  sont 
des  fonctions  synectiques  de  Tare  AA,.  II  en  est  done  de  meme  des  quan- 
tites g.  Done  les  variations  de  ces  quantites,  quand  on  passe  de  A  a  A,, 
sont  des  infiniment  petits  dont  les  ordres  sont  des  entiers. 

Je  suppose  maintenant  que  a  degenere.  Alors,  au  point  A,,  les  deux 

quantites      f^'  seconde  au  moins,  sont  infiniment  petites.  Les 

ordres  de  ces  infiniment  petits  sont  des  entiers,  dont  le  second  est  le  plus 
grand.  Je  les  designe  par  m  et  m  +  /i.  Pour  I'espece  A,  m  est  nul;  pour 
I'espece  A',  n  est  nul;  pour  Tespece  B,  m  et  n  sont  differents  de  zero, 
et  le  rapport  de  n  a  /n  est  le  nombre  precedemment  designe  par  //. 
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Les  deux  nombres  m,  n  ne  dependent  pas  du  choix  de  la  coiirbe  {k). 
En  effet,  a  cette  courbe  j'en  substitue  une  autre  (k)  lui  correspondant 
point  par  point,  et  telle  qu'a  la  brancbe  simple  kk^  corresponde  egalement 
une  branche  simple  k'l^^.  L'arc  kU^  est  du  meme  ordre  infinitesimal 
que  M,,  comme  il  resulte  du  theoreme  suivant  : 

Soient  (A)  et  {k^)  deux  courbes  algebriques  se  correspondant  point  par 
point,  et  fjLy  u  les  ordres  de  multiplicity  respectifs  de  deux  branches 
superlineaires  correspondantes  sur  ces  deux  courbes.  A  un  point  place  sur 
la  branche  de  (A),  a  distance  infiniment  petite  d' ordre  (x  de  Vorigine 
de  cette  branche,  correspond  sur  la  branche  de  (k!)  un  point  a  distance 
infiniment  petite  d' ordre  fx  de  Vorigine  de  cette  derniere  {*). 

Si  done  on  representait  le  systeme  (a)  au  moyen  de  la  courbe  (A'),  on 
trouverait  les  memes  nombres  m,  n.  J'appelle  m  V ordre  et  n  la  classe  de 
la  conique  singuliere.  II  est  aise  de  degager  de  cette  analyse  une  definition 
geometrique  de  ces  nombres.  II  suffit,  a  cet  effet,  de  preciser  la  courbe  (A). 
Je  prends,  par  exemple,  au  lieu  de  (A),  le  lieu  (A')  des  poles  d'une  droite 
arbitraire.  Une  remarque  est  ici  necessaire. 

II  pent  arriver  que,  sur  cette  courbe  (A'),  Fare  A'A'^  soit  infiniment 
petit  d' ordre  superieur  au  premier.  II  est  alors  d'ordre  entier  M.  D'apres 
le  theoreme  que  je  viens  d'invoquer,  le  point  A'  est,  sur  la  courbe  (A'), 
Torigine  d'une  branche  superlineaire  dont  Tordre  de  multiplicite  est  M. 
Pour  que  ce  fait  se  presente ,  quelle  que  soit  la  droite  dont  (A')  est  le  lieu 
des  poles,  et  pour  une  conique  a  determinee  (degeneree  ou  non),  il  faut 
qu'en  passant  de  a  a  a,  la  conique  n'ait  varie  que  d'un  infiniment  petit 
d'ordre  M.  Si  M  n'est  pas  Funite,  la  conique  a  est  stationnaire.  En  tenant 
compte  de  cette  circonstance  et  des  resultats  acquis  au  n**  3,  j'obtiens 
I'enonce  suivant  : 

Soit  a  une  conique  degeneree  d'un  systeme,  et  A  le  point  qui  lui  cor 
respond  dans  le  lieu  des  poles  d'une  droite  fixe.  Soit  M  I' ordre  de  multi- 


( ' )  Bulletin  de  la  Society  mathematique,  I.  IV,  p.  82. 
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plicite  de  la  branche  superlineaire  (ou  lineaire  si  M  =  i )  cfe  cette  courbe, 
dont  k  est  Vorigine.  Prenons,  siir  cette  branche,  un  point  a  distance 
infiniment  petite  d'ordre  M  de  k,  et  soit  a,  la  conique  qui  lui  correspond. 
Snr  une  droite  arbitraire,  a,  intercepte  un  segment  dont  le  double  de 
Vordre  infinitesimal  est  /'ordre  de  la  conique  degeniree  a.  D'un  point 
arbitraire,  a^  est  vue  sous  un  angle  dont  le  double  de  Vordre  infinite- 
simal est  la  classe  de  a. 

De  la  sorte,  il  n'est  plus  necessaire  de  distinguer  trois  especes  de  co- 
niqnes  singulieres,  mais  seulement  Tordre  et  la  classe.  Lespece  A  corres- 
pond au  cas  oil  Vordre  est  nul;  Vespece  h!  a  celui  oil  la  classe  est  nulle. 
Enfin,  en  raisorinant  comme  au  n*"  4,  on  voit  que  : 

Dans  deux  systemes  correlatifs,  Vordre  et  la  classe  d'une  conique  de- 
generce  de  Vun  d'eux  sont  respcctivement  la  classe  et  Vordre  de  la  conique 
correspondante  dans  V autre. 

8.  Je  reviens  maintenant,  comme  au  n**  5,  a  la  consideration  des  coef- 
ficients de  Tequation  ponctuelle  de  la  conique  a.  Ges  coefficients  sont  des 
fonctions  rationnelles  des  coordonnees  du  point  k  :  on  peut  supposer  ces 
fonctions  entieres.  II  en  est  alors  de  nieme  des  a  et  de  D.  Quelques 
remarques  sont  a  faire  au  sujet  de  ces  fonctions. 

Les  a  deviennent  infinis  quand  le  point  k  est  a  I'infini,  et  dans  ce  cas 
seulement.  Ces  diverses  fonctions  sont  des  infinis  d'un  m^me  ordre,  et  il  en 
est  de  meme  des  g.  Je  designerai  par  a  cet  ordre  commun.  L'emploi  de 
cette  meme  lettre  pour  designer  des  objets  dilFerents  n'entrainera  pas  de 
confusion.  J'emploierai  de  meme  la  lettre  k  pour  designer  Tordre  de  la 
courbe  (/:),  c'est-a-dire  le  nombre  des  points  de  cette  course  a  Tinfini. 
Les  a  sont  des  fonctions  algebriques  d'une  variable  (le  point  A),  dont  le 
nombre  total  des  infinis  est,  pour  cliacune,  egal  a  ak. 

En  general ,  il  existe  des  points  k  pour  lesquels  les  a,  et  par  suite  aussi 
les  g^  sont  nuls  a  la  fois.  On  voit  notamment  que  cela  a  lieu  aux  points 
singuliers  de  (k).  Les  coniques  correspondantes  ne  jouissent  d  aucune  pro- 
priete  speciale  independante  du  mode  de  representation;  elles  varient  avec 

XLl  *  Cahicr,  6 
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la  courbe  {k).  Neannioins  je  n'ecarterai  pas  le  cas  oil  ces  coniques  seraient 
degenerees;  mon  analyse  en  sera  simplifiee.  Soit  k  un  point  de  k  en  lequel 
les  a  s'evanouissent  a  la  fois.  Pour  nn  point  A:,,  a  distance  infiniment 
petite  du  premier  ordre  de  k^et  sur  I'une  des  branches  de  (A),  les  a  sont 
infiniment  petits  ettous  d'un  meme  ordre.  Soit  p  cet  ordre  commun.  Si  a 
nest  pas  une  conique  degeneree,  les  g  sont  infiniment  petits  d'ordre  p. 
Si  a  est  une  conique  degeneree  d'ordre  m  et  de  classe     g*,  est  d'ordre  /?, 

d'ordre  p-^-m^  d'ordre  p  -h  m  n.  Pour  comprendre  le  premier 
cas  dans  le  second ,  il  n'y  a  qu'a  supposer  nuls  les  nombres  m  et  n. 

En  considerant  successivement  les  diverses  branches  de  (A*)  qui  passent 
en  A,  on  obtient  divers  nombres  tels  que dont  la  somme  est  I'ordre  de 
multiplicite  d'un  zero  commun  a  tons  les  a  et  aussi  a  une  fonction  lineaire 
quelconque  des  a.  La  meme  chose  pent  etre  repetee  a  Tegard  des  divers 
points  k  jouissant  de  la  meme  propriete.  On  a  ainsi  un  certain  nombre  P 
de  zeros  communs  a  toutes  les  fonctions  lineaires  des  a. 

II  n'est  pas  inutile  d'observer  que  les  g  ont  d'autres  zeros;  par 
exemple,  g^  et  g^  sont  nuls,  d'apres  les  equations  (5),  quand  le  point  g 
est  a  Tinfini. 

9.  Je  considere  une  fonction  lineaire  des  a,  et  je  la  represente  par 

(8)  e^2/3,yv 

Gomme  on  vient  de  le  reconnaitre,  elle  a  ak  infinis  et  P  zeros  particuliers 
au  mode  de  representation  adopte.  Le  nombre  des  zeros  d'une  fonction 
algebrique  d'une  "variable  est  egal  au  nombre  de  ses  infinis  (*).  Done  le 
nombre  des  autres  zeros  de  la  fonction  0  est  egal  a 

(9)  fJL^ak—V. 

Ce  nombre  fjt,  est  la  premiere  caroctSristique  du  systeme  (a),  nombre  . 
completement  independant  du  mode  de  representation ,  ainsi  que  le  mon- 


( ' )  Bulletin  de  la  SocietS  math^malique,  t.  IV,  p.  6l . 
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trent  ses  diverses  significations  geometriques.  Si  Ton  suppose  que  les  quan- 
tites  |3  soient  les  coefficients  de  Tequation  tangentielle  d'une  conique  6, 
Tequation  0  =  o  traduit  entre  a  et  b  une  liaison  geometrique  que  Ton 
exprinie  habituellement  en  disant  que  a  est  harmoniquement  circonscrite 
a  h{^).  Comme  cas  particulier,  si  le  determinant  des  coefficients  ^  est 
nul,  c'est-a-dire  si  b  se  reduit  a  deux  points  or,  j,  0  se  reduit  a  la 
forme  a^a^^  et  0  =  o  exprime  que  a  partage  harmoniquement  le  seg- 
ment xy.  Enfin,  si  tous  les  mineurs  du  second  ordre  du  meme  determinant 
sont  nuls,  0  se  reduit  a  a*,  et  0  =  o  exprime  que  a  passe  par  le  point  x. 
Ainsi  : 

La  premiere  caracteristique  jut.  est  4gale  au  nombre  des  coniques  du 
sy Sterne  qui  passent  par  un  point  donnS  et  aussi  au  nombre  de  celles  qui 
partagent  harmoniquement  un  segment  donne,  ou  qui  sont  harmoni- 
quement circonscrites  a  une  conique  donnee. 

10.  Je  considere  maintenant  le  discriminant  D  de  a^,  pour  en  chercher 
les  zeros  et  les  infinis.  J'ecris  de  nouveau  la  derniere  Equation  (5)  : 

(lo)  ^^{q^r^s.y  g,g^g,\ 

D  ne  pent  devenir  infini  qu'avec  les  a ,  puisque  c'est  le  determinant  de 
ces  quantites.  Pour  chacun  des  points  k  a  I'infini,  {q^r^s^)  a  une  valeur 
finie,  et  les  g  sont  infinis  chacun  d'ordre  a.  Done  le  nombre  des  infinis 
de  D  est  3ak.  Ses  zeros  correspondent  soil  aux  points  k  ou  tous  les  a 
s'evanouissent,  soil  aux  coniques  degenerees.  Ainsi  qu'il  en  a  ete  convenu 
au  n*'  8 ,  on  pent  confondre  ces  deux  circonstances  en  considerant  les  g. 
Pour  un  de  ces  zeros,  soient  p^p-^-m^p-^m-^n^  les  ordres  de  g.^^ 
g^a,  g^.  Le  determinant  {q^r^s^  n'etant  pas  nul,  le  nombre  total  de  ces 
zeros  est  la  somme  des  nombres  (3/?     'im-\-  n).  Done  : 

Soii  M  la  somme  des  ordres  des  coniques  singulieres  du  systemc,  et 


(»)  Locution  adoptee  par  M.  Smith  el  reproduite  par  M.  Picqnet  [Association  fran^aisey  I.  HI, 
p.  121 1). 

6. 
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soil  N  la  somme  de  leurs  classes;  on  a 


(11)  3ac  =  2M4-N; 

car,  en  egalant  le  nonibre  des  zeros  au  nombre  des  infinis,  on  a 

3^yt  =  3P^-2M^-N, 

ce  qui,  d'apres  (9),  se  change  en  Tegalite  (11). 

La  dualite  conduit  a  envisager  un  nombre  correlatif  de  fjt, ,  c'est-a-dire 
line  deuxieme  caracteristique  v,  egale  au  nombre  des  coniques  du  systeme 
qui  touchent  une  droite.  O'est  la  premiere  caracteristique  d'un  systeme 
correlatif  du  propose;  done,  d'apres  le  theoreme  du  n®  7,  on  a 

(12)  3v=2N-f-M. 

Une  remarque  au  snjet  de  la  methode  qui  vient  d'etre  employee. 
D'apres  Texpression  de  D  en  fonction  des  a,  les  zeros  et  les  infinis  de 
cette  fonction  s'apercoivent  immediatement.  L'expression  de  cette  meme 
quantite  par  le  second  membre  de  (10)  sert  a  determiner  Tordre  de  mul- 
tiplicite  de  chacun  de  ces  zeros  on  de  ces  infinis.  Si  Ton  ne  considerait 
que  cette  seconde  expression  seule ,  on  aurait  a  envisager  encore  les  autres 
valeurs  nulles  et  infinies  des  divers  facteurs  qui  la  composent,  tandis  que 
Temploi  de  la  premiere  expression  met  en  evidence  que,  pour  chacune 
de  ces  valeurs,  le  produit  a  toujours  une  limite  finie.  C'est  une  methode 
analogue  que  j'emploierai  pour  trouver  le  nombre  des  coniques  d'un  sys- 
teme qui  satisfont  a  une  condition  quelconque;  c'est  en  vue  de  cette  appli- 
cation que,  dans  le  paragraphe  suivant,  je  vais  mettre  sous  deux  formes 
differentes  I'equation  exprimant  une  condition  quelconque  relative  a  une 
conique. 

§  II.  —  Equations  exprimant  des  conditions  projectives 
POUR  une  conique. 

11.  Quelle  que  soit  I'origine  d'une  condition  algebrique  imposee  a  une 
conique,  on  pent  toujours  lepresenter  cette  condition  par  une  equation 


Digitized  by 


CARACTEUISTIQUES  DES  SYSTEMES  DE  CONIQUES.  45 

entiere  et  honiogene  4  =  ^  entre  les  a,  et  supposer  que  les  coefficients 
de  4  soient  des  iiombres  donnes.  Ainsi  cnvisagee,  Tequation  n'a  pas  le 
caiactere  projectif  qu'elle  possederait  si,  provenant  d'une  relation  pro- 
jective entre  la  conique  et  une  figure  donnee;  on  y  considerait  les  ele- 
ments de  cette  derniere  comme  affectes,  en  meme  temps  que  les  a,  par 
les  changenients  de  coordonnees.  Mais  ce  caractere  projectif,  je  le  lui  fais 
perdre  a  dessein,  pour  le  lui  restituer  ensuite  d'une  maniere  uniforme, 
comme  je  vais  Texpliquer.  Les  transformations  que  je  vais  faire  sont  d'ail- 
leurs  utiles  seulement  pour  mon  analyse,  et  dans  Tapplication  on  n'aura 
nul  besoin  de  les  operer. 

12.  Soient  trois  points  arbitraires  dont  je  designe  les  coordon  - 

nees par  u^J  Wj,  W3,  et  ainsi  des  autres.  Je  remplace  dans  les  coordon- 
nees courantes  x^,  par 

(13)  X,  ^  (^(v,X,),    x^^{w,u^X,),    X,  =  (w.c/.X,). 

Apres  substitution ,  al  devient  une  fonction  quadratique  des  X ,  que  je 
represente  symboliquement  par  (A,X^ -h  A^Xj  H- AgX,)^.  Les  expres- 
sions des  A,y  en  fonction  des  a  s'obtiennent  immediatement ,  et  j'en  deduis 
les  expressions  suivantes  des  a  en  fonction  des  A  : 

j  A'a,,  =  (w,A,  +  //.,A,  +  ;^3A3)'^  A„% 

(14)  )  A^a,,  =  A„A,,  A  =  (w,i;,<v,), 


Je  remplace,  dans  4>  les  a  par  les  expressions  (i4)-  Soit  c  le  degre  de  4 
par  rapport  aux  a.  Le  produit  de  4  par  la  puissance  2  c  de  A  devient  une 

fonction  entiere  non-seulement  des  A,  mais  encore  des      u^y   Cette 

fonction  peut  etre  le  produit  de  deux  facteurs  dont  Tun  ne  contienne  pas 
les  A.  J'ecris  done,  suivant  une  notation  qui  se  comprend  d*elle-m6me, 

(i5)  A'^4  =  fl(/^,  V,  <v.  A), 

W  etant  une  fonction  entiere  des  coordonnees  des  trois  points  «,  t^,  (v  et 
des  quantites  A. 
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On  revient  de  la  transformee  a  la  fonction  initiate  4 9  supposant 
que  le  triangle  w,  t^,  w  coincide  avec  le  triangle  de  reference.  Done,  si  ^ 
n'est  pas  decomposable  en  facteurs,  W  ne  Test  pas  non  plus.  Au  point  de 
vue  geometrique,  T equation  V  =  o  est  la  reproduction  de  4  =  0?  ^vec 
un  nouveau  triangle  de  reference. 

15.  L'equation  ^  =  o  exprime  la  condition  proposee  sous  forme  pro- 
jective, comme  je  vais  le  prouver.  Soit 

(16)  X,  =  m,x;  +  /;,x; + p,x\    - 1 , 2, 3) 

une  substitution  homographique  que  j'applique  aussi  k  i^,  cr,  en  sorte 
que  w,,  par  exemple,  soit  remplace  par 

(17)  =  rriiU^  +  n^u^  +  p^u^. 

Apres  la  substitution  {i6),  A^  se  change  en  Ax'.  Les  A  peuvent  s'exprimer 
en  fonction  des  A'.  Portant  dans  W  ces  expressions  des  A,  ainsi  qCie  les 
expressions  (17)  des  w,  (v,  j'ai  une  fonction  des  u',  . . . ,  A'.  Pour  la 
former,  je  remonte  a  la  fonction  4  et  j'exprime  directement  les  a  en  fonc- 
tion des  A'.  Soit  S^\e  determinant  de  la  substitution  (16),  les  equations  (i  3) 
donnent 

(18)  x,  =  ^,\i^'\X\),    x,  =  S{i^'\u,X\),    ^,     S(/.>;  X',). 

J'en  conclus  que  Texpression  de  a^j  en  fonction  de  w',  . . . ,  A'  ne  differe 
de  celle  de  a,y  en  fonction  de  z^,  A  que  par  les  accents  et  par  le  divi- 
seur  commun  8^  Par  suite,  au  lieu  de  (i5),  j'ai 

(19)  S-A'-4  =.0{u\  /,  iK^')W{u\  v\  A), 

Comparant  (i5)  et  (19)  et  remarquant  que  A  est  egal  a  Sa',  je  conclus 

(20)  w)W{n,  V,  <v,  A)  =  «/)  ^^(//,  /,  w\  A'). 
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Done,  apres  la  substitution  Ju)mographique,  V Equation  =  o  na  pas 
change  de  forme.  Elle  est  done  projective. 

Qiielques  mots  de  plus  suflfiront  a  fixer  completement  les  idees  au  sujet 
de  U  resulte  de  (20)  que  Tequation  fl  =  o  exprime  entre  les  trois 
points  s^y  w  une  relation  projective.  Par  suite,  est  une  puissance 
(entiere  et  positive)  du  determinant  formS  avec  les  coordonn^es  des  trois 
points  Uy  iv.  Soit  Vexposant  de  cette  puissance,  il  en  resulte  que 
Tequation  (20)  se  change  en  la  suivante,  ou  je  remets  les  a  au  lieu  des  A  : 

(21)  W{u\  /,  w\  a)  ^  8^W{uj  i^,  a). 

Ainsi,  toute  condition  imposee  a  une  conique  peut  etre  exprimee  en 
egalant  a  zSro  un  covariant  de  la  forme  al ,  contenant  seulement  comme 
variables  les  coordonnSes  de  trois  points. 

II  peut  arriver  qu'un  ou  meme  deux  de  ces  points  disparaissent  de  ce 
covariant.  C'est,  par  exemple,  ce  qu'on  peut  verifier  sur  les  equations  de 
condition  a<pa^=o  et  a*  =  o,  envisagees  au  n?  9;  mais,  si  les  trois 
points  disparaissent,  W  se  reduit  a  un  invariant  de  a^,  c'est-a-dire  a  son 
discriminant.  Ce  cas  a  ete  traite  au  n°  10.  Je  n'aurai  done  a  m'occuper 
desormais  que  des  fonctions  contenant  les  coordonnees  d'au  moins  un 
point. 

14.  Je  vais  maintenant  envisager  la  forme  qu'acquiert  la  fonction  H 
^  quand  on  y  substitue  aux  a  leurs  expressions  (5)  en  fonction  des  coor- 
donnees des  sommets  d'un  triangle  conjugue  q,  r,  Sj  et  des  quantites  g. 
W  devient  ainsi  une  fonction  entiere  des  coordonnees  de  six  points  u,  t^, 
(7,  r,  s,  et  de  trois  quantites  g-,,  g^^  g^.  Je  designerai  cette  fonction  par 
la  lettre     On  obtient  immediatement  son  expression  comme  il  suit. 

Au  lieu  de  la  substitution  (16),  je  fais  la  suivante  : 

(22)  =  {r.s^x,),        =  {s.q^x,),        =  (5^1  a;,), 

ou  les  X  sont  les  nouvelles  coordonnees.  J'applique  cette  substitution  a 
w,  t^,  (V,  et  je  designe  par  o^,  ...  les  nouvelles  coordonnees  de  ces  points. 
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Je  designe  par  les  noiiveaux  coefficients  de  Tequation  de  la  coniqne  a, 
et  par  (D  le  determinant  (q^r^s^.  Le  determinant  de  la  substitution  (22) 
est  egal  a  CD^.  J'ai  done,  par  analogic  avec  (21), 

(23)  W{u,  V,  (V,  a)  ---^  £D'®  ^'(o,  ^,  ^,  .l>). 

D'apres  la  forme  de  la  substitution  (22),  les  expressions  des  a  en  fonction 
des  X  concordent  avec  les  expressions  (5)  des  a  en  fonction  des  ^,  pourvu 
qu'on  fasse 

(24)  «^n~^o     "^'aa— •^^'33  —  S'a?  ^  =         =      3  =  O. 

Avec  ces  hypotheses,  ^'(t),      ..i,)  devient  la  fonction     J'ai  done 

{lb)  W{u,  i^,  iv,  a)  =  cQ>^^<t>{u,     (v,     r,  s,  g,,  g^,  g,). 

La  function  0  s'obticnt  en  rcwplacant,  dans  a,|,  a^^,  yyo^r  g^j  g^i 
gzi  ^i2>  •'•  /^^^  zdro;  u^j  ...  /?ar  [r^s^n^),  etc.,  et  dwUant  par  une 
puissance  de  [q^r^s^. 

Si,  dans  le  second  membre  de  (28),  on  remplace  t),  x  par  leurs 
t»xpressions  en  fonction  de  w,  . . . ,  a,  on  retrouve  identiquement  le  pre- 
mier membre.  Cela  s'applique  encore  quand  on  a  fait  les  suppositions  (24). 
D'oii  il  resulte  que  : 

Si,  dans  on  remplace  g^, ,  g^^  g^  respcctwement  par  a^,  a^,  a,*,  on 
reproduit  identiquement^  [u^  t^,  a),  a  un  facteur  pres  egal  a  une  puis- 
sance de  {q^r^^z)' 

Cette  proposition  donne  le  moyen  de  revenir  de  $  a  W.  J'en  conclus 
que,  si  Y  nest  pas  decomposable  en  facteur  s,  ilen  est  de  meme  de 

II  est  encore  manifeste  que  $  est  homogene  en  g^,  g^^  g^^  et  du  meme 
degre  que  W  par  rapport  aux  a ;  ¥  est,  en  outre,  symetriquc  par  rapport 
a  gijgo^gzj  q^^^  concerne  les  exposants  de  ces  leltrcs. 

E'ntre  les  degrcs  d'un  terme  quelconque  dc  4>  par  rapport  aux  g  et  les 
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degres  du  coefficient  de  ce  terme  par  rapport  aux  lettres  ^,  r,  Sj  existent 
des  relations  qne  Ton  apercoit  immediatement  si  Ton  se  rappelie  que  4> 
provient  de  la  substitution  des  valeurs  (5)  des  a  dans  la  fonction  qui 
ne  contient  pas  </,  r,  s.  Soit  (pg^^ff^gl  un  terme  de  ^.  De  ces  considera- 
tions et  de  (aS)  resulte  que  (p,  est,  par  rapport  aux  coordonnees 

de  du  degre  ^)  —  ^^5 

de    i\     du  degre    ^.('T+cr)  —  29; 
de    s,     du  degre    ti{7r-{-x)  — 

Done  deux  termes  queiconques  de     differents  quant  aux  exposants  des 
out  des  coefficients  dont  les  degres  ne  peuvent  etre  les  memes  simultane- 
nient  par  rapport  aux  coordonnees  de      de  r  et  de     Done,  entre  les 
coefficients  des  divers  termes  de       //  nexiste  aucunc  relation  lineaire 
identique. 

13.  Les  proprietes  de  la  fonction  que  je  viens  d'etudier,  ne  seront 
utiles  que  pour  la  demonstration  des  resultats  auxquels  je  veux  arriver. 
Au  point  de  vue  des  applications,  on  n'aura  a  tenir  compte  que  de  la 
composition  de  <!>  relativement  aux  lettres  g.  A  ce  point  de  vue,  Vequa- 
tion  0  =  o  est  celle  qui  exprime  la  condition  4  =  o  pour  une  conique 
rapportee  a  un  triangle  conjugue  quelconque. 

Le  triangle  qrs^  conjugue  par  rapport  a  la  conique  a,  etant  cense  pris 
d'une  maniere  arbitraire,  si  Ton  fait  une  figure  correlative,  le  triangle  qr'/  '^', 
correlatif  du  precedent,  pent  etre  aussi  considere  comme  arbitrairement 
choisi.  Pour  la  conique  a'  correlative  de  a,  les  quantites  analogues  a  g^  et 
relatives  au  triangle  q'r's\  sont  respectivement  les  inverses  des  g.  Done, 
au  point  de  Due  de  la  composition  desfonctions  0  relaiivcment  aux  gy  on 
obtient  la. fonction  o',  propre  a  exprimer  la  condition  correlative  de  celle 
qu' exprime  $  =  o,  en  remplagant,  dans  0,  les  quantites  g  par  leurs 
inverses,  et  chassant  les  denominateurs . 

16.  La  fonction  $  etant,  quant  aux  exposants,  symetrique  par  rapport 
aux  gj  j'y  puis  reunir  les  termes  par  groupes,  cliaque  groupe  comprenant 

XLF'  Cahier.  7 
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I'ensemble  des  termes  symetriques  entre  eux.  Je  distingue  chaque  groupe 
par  les  trois  exposants  it-,  X-^  ^>  ^oxiX  la  somme  est  le  degre  c  de  <t.  Je 
supposerai  toujours 

et  je  designerai  le  groupe  de  termes  par  [tt,  ^\ 

Je  considere,  avec  la  fonction  correlative  Au  groupe  \7r,  x^  ^  i 
correspond  le  groupe  [tt',  x! ^  ^oxA  les  elements  se  determinent  aise- 
ment  d'apres  le  n**  15,  et  a  condition  qu'on  observe  que,  de  meme  que 

ne  doit  pas  etre  decomposable  en  facteurs  (n**  14).  On  trouve 

\  I    /3  =  minimum  de  (y  +  (t), 

(^7)  U=^  +  ^-l3  ' 


e/=  ic—  3/3. 


En  revenant  de  a  4),  on  a  des  equations  analogues  a  (27),  oil  /3  est 
remplace  par  un  autre  nombre  a  : 

(28)  a  =  min.  de         /)  =  c  —  2/3  H-  (min,  de  a)  =  c  —  2/3  (M. 
On  tire  de  la  les  deux  relations 

(29)  c  =  aH-2/3,    c'=/3  +  2a. 

Pour  definir  tons  les  termes  de  on  pent,  au  lieu  de  donner  les  divers 
groupes  de  nombres  [tt,  x^  donner  a,  /3  et,  pour  chaque  groupe,  les 
nombres  (t,  Les  equations  precedentes  permettent,  en  effet,  de  deter- 
miner TT,  ;t>  ^  fonction  de  ces  donnees.  Mais,  pour  que  les  inegalites  (26) 
soient  satisfaites,  on  trouve  les  conditions  suivantes  : 

(30)  /3^max.  de  (2(7  —  cr'),    a^max.  de  {la —  a). 


(')  Une  des  valeurs  de  a  est  zero,  sans  quoi  <!>  contiendrait  le  facteur  gtgigty  ce  qui  ne  pent 
dtre  si  Y  est  indecomposable  en  facteurs. 
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Ces  conditions  remplies,  tons  les  termes  de  *  seront  definis  par  les  nom- 
bres  a,  |3,  et  par  les  divers  groupes  de  nombres  [a^  (7' J.  On  voit  que, 
pour      il  n'y  a  qu'a  echanger  a  et     ainsi  que  a  et  cr'. 

17.  Une  partie  seulement  des  groupes  [or,  (t']  joue  un  role  dans  la 
question  qui  nous  occupe  :  ce  sont  les  groupes  qu'on  pent  appeler  minima. 
Le  groupe  [(7^,  o-'J  sera  dit  non  minimum  s'il  en  existe  un  autre  [cr,  a*'], 
tel  que  a  et  (t'  soient  tons  deux  au  plus  egaux  respectivement  a  et  . 
Supprimons  tous  les  groupes  non  minima ;  ceux  qui  subsistent  sont  les 
groupes  minima. 

Dans  un  des  groupes  minima,  a-  est  nul;  dans  un  autre,  cr'  est  nul.  S'il 
existe  le  groupe  [o,  o],  il  est  le  seul  groupe  minimum. 

En  raison  de  son  origine,  la  fonction  0  n'est  pas  une  fonetion  com- 
posee  arbitrairement  par  rapport  aux  lettres  les  conditions  d'homoge- 
neite  et  de  symetrie  etant  d'ailleurs  respectees.  Aussi  ne  sait-on  pas,  a 
priori,  s'il  existe  des  fonctions  $  repondant  a  une  suite  donnee  de 
groupes  [(7,  (j'],  Je  vais  prouver,  par  un  exemple,  qu'o/i  peut  former  une 
fonction  0  dans  laquelle  les  groupes  minima  soient  ceuqa  d'une  suite 
donnee. 

18.  Je  prends  a  et  ^  a  volonte,  mais  satisfaisant  aux  inegalites  (3o), 
et,  pour  chaque  groupe  donne  [(j,  (t'],  je  determine  en  consequence  les 
nombres  tt,  x  {^^  1^)-     prends  un  des  groupes  de  trois  nombres  tt, 

et  je  considere  deux  fonctions,  K,  E;  la  premiere  sera  une  fonction  des 
coefficients  de  I'equation  tangentielle  d*une  conique  a,  Tautre  des 
quantites  a  :  le  degre  de  la  premiere  sera  {x  — ^elui  de  la  seconde 
(tt  —  x)'  Elles  seront  d*ailleurs  completes  et  a  coefficients  arbitraires. 
Soit  D  le  discriminant  de  a^.  Je  forme  la  fonction 

H  =  D^KE. 

Gette  fonction  est  du  degre  (tt  +  ;t  rapport  aux  a;  de  plus, 

elle  n'est  pas  alteree,  quant  a  sa  composition  par  rapport  a  ces  lettres, 
dans  les  transformaftions  homographiques.  Si  done,  pour  cbaque  groupe 

9- 
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doniie  [a- J  u'J,  je  compose  de  meme  une  fonction  H,  en  prenant  diverses 
fonctions  telles  que  K  et  E,  et  que  j'en  fasse  la  somme,  j'obtiens  une  fonc- 
tion des  a  dont  la  composition,  quant  a  ces  lettres,  n'est  pas  alteree  par 
les  trknsformations  homographiques.  Cette  fonction,  egalee  a  zero,  repre- 
sente  done  une  condition  pour  une  conique  rapportee  a  un  triangle  de 
reference  quelconque.  J'y  fais  nulles  les  quantites  ci^^^  a^^,  a^^,  et  j'y  rem- 
place  les  autres  par  les  g.  J'ai  ainsi  [if  15),  en  ce  qui  concerne  les  expo- 
sants  des  lettres  g",  une  fonction 

En  faisant  cette  substitution,  je  puis  mettre  H  sous  la  forme  symbolique 

Supposons  maintenant  que  et  g^  soient  des  quantites  infiniment  petites, 
dont  les  ordres  soient  m  et  m-h  m  et  n  etant  deux  nombres  positifs 
arbitraires.  L'ordre  infinitesimal  de  H  est 

o)  =  [2m-h  n)(r-j-  m{x  —  cr)  =  ncr m{x  -t-o"). 

Soient  maintenant  tt^,  XtJ  exposants  d'un  groupe  de  termes  pro- 

venant  de  H.  Le  terme  de  ce  groupe  de  l'ordre  le  moindre  est  g^^'gl'g'^j 
de  l'ordre 

0)^  =  (m     n)(r,  +  mx,  =  n^,  -4-  m{Xi  -H  ^i)* 

Un  des  nombres  a>^  au  moins  est  egal  a  o),  et  tous  les  autres  lui  sont  supe- 
rieurs.  D'ailleurs  m,  n  sont  des  nombres  positifs  arbitraires.  Done  on  a 
toujours 

tr,  >(r,    Xi  >;t-t-^i 

I'egalite  ayant  lieu  pour  un  groupe.  Done,  en  considerant  tous  les  termes 
tels  que  H,  on  a  pour  {X\  H"  ^''i)  nieme  minimum  |3  que  pour  (;t  +  (t), 
et,  pour  les  groupes  minima  [cr^,  o-'J,  ceux  de  la  serie  donnee. 

19.  L'exemple  precedent  est  tout  algebrique.  Je  vais  en  donner  un 
autre,  ayant  une  signification  geometrique  simple. 
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Soienl,  sur  une  droite  L,  trois points  donnes  r,  et  mf  les points 
oil  L  est  rencontrS  par  une  conique  a.  On  considere  les  deuce  rapports 
anharmoniques  [q^  r,  s,  m)  et  {q^  r,  s,  m'),  et  I' on  pose 

X  =  [{qy     s,  m)  —  {q,  r,  s, 

Soient,  en  second  lieu,  par  un  point  /,  trois  droit es  Q,  R,  S,  M,  M' 
les  tangentcs  menses  de  I  ala  conique  a;  on  pose 

.r=[(Q,R,S,M)-(Q,R,S,  M')]'. 

La  condition  0  que  je  considere  est  dSfinie  par  une  relation  alg6briquc 
entre  x  et (p(.r,  y)  =  o. 

Pour  former  Tequation  qui  exprime  cette  condition  en  fonction  des  a, 
il  suflit  d'exprinier  x  ely  par  ces  quantites.  C'est  un  calcul  facile,  dont  je 
vais  ecrire  les  resultats.  Afin  de  nioins  surcharger  les  notations,  j'ecris 
f[z)  au  lieu  de  a^,  et  F(Z)  au  lieu  de  «!.  Le  point  s  etant  en  ligne  droite 
avec  q^  r,  on  a,  en  designant  par  w,    des  constantes, 

s.  =  uq^  +  (^r,.,    (/  =  1 ,  2,  3) ; 

el  seniblablement,  U,  V  etant  des  constantes, 

S,  =  UQ,  +  VR,. 

Cela  pose,  on  trouve  aisement 

^^^^  y-     n^f(r,r'    ^-  V^¥(qy' 

Si  Ton  porte  ces  valeurs  dans  (p(a7,  y)  et  que  Ton  cbasse  les  denomina- 
teurs,  on  obtient  une  expression  de  la  meme  forme  que  celle  qui  a  ete 
envisagee  au  numero  precedent.  Appliquant  alors  les  resultats  de  ce  nu- 
mero,  j'obtiens  la  conclusion  suivante  : 

Pour  la  condition^ J  les  nombrcs  u  et  ^  sont  egaux  rcspectu^einent  aux 
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doubles  des  degres  de  <p{Xj  j)  par  rapport  ay  et  ^\  Lcs  groupes  d^'O!- 
posants  minima  de  ^  coincident  avec  les  groupes  d'exposants  minima  de 
(p[Xy  y)  par  rapport  ax  et  y. 

On  obtiendrait  les  memes  resultats  en  considerant,  au  lieu  des  quantites 
ci-dessus,  pour  j  le  carre  du  segment  intercepte  par  a  sur  une  droite,  et 
pour  X  le  carre  du  sinus  ou  de  la  tangente  de  Tangle  sous  lequel  a  6st  vue 
d'un  point, 

§  III.  —  Sur  le  nombre  des  coisiques  d'un  systeme  qui  satisfont 

A  UNE  CONDITION. 

20.  Dans  le  paragraphe  precedent,  une  condition  quelconque  im- 
posee  a  une  conique,  a  ete  mise  sous  la  forme  d'une  relation  projective 
entre  cette  conique  et  un  triangle  uvw.  C'est  ce  triangle  que  je  considere 
comme  constituant  les  arbitraires  de  Elant  donne  un  systeme  (a),  et 
considerant  les  coordonnees  des  sommets  du  triangle  comme  des  don- 
nees  litt^rales,  on  pent  cherclier  les  coniques  de  (a)  qui  satisfont  a  Les 
solutions,  comme  dans  tout  probleme  analogue,  se  partagent  en  deux  ca- 
tegories :  celles  qui  dependent  des  arbitraires  de  et  celles  qui  en  sont 
independantes.  On  reconnaitra  si  quelques-unes  de  ces  solutions  sont 
multiples  et  quel  est  Tordre  de  multiplicite  de  chacune  d'elles;  on  fera,  en 
un  mot,  la  discussion  du  probleme. 

Une  condition  <i>  entierement  donnee,  c'est-a-dire  pour  laquelle  les  coor- 
donnees de  ^,  p,  w  sont  des  donnees  numeriqucs,  sera  dite  independante 
du  systeme  (a)  si  les  resultats  de  la  discussion  precedente  s'y  appliquent 
sans  aucune  modification.  G'est  de  ce  cas  que  je  m'occuperai.  Je  ferai 
done  la  discussion  en  y  considerant  les  coordonnees  de  u,  w  comme  des 
quantites  litterales. 

21,  Le  systeme  (a)  sera  cense  represente,  comme  dans  le  §  I,  par  une 
courbe  (^),  et  les  quantites  a  seront  des  fonctions  entieres  du  point  k 
variable  sur  {k).  Soit         t',  (v,  a)  le  covariant  (n''  15)  qui,  egale  a  zero, 
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represente  la  condition  II  devient  une  fonction  entiere  des  coordonnees 
de  k.  C'est  une  fonction  algebrique  d'une  variable,  et  j'en  dois  etudier  les 
zeros. 

En  nienie  temps  que  ^,  je  considere  la  seconde  forme,  que  j'ai  desi- 
gnee par  la  lettre  $  (n**  14),  et  qui  est  liee  a  W  par  Tequation  (25),  que 
j'ecris  de  nouveau 

(3i)  W{u,  V,     a)  =  (E)'^$(a,     Wy  q,  r,        ,  g^,  g,). 

Je  rappelle  que  (D  est  le  determinant  {q^r^s^.  Quand  j'aurai  a  chercher 
Tordre  infinitesimal  de  ^,  je  pourrai  faire  cette  recherche  sur  le  second 
membre  de  (3i).  A  cet  egard,  le  facteur  cd  pent  etre  tout  d'abord  mis 
hors  de  cause.  Le  point  s  est  arbitraire,  mais  fixe;  les  coordonnees  de  q 
ou  de  r  ne  peuvent  s'evanouir  a  la  fois;  car,  en  vertu  de  la  definition  des 
coordonnees  homogenes,  les  coordonnees  d'un  meme  point  satisfont  a 
une  relation  lineaire  et  non  homogene.  Done  ©  ne  pent  s'annuler  que  si 
</,  r,  s  sont  en  ligne  droite.  Cela  n'a  lieu  que  si  la  conique  a  passe  en  s 
ou  touche  la  droite  donnee  sr  (n®  2),  Les  coniques  qui  satisfont  a  Tune 
ou  a  Tautre  de  ces  conditions  dependent.  Je  s  et  de  la  droite  sr  ou  Q,  qui 
sont  arbitraires,  et  dont  Y  est  independant.  Done,  pour  chacune  de  ces 
coniques,  les  deux  membres  de  (3i)  conservent  des  valeurs  finies. 

En  second  lieu,  (O  ne  devient  infini  que  si  ^  ou  r  est  a  Tinfini,  circon- 
stance  qui  repond  encore  a  des  coniques  pour  chacune  desquelles  les  deux 
membres  de  (3i)  conservent  des  valeurs  finies.  Done,  en  resume,  aucun 
das  zeros  ou  des  infinis  de  (S>  ne  coincide  avec  an  zero  ou  un  infini  de  W. 

22.  J'aborde  la  discussion  en  cherchant  les  zeros  de  W  independants 
de  Uy  if  J  (V.  J'observe  que,  conformement  aux  remarques  precedentes,  a 
un  quel^Duque  de  ces  zeros  repond  un  triangle  propre  qrs^  dont  aucun 
sommet  n'est  a  Tinfini,  J'admets  Thypothese  que,  pour  un  certain  tri- 
angle qrs  et  un  certain  systeme  de  valeurs  des  g^  <b  s'evanouisse,  quels  que 
soient  u,  cv. 

Par  une  substitution  homographique ,  0  se  change,  abstraction  faite 
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cFun  factenr  egal  a  une  puissance  du  determinant  de  la  substitution,  en 
a>(w',  v\  (v',  q\  r\  s\  g^^  g-j,  ;  car  la  substitution  n'altere  pas  les  rap- 
})orts  des  quantites  g.  On  peut  disposer  de  la  substitution,  de  telle  sorte 
qiie^V'^'  soit  un  triangle  choisi  a  volonte.  D'ailleurs,  i/,  w  etant  des 
points  dont  les  coordonnees  sont  des  quantites  litterales,  il  en  est  de  menie 
(le  u\  p'j  w\  Done,  si,  conforniement  a  Thypothese,  ...)  est  identi- 
quement  nulle,  quels  que  soient  //,  t',  (v,  cette  fonction  Test  aussi,  quels 
que  soient  «,  t^,  iv,  ^,  r,  s\  mais  (n*'  14),  entre  les  coefficients  des  divers 
termes  de  $  ordonne  par  rapport  aux  g*,  il  n'existe  aucune  relation  lineaire 
identique.  Done  $  ne  peut  etre  identiquement  nulle  que  si  les  valeurs  des 
g  font  evanouir  separement  chaque  terme,  c'est-a-dire  si  deux  au  moins 
des  quantites  g  sont  nulles.  Done  (n*'  8)  les  zeros  de  W  ind^pendants  de  a, 
w  repondent,  les  uns  aux  points  k  pour  lesquels  tous  les  a  s' emnouissent 
a  la  foisy  les  autres  aux  coniques  degendrees  du  systeme. 

23.  Connaissant  la  nature  de  ces  zeros,  je  vais  en  chercher  le  nombre. 
A  cet  effet,  je  vais  determiner  Tordre  de  multiplicite  de  Tun  quelconque 
d'entre  eux. 

Soit  k  le  point  de  {k)  qui  correspond  au  zero  considere,  et  k^  un  point 
pris  sur  une  des  branches  de  [k)  a  distance  infininient  petite  du  premier 
ordre  de  k.  Si,  en  Tordre  infinitesimal  de  Y  est  o),  au  point  k  et  a  la 
branche  kk^  correspond  un  zero  multiple  d' ordre  ea.  C'est  done  ca  qu'il 
faut  determiner,  J'opere  sur  la  fonction  ^. 

Je  suppose,  comme  au  n*^  8,  qu'en  k^  les  quantites  g^^  g^y  g*,  soient 
respectivement  d' ordre  pyp-+-myp-hm-+-ny  de  maniere  a  embrasser  a 
la  fois  tous  les  cas.  Dans  je  considere  le  groupe  de  termes  [tt,  ^] 
{if  16),  et,  dans  ce  groupe,  le  terme  g\g^2S'l^  ^^^^  Tordre  est 

(Sa)   a)^  =  (/7H-m  +  n)(7H-     + m)  ;^-h/?7r  =y.>cH-  m/3  +  /2a--||///a-'. « 

On  voit  immediatement  que  co^  est  Tordre  minimum  des  divers  termes  du 
groupe  et  que  d'ailleurs,  si  Tun  des  nombres  m,  n  est  nul,  il  y  a,  dans  le 
groupe,  plusieurs  termes  d'ordre  a>^.  Je  considere  successivement  tous  les 
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groupes  de  termes  de  et  je  retiens  ceux  pour  lesquels  acquiert  sa 
valeur  minima  ».  Je  dis  que  le  minimum  de  ea^  est  Vordre  infinit^simxil 
de  <P. 

Cela  est  evident  s'il  n'y  a  qu'un  seul  terme  dont  Tordre  soit  egal  a  ce 
minimum  o).  S'il  y  a  plusieurs  termes,  on  doit  prouver  que  la  somme  de 
leurs  parties  principales  n*est  pas  nulle-  On  obtient  ces  parties  principales 
en  prenant  pour  les  points  q  leurs  positions  limites  repondant  au 
point  A,  et  pour  les  g  leurs  parties  principales.  Apres  suppression  d'un 
facteur  commun  egal  a  TiuBniment  petit  principal  eleve  a  la  puissance  o), 
il  reste  une  fonction  lineaire  des  coefficients  de  quelques  termes  de  et 
les  coefficients  de  cette  fonction  ne  sont  pas  nuls.  Done,  en  raisonnant 
comme  precedemment  (n*'22),  on  voit  que  cette  fonction  ne  pent  etre 
identiquement  nulle,  les  coordonnees  w,  t',  (v  etant  des  quantites  litterales. 
Done  o>  est  Tordre  infinitesimal  de  4). 

Je  pose 

(33)  /  =  min.  de  {no'  H-  m/). 

D'apres  (32),  I'ordre  de  4>  est  (/?c  +  m/3 -4- /).  Je  considere  maintenant 
tons  les  points  k  analogues.  Je  designe  par  L  la  somme  des  nombres  ana- 
logues a  /  et,  comme  aux  n*"*  9  et  10,  par  M  et  P  les  sommes  des  nombres 
m  et  p.  J'ai  ainsi  pour  le  nombre  total  des  zeros  envisages 

(34)  n  =  cP -h /3M -h  L. 

On  pent  dire  que  les  zeros  de  ind^pendants  da  triangle  ww^  forment 
deux  groupes  :  les  uns  dependent  du  mode  de  representation  da  systeme, 
et  leur  nombre  est  cP;  les  autres  rSpondent  aux  coniques  degencreesy  et 
leur  nombre  est  ^M-^h. 

24.  Je  m'occupe  maintenant  des  autres  zeros  de  la  fonction  V ,  de  ceux 
qui  dependent  de  w,  w.  lis  repondent  tons  a  des  coniques  propres, 
pour  chacune  desquelles  les  a  ne  sont  pas  nuls.  lis  sont  done  independants 
du  mode  de  representation  du  systeme  et  correspondent  a  des  coniques 
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satisfaisant  a  la  condition  ^.  Je  vais  demontrer  que  chacun  d'eux  est  un 
zero  simple.  Gela  etabli,  il  sera  prouve  que  le  nombre  de  ces  zeros  est 
celui  des  coniques  propres  du  systeme  satisfaisant  h  la  condition  Je  de*- 
terininerai  ensuite  le  nombre  de  ces  zeros  indirectement,  comme  la  difle* 
rence  du  nombre  des  inBnis  de  la  fonction  et  du  nombre  des  zeros  pre- 
cedemment  envisages. 

25.  Les  zeros  dont  il  s'agit  dependent  de  iv;  aucun  d'eux  ne  cor- 
respond done  ni  a  un  point  multiple  de  (A),  ni  a  une  conique  stationnaire 
de  (a)  (a''  7).  Par  suite,  le  point  k  auquel  correspond  un  quelconque  de 
ces  zeros  est  un  point  simple  et,  en  ce  point,  les  derivees  des  quautites  a 
par  rapport  a  Tare  de  {k)  ne  sont  pas  nulles.  J'emploie  des  accents  pour 
marquer  ces  derivees,  et  j'ai  a  prouver  que  la  quantite 


n'est  pas  nulle  au  point  k. 

Fixons  a  volonte  les  points  et  (v,  et  astreignons  u  a  parcourir  une 
droite  arbitraire,  en  sorte  qu'il  ne  reste  plus,  de  ce  fait,  qu*une  variable 
que  je  continue  a  designer  par  u.  Faisons  correspondre  les  coniques  du 
systeme  et  les  points  u  de  maniere  que  Ton  ait  constamment  W  =  o.  II  en 
resulte 

(35)  /+^,/  =  o. 

Si y  est  nul,  Tune  des  quantites  ou  ^  Test  aussi.  La  seconde  hypoth^se 
conduit  a  Tune  ou  a  Tautre  de  ces  deux  consequences  :  ou  bien  est 

nulle  identiquement  ou  bien  cette  quantite  est  nulle  en  vertu  de  V  =  o. 
Suivant  la  premiere,  Hf  ne  contient  pas  u.  S'il  en  est  ainsi,  le  raisonnement 
se  repetera  sur  u  ou  sur  w^,  cette  foia  sans  que  cette  consequence  soit  pos- 
sible, puisque  ^  contient  au  moins  un  des  trois  points.  Suivant  la  seconde, 
W  est  divisible  par  le  carre  d'une  fonction  entiere  de  u;  par  suite,  la  con- 
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dition  <P  est  decomposable,  ce  qui  est  contre  ThypothSse.  Donc-^  ne  peut 
6tre  niiK 

D'autre  part,  si  w'  est  nul,  c'est  que  le  point  u  est  constant.  Done,  si 
Ton  choisit  arbitrairement  w,  t^,  (v,  la  fonetion  W  n'a  aucun  zero,  ce  qui 
ne  se  peut;  mais  il  est  inutile  de  le  prouver,  car,  s'il  n'y  avait  pas  de 
zeros,  il  n'y  aurait  pas  a  chercher  leur  ordre  de  multiplicite. 

Ainsi  est  demontree  la  proposition  annoncee  :  Les  zeros  de  qui  de- 
pendent de  Uy         sont  tous  des  z^ros  simples. 

26.  J'ai  maintenant  a  compter  le  nombre  des  infinis  de  la  fonetion  ^. 
Un  quelconque  de  ces  infinis  correspond  a  un  point  k  Tinfini  sur  la  courbe 
(k).  En  Tun  quelconque  de  ces  points,  les  g  sont  infinis  d'un  meme  ordre  a 
{n^  8).  Un  ternie  quelconque  de  $  y  est  infini  de  Tordre  ac,  c  etant, 
comme  precedemment,  le  degre  de  En  raisonnant  comme  au  n*'22,  on 
voit  que  c'est  aussi  Tordre  de  4>.  Chacun  de  ces  zeros  est  done  multiple 
de  I'ordre  ac.  Le  nombre  des  points  a  Tinfini  de  (k)  a  precedemment  ete 
designe  par  k.  Le  nombre  total  des  infinis  de  la  fonetion  V  est  oak. 

Done  le  nombre  des  zeros  dependant  de  w,  i^,  w  est,  d'apres  (34)  et  (9), 

(36)  X  =  ca*  —  il  =  c  (a^  —  P)  —  /3M  —  L  =  c^e  —  /3M  —  L. 

• 

Telle  est  la  formule  qui  resout  entierement  le  probleme  propose.  II 
convient  de  la  mettre  sous  une  forme  oil  la  dualite  soit  en  evidence,  en 
remplacant  M  par  son  expression  tiree  de  (11)  et  (12).  La  formule  elle- 
mSme  donne  d^ailleurs  une  nouvelle  demonstration  des  equations  ( 1 1 ) ,  ( 1 2) . 

Je  puis,  en  effet,  appliquer  la  formule  (36)  a  determiner  le  nombre  v 
des  coniques  qui  touchent  une  droite  donnee.  J'appelle  ^  cette  condition. 
C'est  la  correlative  de  celle-ci,  <!>\  passer  par  un  point  donni.  Pour 
on  n'a  qu'un  groupe  d^exposants  [1,0,0]  (n*'  16) ;  done,  pour  a>,  un  seul 
groupe  d'exposants  [i ,  i ,  o],  et  Ton  a 

c  =  2,    ]3  =  I ,    L  =  o. 

(37)  y  =         —  M. 

8. 
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C'esl  une  des  equations  que  Ton  peut  deduire  de  (i  i)  et  (la),  J'en  con- 
clus  cette  nouvelle  forme  pour  (36) 

(38)  =  (c  —  2p)    +  |3r  —  L  =      +  pv  —  L    (n^  16). 

27.  Je  n'ai  plus  qu'a  discuter  la  formule  (38).  Le  nombre  L  est  (n^  23) 
une  somme  d'elements  dont  chacun  /  est  le  minimum  de  {na  +  mcr'),  m 
et  n  etant  Tordre  et  la  classe  d'une  conique  degeneree  du  systeme,  et  a-, 
(t'  les  deux  nombres  relatifs  a  un  groupe  [a,  o'']  de  termes  de  la  fonc- 
tion  On  voit  immediatement,  corame  il  a  ete  dit  au  n*^  17,  que  les 
groupes  minima  seuls  inter viennent. 

Parmi  les  valeurs  de  or,  il  en  est  une  nuUe,  et  de  meme  pour  tr'.  Done  / 
est  nul  si  m  on  n  est  nut.  Done  : 

Si  un  systeme  ne  contient  que  les  singularitis  ordinaires  (A,  A'),  le 
nombre  des  coniques  de  ce  systeme  qui  satisfont  a  une  condition  quelconque 
est  ocjbt  -h-  jut  et  V  etant  les  caracteristiques  de  ce  systeme,  et  oc^  ^  des 
nombres  ne  dependant  que  de  la  condition  (et  definis  au  n*^  16). 

Si  le  systeme  ne  contient  que  la  singular  it  e  A,  le  nombre  de  ces  co- 
niques  est  simplement  {oc     2,^)  (u,  ou  c/uc^  c  etant  le  degrS  de  la  condition. 

Par  la  sont  definis  les  systemes  auxquels  s*applique,  quelle  que  soit  la 
condition  soit  le  theoreme  de  M.  Ghasles,  soit  celui  de  M.  de  Jon- 
quieres. 

Si  <S>  ne  contient  qu'un  seul  groupe  d'exposants  minima  [o,  o],  L  est 
nul,  quel  que  soit  le  systeme.  Ainsi : 

Si,  dans  la  fonction  0  qui  caracterise  une  condition,  les  exposants  mi- 
nima forment  un  seul  groupe,  le  nombre  des  coniques  qui  satisfont  a  cette 
condition  et  font  partie  d'un  systeme  quelconque  est  ufx-^  ^y. 

Si  |3  est  nul,  il  resulte  de  (3o)  que  $  contient  le  groupe  [o,  o].  Done  : 

Si,  dans  la  fonction  <b  qui  caracterise  une  condition,  |3  est  nul,  le 
nombre  des  coniques  d'un  systeme  quelconque  qui  satisfont  a  cette  condi- 
tion est  ocju. 
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Tels  sont  les  cas  oil,  quel  que  soit  le  systeme,  s'applique  soit  le  theo- 
reme  de  M.  Chasles,  soit  celui  de  M.  de  Jonquieres,  Dans  tous  les  autres 
cas,  le  nombre  des  coniques  est  inferieur  a  (a/.tH-/3v),  et  en  differe  du 
nombre  L,  dont  je  vais  donner  une  representation  geometrique. 

28.  Soient  /"(<),  (p{t)  deux  fonctions  synectiques  pour  les  petites  va- 
leurs  de  t  et  ne  s'evanouissant  pas  avec  cette  variable,  m  et  n  deux  entiers 
positifs ;  les  equations 

(39)  oo^ty{t),  jr  =  r<p{t) 

definissent  en  coordonnees  rectilignes  unebranche  superlineaire  de  courbe, 
ayant  son  origine  a  Torigine  des  coordonnees.  Si  Ton  suppose,  en  outre, 
les  fonctions  telles  qu'a  chaque  point  {x,  j)  corresponde  une  seule  valeur 
de  tj  le  nombre  des  points  communs  a  cette  branche  superlineaire  et  a 
une  courbe  quelconque  $(07,  y)  =  o,  reunis  a  Torigine,  se  calcule  comrae 
il  suit.  On  substitue  dans  $  a  ^,  /  leurs  valeurs  (Sg),  et  Ton  ordonne  sui- 
vant  les  puissances  ascendantes  de  t.  L'ordre  de  t  au  premier  terme  est  le 
nombre  cherche. 

Ceci  rappele,  je  forme  en  prenant,  pour  chaque  groupe  d'ex- 

posants  [(T,  (t']  relatifs  a  une  condition  un  terme  tel  que  oify"^^  niul- 
tiplie  par  une  constante  arbitraire  A.  Ainsi 

(40)  0(0:,/)  =2Aa?y. 

La  courbe  *  =  o  ou  courbe  (4>)  sera  dite  attach&e  a  la  condition  0.  Le 
nombre  de  ses  points  communs  avec  la  branche  superlineaire  (89)  est  ma- 
nifestement 

/  =  min.  de  {na  -h  ma). 

Pour  chaque  conique  degeneree  du  systeme  (a)  d'espece  B  (c'est-a-dire  m 
et  1),  j'envisage  une  branche  superlineaire  telle  que  (39),  m  et  n  etant, 
pour  chacune  d*elles,  Tordre  et  la  classe  de  la  singularite.  Je  prends  une 
courbe  quelconque  qui  se  compose,  a  Torigine  des  coordonnees,  de  toutes 
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ces  branches  superlineaires.  Une  pareille  courbe  peut  etre  trouvee  d'une 
infinite  de  manieres,  et  je  reviendrai  tout  a  Theure  sur  ce  point.  J'en  ad- 
niets,  pour  le  moment,  I'existence  et  je  la  dis  attachSe  au  systeme.  Cela 
pos^,  le  nombre  L  est  Sgal  au  nombre  des  points  quont  en  commune  a 
I'origine,  la  courbe  aitachee  au  systeme  et  la  courbe  attachSe  a  la  con- 
dition. 

29.  Si  /n,  /i,  m\  n\  ...  sont  les  ordres  et  les  classes  des  diverses  co- 
niques  singulieres  du  systeme,  on  peut  prendre  pour  courbe  attachee  au 
systeme  la  courbe  compos^e 

On  peut  aussi  oblenir  aisement  une  definition  plus  geonietrique  d'une  des 
courbes  demandees.  Prenons  pour  coordonnees  Xj  y  d'un  point  les  quan- 
tites  definies  au  n*^  19,  et  considerons  la  suite  des  points  [x^  y)  corres- 
pondant  aux  coniques  du  systeme.  Ces  points  forment  une  courbe  qui 
repond  a  la  question.  En  effet,  d'apres  (3o),  si  le  point  k  de  la  courbe 
representative  {k)  correspond  a  une  conique  singuliere  d'ordre  m  et  de 
classe  /i,  et  qu'on  prenne  Tare  kk^  infiniment  petit  du  premier  ordre,  x 
ely  sont,  en  A:,,  infiniment  petits  d'ordres  n  et  m.  D'ailleurs,  le  lieu  des 
points  {x^y)  correspond  uniformement  a  (A).  Done  a  chaque  point  {x^y) 
correspond  une  seule  valeur  de  Tinfiniment  petit  kk^ .  Done  la  courbe  con- 
sideree  contient  une  branche  superlineaire  repondant  a  la  definition  (Sg). 
Ainsi  : 

La  courbe  attacliee  a  un  systeme  peut  etre  definie :  le  lieu  du  point  dont 
les  coordonnees  rectilignes  sont  les  quant ites  x^  y  definies  au  19,  et 
relatives  a  une  meme  conique  du  systeme. 

On  encore,  d'apres  une  remarque  du  meme  numero  : 

On  peut  prendre  pour  courbe  attacliee  a  un  systeme  le  lieu  du  point 
dont  Vabscisse  est  proportionnelle  au  carre  du  sinus  de  V angle  sous  le- 
quel  est  vue  d'un  point  fixe  une  conique  du  systeme,  et  dont  Vordonnee 
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est  proportionneUe  au  carr4  de  la  corde  interceptSe  par  la  meme  cordque 
siir  une  droite  fixe. 

On  verra  sans  peine  que,  pour  Vune  ou  V autre  de  ces  deux  cow  bes,  le 
degre  est  2(/.t-hv);  les  droites  par  alleles  a  I' axe  des  x  rencontrent  la 
courhe  en  ^ju  points,  les  droites  paralleles  a  Vaxe  des  y  en  points,  en 
sorte  que  les  caracteristiques  elles-memes  sont  figurees  par  ces  courbes. 

En  prenant  Tune  ou  I'autre  de  ces  definitions  et  considerant  la  condi- 
tion 0  du  n**  19,  on  pent  directement,  et  en  imitant  le  raisonnement  em- 
ploye dans  la  Note  qui  suit  le  preambule  de  ce  Memoire,  trouver  le 
nombre  des  coniques  d'un  systeme  qui  satisfont  a  cette  condition  0,  et  par 
la  obtenir  une  verification  de  la  formule  (38).  On  voit  d'ailleurs  que  la 
courbe  attachee  a  la  condition  durf  \9  est  la  courhe  (p{x^  y)  =  o. 

30.  On  pent  substituer  a  la  courbe  attachee  a  une  condition,  telle 
qu'elle  a  ete  definie  au  n^  28,  une  autre  courbe,  par  exemple  celle  que 
fournit  Fenonce  suivant : 

ConsidSrez  une  cordque  coryuguie  par  rapport  a  un  triangle  arbttrai- 
rement  choisi  qrs.  Si  Von  donne  un  des  points  m  oil  cette  conique  ren- 
contre rs  et  un  des  points  n  oil  elle  rencontre  qr^  elle  est  entiSrement  dd- 
terminee.  Une  condition  quelconque  0  imposee  a  cette  conique  peut  done 
sexprimer  par  une  relation  (p[Xy  y)  z=:o  entre 

La  courbe  (p(a7,  jr)  =io  peut  etre  prise  pour  la  courbe  attachee  a  la 
condition  <!>. 

C'est  ce  qu'il  sera  aise  de  prouver  en  deniontrant  que  les  groupes  mi- 
nima de  la  fonction  $  repondant  a  cette  condition  coincident  avec  ceux 
de  (p{x,jr). 

31.  Les  courbes  attachSes  etant  nettement  definies,  je  peux  maintenant 
enoncer  la  formule  (38)- 
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Soit  a/tz-h  ^9  le  nomhre  des  coniques  satisfaisant  a  une  condition  4>  et 
faisant  partie  d'un  systeme  {/u,  v)  a  singularites  ordinaires. 

Le  nomhre  des  coniques  satisfaisant  a  9j  et  faisant  partie  d'un  systeme 
{lUy  v)  quelconque,  est  inferieiir  a  oc/u.-\-  ^k,  et  en  differe  d'un  nomhre  egal 
a  celiii  des  points  qu'ont  en  commun,  a  Vorigine  des  coordonn^es,  la 
courhe  attachee  an  systeme  et  la  courhe  attachee  a  la  condition. 

D'oii  ce  corollaire  : 

Pour  que  le  nomhre  des  coniques  soit  uu  +  jSr,  il  faut  et  il  suffit  que 
Vune  des  deux  courhes  ne  passe  pas  a  Vorigine  des  coordonnies. 

Ce  corollaire  peut  etre  presente  sous  d'autres  formes,  qu'il  est  aise  d'e- 
tablir  : 

Pour  que  la  formule  u/m  -f-  jSy  s' applique  a  une  condition  donnee  *, 
quel  que  soit  le  systeme,  il  faut  et  il  suffit  que  le  nomhre  des  coniques  sa- 
tisfaisant  a^  et  touchant  une  courhe  en  deux  points  donnas  soit  le  meme 
que  celiii  des  coniques  satisfaisant  a  ^  et  ayant  avec  une  courhe  donnSe, 
en  un  point  donnS,  des  contacts  du  troisieme  ordre. 

Pour  que  la  formule  a^u  -I-  |3v  s' applique  a  un  systeme  donne,  quelle 
que  soit  la  condition,  il  faut  et  il  suffit  que  le  nomhre  des  coniques  de  ce 
systkme,  telles  que  les  sinus  des  angles  sous  lesquels  elles  sont  vues  d'un 
point  fixe  so  lent  dans  un  rapport  donn^  avec  les  segments  qii  elles  inter- 
ceptent  sur  une  droite  fixe,  soit  egal  a  2  (yu  +  v). 

§  IV.  —  Applications. 

32.  Je  donnerai,  dans  ce  paragraphe,  quelques  exemples  de  systenies 
et  de  conditions.  Je  commence  par  les  conditions. 

Pour  condition  0,  j'envisage  une  relation  projective  quelconque  entre 
la  conique  variable  a  et  une  conique  fixe  h^  sans  que  cette  relation  de- 
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pende  d'ancune  autre  figure.  C'est  au  sujet  d'line  relation  de  cette  nature 
que  j*ai  demontre  le  theoreme  suivant  (*)  : 

Si,  entre  deux  coniques,  il  existe  une  relation  projective  ne  dependant 
d'aucune  autre  figure,  il  existe  aussi  la  relation  correlative  entre  ces  deux 
coniques  prises  en  ordre  inverse. 

D'apres  ce  theoreme,  on  pourra  determiner  le  nombre  a  et,  pour 
chaque  groupe  de  termes  [a-,  a]^  le  nombre  tr,  et  en  deduire  ensuite  /3 
et  a  en  intervertissant  les  roles  des  coniques  a,  b.  Si,  au  contraire,  je  de- 
termine directement  tons  ces  nombres,  cela  donnera  lieu  a  une  verification. 

Soit  V  le  discriminant  de  la  forme  al  H~      ;  je  Tordonne  par  rapport  a  A 

V  =  D-h  AT-+- A'0  +  ;^'A; 
D  et  A  sont  les  discriminants  de  a^  et     ,  et  T  et  0  les  invariants 

T  =  lb,ja,.j,  e^l^^ja^j. 

On  sait  que  tout  invariant  des  formes  simultanees  a^,  est  une  fonction 
rationnelle  de  D,  A,  T,  0.  Par  suite,  la  relation  projective  0  dont  il  s'agit 
sera  exprimee  par  une  equation  entiere  entre  ces  quatre  fonctions,  homo- 
gene  par  rapport  aux  a  et  aussi  par  rapport  aux  b.  Solent  c  et  c^  ses  de- 
gres  respectifs  par  rapport  a  ces  quantites  et 

(42)  D*T*0''A^' 

un  terme  du  premier  membre  de  I'equation.  Entre  les  exposants  ont  lieu 
les  relations 

(43)  3h-h  k^  —  c,    3h^-}-  2k,  -h  k  ~  c^. 

Le  terme  (4^)  est  de  la  forme  envisagee  au  n**  18.  En  appliquant  les  re- 


{»)  Comptes  rendus  des  sSances  de  VAcadimie  des  Sciences^  iZ  octobre  1876.  Ce  theoreme  se 
deduit  aussi  d'une  proposition  due  h.  Steiner. 

XLV  Cahier.  o 
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sultats  etablis  dans  ce  numero  k  I'egard  de  la  fonction  H,  j'obtiens  pour 
le  terme  (42)  le  groupe  minimum 

<7-  =  A,         A  -h/t,    TT  — -r  A: -f- A. 

J'en  conclus 

(44)  U  =  i(^^-^,). 

Ainsi  les  nombres  a  et  ]3  sont  donnes  par  (44)  t  et  la  coiirbe  attachee  a  la 
conditioa  est  lA.x^'y^'  —  o.  On  voit  que  ces  resultats  sont  d'accord  avec 
la  loi  de  reciprocile  que  j'ai  rappelee  plus  haut. 

35.  Soit,  par  exemple,  la  relation 

T0  —  I)A  ---rsz  o, 

on  aura 

j3=i,    a=i,       <r  =  o,    (t'  —  o  (pour  le  terme  T0). 

La  signification  de  cette  relation  est  connue  et  donne  lieu  a  cet  enonce  : 

Le  nombre  des  coniques  d'un  systeme  (/u,  v),  telles  que  les  tan  gent  es 
communes  a  Vune  quclconque  d'entre  elles  a  et  a  une  conique  fixe  b  tou- 
chetU  a  et  b  en  huit  points  distribuds  sur  deux  lignes  droites,  est  egal  a 

34.  Soit  la  relation 

0^-4aT  =  o  0, 

on  aura 

j3  — o,  a— -2,       t7  — o,    <r' =  o  (pour  le  terme  0'). 

Le  nombre  des  coniques  d*un  systeme  [jutj  v),  telles  quon  puisse  y  in- 
scrire  des  triangles  circonscrits  a  une  conique  donnee,  est  egal  a  2iu. 


[')  Salmon,  Algebre  supMeure,  traduction  fran^aise  de  Bazin,  p.  2o3. 
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55.  Les  invariants  communs  aux  coniqiies  a,  A,  honiogenes  par  rap- 
port aux  coefTGcients  de  chacune  d'elles,  se  presentent  aussi  sous  une  autre 
forme,  que  Ton  pent  utiliser,  comme  la  precedente,  pour  la  question  qui 
nous  occupe. 

D*apres  les  relations  (13),  on  voit  aisement  que  les  invariants  dont  il 
s'agit  sont  des  fonctions  symetriques  et  homogenes  des  racines  A,  a'^ 
de  Tequation  v  =  o  (40-  ^a  reciproque  a  egalement  lieu.  Or,  si  a  est 
une  conique  singuliere  d'ordre  m  et  de  classe  et  que  Ton  suppose  aux  a 
des  valeurs  finies,  D  et  T  sont  des  infiniment  petits  dont  les  ordres  respec- 
tifs  sont  2m-t-/i  et  m  (n**  10).  Done  une  des  racines,  A  par  exemple,  a  une 
liinite  finie;  la  seconde  a'  est  infiniment  petite  d'ordre  m,  la  troisieme 
d*ordre  m-h  n.  Les  ordres  respectifs  de  ces  racines  sont,  en  un  mot,  les 
memes  que  ceux  des  quantites  g  (n*"  10).  D'ailleurs,  A,  A',  A''  sont  infinis 
avec  les  a  et  du  nieme  ordre  que  ces  quantites;  done  on  pent  appliquer  a 
une  equation  entre  les  A  tons  les  raisonnements  qui  ont  ete  faits  pour  I'e- 
quation  $  ~  o  entre  les  g  et,  par  suite,  aucune  transformation  n'est  ne- 
cessaire.  Je  vais  en  donner  des  exfemples. 

36.  Je  considere  pour  condition  $  celle  qui  consiste  en  ce'que  Ton 
puisse  inscrire  dans  a  des  quadrilateres  circonscrits  a  b.  Pour  exprimer 
je  fais  une  transformation  homographique  qui  change  deux  sommets  d'un 
des  quadrilateres  en  les  points  circulaires  a  Tinfini.  Les  deux  autres  de- 
viennent  les  foyers  de  ft,  et  a  est  un  cercle  passant  par  ces  foyers.  On  peut 
done  prendre  pour  les  equations  de  a  et  ft  les  suivantes  : 

a  =     H-  Cr  —      -     —     +     =  o, 

A^-^B^-'^^- 
L'equation  V     o  devient 

(A      A')  (A'  -h      A  +  /r  4-      —  B^)  =  o ; 

on  en  tire 

(45)  U  ^  A  — a'-a''  =  o. 

9- 
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La  fonction  U  a  trois  valeui^  dont  le  produit  donne  la  fonction  syme- 
trique  demandee;  iiiais  il  n'est  pas  necessaire  d'effectuer  le  produit  pour 
obtenir  le  resultat  cherche.  Au  contraire,  le  calcul  de  I'ordre  infiniresimal 
de  la  fonction  produit  des  trois  fonetions  telles  que  U,  se  fait  plus  ai- 
sement  sous  cetle  forme.  11  suffit,  en  effet,  de  faire  la  somme  des  ordres 
des  facteurs.  Or  chaque  facteur  a  une  valeur  finie  avec  A  quand  les  autres 
racines  sont  infiniment  petites;  done  (3  est  nul.  Le  coefficient  a  est  alors 
egal  au  degre,  qui  est  la  somme  de  ceux  des  trois  fonclions  U,  c'est-a-dire 
egal  a  3.  Done,  le  nombre  des  coniqiies  d'un  systeme  {fJL^  v),  tclles  quon 
puisse  y  inscrire  des.  quadrilateres  circonscrits  a  une  coniquc  donnec,  est 
egal  a  3^  (*). 

37.  Dans  bien  des  cas,  la  fonction  symetrique  des  A  se  presente,  comnie 
dans  le  precedent  exemple,  sous  la  forme  d'un  produit  de  fonetions  non 
symetriques.  La  methode  precedente  s'applique  encore.  Soit,  pour  le 
produit  des  carres  des  differences  des  racines  A.  On  a  trois  facteurs  du  se- 
cond degre.  De  plus,  pour  une  conique*inguliere  d'ordre  m  et  de  classe 
un  seul  facteur  est  infiniment  petit,  et  il  est  d'ordre  2m.  Done  est  egal 
a  2,  ainsl  que  a,  et  Ton  a  un  seul  gronpe  minimum;  ce  qui  donne  le 
theoreme  connu  : 

Le  nombre  des  coniques  d'un  systeme  (u,  v),  qui  toucltent  une  conique 
donndcy  est  ii[iul  v). 

Je  vais  donner  d'autres  exemples.  Les  quatre  points  d 'intersection  de 
deux  coniques  a,  6,  consideres  soit  sur  Tune,  soit  sur  Tautre,  ont  des  rap- 
ports anharmoniques  dont  une  des  expressions  est  la  suivante,  les  points 
etant  pris  de  part  et  d*autre  dans  un  meme  ordre, 

(46)  ;.  =  -^„^.,„ 

r  est  le  rapport  anharmonique  considere  sur  a,  p  est  le  rapport  considere 

( ')  L'invariant  corrcspondanl  a  pour  expression  4^^'  +  4'^®^  ^ 
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siir  b.  On  ne  manquera  pas  d' observer  que  toute  relation  projective  entre 
a  et  b  pent  se  traduire  par  une  relation  entre  r  et  p.  La  reciproque  est 
evidente.  Considerons,  par  exemple,  la  relation  r  =p*.  D'apres  (4G), 
elle  donne 

A'^^A-/V)-A'(A  — A')  -=o  =  (a'^-Z)  (a-/  — a'^. 

Comparant  a  (45),  j'en  conclus  que  :  si  dans  a  on  peat  inscrire  das  qua- 
dr Hater es  cir consents  a  b,  le  rapport  anharmonique  des  points  d* inter- 
section de  a  et  bj  consider  es  sur  a,  est  4 gal  au  car  re  da  rapport  anhar- 
tnoniqiw  de  ces  memes  points  consider  es  sur  b. 

38.  Je  considere  la  condition  <f>  definie  par  la  relation 

(47)  p''r''  =  k, 

p  et  r  etant  les  rapports  anharmoniques  que  je  viens  de  definir,  k  une 
constante  et  /?,  q  des  entiers  positifs  premiers  entre  eux.  D'apres  (  ifij, 
j'obtiens  I'equation  suivante  : 

(48)  o  =  U  =  a''^  (a  —  a')'^^  —  k  a'^  (a  —  a'O'^^ 

La  fonction  du  second  membre  a  six  valeurs.  On  en  obtient  one  seconde 
U,  en  permutant  A'  et  a'^.  En  faisant  deux  fois  de  suite  sur  U  une  permu- 
tation toumante,  on  a  deux  valeurs 

V  =  A^  (/  -  a")'^^  ~  ^  a''^(a'  "  A 

W  =  A'^(a''— A  )'^^--kX'  (a''— /)'^% 

et  les  deux  autres  V,  et  en  permutant,  dans  V,  a"  et  A;  puis  dans  W, 
A  et  a'. 

Supposons  que  A  ait  une  valeur  finie  et  que  A'  et  A^^  soient  infiniment 
petits,  le  premier  d'ordre  m,  le  second  d'ordre  m  H-  n,  Les  fonctions  U, 
W,  U,,  sont  chacune  d'ordre  mq^  tandis  que  Tordre  de  W  et  celui 
de  W,  sont  tons  deux  egaux  au  plus  petit  des  deux  nombres  m  {p  h  q) 
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on  (m  +  n)  q.  Par  suite,  I'ordre  du  produit  des  six  fonctions  est 

bmq-\-imp^    si  —  <  ^ » 

6mq  -\-2/Hj,     SI  - 

Done  :  Si,  dans  un  systeme  (^e,  r),      est  la  somme  des  ordres  des  co- 

uiques  dont  Vordre  est  a  la  classe  dans  un  rapport  inferieur  ^J^^^  N''  la 

somme  des  classes  des  autres  coniques  degenerees,  le  nombre  des  coniques 
de  ce  systeme  qui  satisfont  a  la  condition  (47)  est 

6{p.u  +  qy)  —  2/7  M'—  2qK\ 

Dans  cet  exemple,  on  pent  prendre  ponr  courbe  attachee  a  la  condition 

{y''—  Ax^y  =•  o. 

I.e  resiiltat  precedent  se  modifie  dans  qnelqnes  cas  : 

1^  Si  A:  ^  1,  U  contient  le  facteur  (a'  —  A^^).  Le  nombre  des  coniques 
doit  done  etie  diniinue  de  H-v)  (n**  37).  En  outre,  U  est  egal  a  U, 
change  de  signe.  Le  facteur  (a'  —  a")  snpprinie,  la  fonction  n'a  plus  que 
trois  valeurs.  Le  resultat  est  done 

(3/,  -  i)  ,u  +  (3ry  —  1)  v  —  qK'. 

Si  A-  =  —  I ,  U  n'a  que  trois  valeurs,  et  le  resultat  est 

3piu-h3qv—pM'  —  q^\ 

39.  La  menie  methode  s'applique  avee  succes  a  d'autres  cas,  par 
exemple  si  la  condition  consiste  en  une  relation  entre  les  rapports  anliar- 
nioniques,  tels  que  r  et  p,  obtenus  en  prenant  plusieurs  coniques  fixes.  On 
trouvera,  par  exemple,  les  propositions  suivantes  : 

Le  nombre  des  coniques  d'un  systeme  (ac,  v)  qui  partagent  deux  co- 
niques donnees  dans  des  rapports  anharmoniques  ^gaux  est  i2u. 
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Le  nomhre  de  celles  qui  partagent  une  conique  donnee  et  qui  sont  par- 
tagees  par  une  autre  conique  donnee  dans  des  rapports  anJiarmonuiues 
egaux  est  6  (ac  ~f-  v)  —  o),  o)  ^tant  Vordre  de  multiplicite  du  point  que  pos- 
sede,  a  Vorigine  des  coordonnees,  la  courhe  attachee  au  systems 

40.  Je  Tais  donner  maintenant  un  exemple  de  systeme ;  ce  sera  le  sys- 
teine  forme  par  les  coniques  ayant,  avec  une  courbe  algebrique  plane,  des 
contacts  du  quatrieme  ordre.  M.  Zeuthen  a  traite  cette  question  (*)  dans 
le  cas  oil  la  courbe  ne  possede  que  les  singularites  ordinaires.  Je  trailerai 
le  cas  general.  De  meme  que  M.  Zeuthen,  je  determinerai  directement, 
niais  par  un  procede  different,  les  singularites  du  systeme,  pour  en  de- 
duire  ensuite  les  caracteristiques. 

Dans  cette  recherche,  se  presenteront  des  cas  particuliers  du  probleme 
suivant : 

Trouver  les  rapports  de  n  quantiies  ,  . . . ,  definies  par  les  {n  —  i ) 
equations  lineaires  suimntes,  savoir 

(48)  Ix'^iZi  —  O     (/=  1  ,  2,  .  .  .  ,  /i), 

et  les  {n  —  2 )  Equations  obtenues  en  igalant  a  zero  successivement  les 
deriifSes  du  premier  membre  de  celle-ci,  prises  par  rapport  a  x  jusqua 
Vordre  [n  —  a). 

On  trouve  aisement  la  solution  suivante  :  Soit  K,  le  produit  des  diffe- 
rences de  tous  les  exposants  c,  sauf  c,.,  chacune  des  inconnues  z,-  est  pro- 
portwnnelle  a  K,^"^<.  Pour  les  applications  que  j'aurai  a  faire,  il  importe 
seulement  de  remarquer  que  K,  est  independant  de  x  et  n'est  jamais  nul, 
les  exposants  c  etant  essentiellement  differents.  Afin  de  n'introduire  que 
des  exposants  positifs,  on  pent,  au  lieu  de  ^"^s  mettre  ^^"^s  C  etant  le 
plus  grand  des  nombres  c. 

Si,  dans  les  equations  (48),  on  remplace  x^^i  par  une  fonction  quel- 
conque  de  x^  mais  dont  la  partie  principale,  pour  x  infiniment  petit,  soit 
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x'^ij  il  est  clair  que  la  solution  precedente  donne  les  parties  principales 
des  z^. 

41.  J'arrive  a  la  question  proposee.  Les  points  de  la  courbe  donnee 
correspondent  uniformement  aux  coniques  du  systeme.  Je  la  prends  done 
pour  la  courbe  {k)  (n*"'  6,  7,  8).  Elle  pent  posseder  des  branches  super- 
lineaires.  Soit  p  Tordre  d*une  telle  branche  ayant  son  origine  en  k.  Pour 
determiner  Tordre  et  la  classe  de  la  conique  degeneree  correspondant  a  k 
et  a  cette  branche  superlineaire,  il  faudra,  en  appliquant  les  principes  du 

7,  prendre  le  point  sur  cette  branche,  a  distance  infiuiment  [)etite 
d'ordre  p  du  point  k. 

J'emploie  des  coordonnees  rectilignes,  en  prenant  pour  origine  le  point 
k  et  pour  axe  des  x  la  tangente  de  la  branche,  qui  se  represente  alors  par 
un  developpenient  tel  que 

g 

(49)  j  =  Aer'^^-H.  . 

fj  etant,  comme  un  entier  au  moins  egal  a  Tunite.  Au  point  A",,  a?  est 
infiniment  petit  d'ordre  p. 

Je  vais  chercher  Tequation  de  la  conique  ayant  un  contact  du  quatrieme 
ordre  avec  la  courbe  au  point  k^.  Suivant  la  theorie  du  contact,  je  sub- 
stitue,  dans  le  premier  membre  de  I'equation  de  la  conique,  a  y  sa  valeur 
(49).  J'ai  ainsi  une  fonction  qui  doit  etre  nulle  en  A,,  ainsi  que  ses 
quatre  premieres  derivees.  Aulieu  de  j,  je  mets  d'abord  sa  partie  princi- 

pale,  en  ecrivant  b  au  lieu  de  y  J'ai  ainsi 

Si  b  differe  de  I'unite,  les  exposants  de  a:  a  tons  les  termes  de  (5o)  sont 
differents  entre  eux.  Je  puis  done  appliquer  le  resultat  du  n**  40,  et  j'ai 
pour 

^11?        ^22»  ^33>  ^12'  ^131  ^23? 

des  quantites  d'ordre 

2b,      o,      2H-2i,     6,      i-^-tibj  i-hb. 
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Done,  au  point  A,  la  conique  se  reduit  a  =  o,  c'est-a-dire  a  la 
tangente.  Pour  calculer  Tordre  de  la  conique  singuliere,  il  me  faut  Tordre 
infinitesimal  minimum  des  coefficients  de  T  equation  tangentielle.  On 
pent  le  calculer  comme  il  suit. 

On  sait  que  a,y  est  le  produit  symbolique  des  quantites  a,,  a,,  savoir 

(5l)  «i  =  K«8)>    «2  =  K«i)»    a3  =  K«J» 

sous  la  convention  que  a^Uj  et  a,- ay  soient  remplaces  chacun  par  a^j.  D'a- 
pres  le  tableau  ci-dessus,  Tordre  de  est  le  meme  que  si  a,y  etait  le  pro- 
duit a, ay,  les  quantites  a<,  a^,  a,  etant  censees  d'ordre  6,  o,  (^-f-i).  Par 
suite,  Fordre  de  u^j  est  le  meme  que  si  cette  quantite  etait  le  produit  des 
symboles  a,,  ay,  et  que  Ton  supposat,  d'apres  (5i),  que  les  ordres  respectifs 
de  a^,  ^a,  a,  fussent  i-j-i,  +1,  b.  De  lasorte,  on  trouve  queTordre 
minimum  des  ol^j  est  celui  de  a,,,  savoir  2^. 

A  la  v^rite,  ce  raisonnement  prouve  seulement  que  I'ordre  de  a, 3  est 
au  moins  egal  a  2^.  II  faut,  en  efTet,  s' assurer  que  dans  chacune  des  quan- 
tites a,y  le  terme  de  I'ordre  calcule  n'a  pas  un  coefficient  nul.  On  pent  le 
prouver  en  considerant  la  courbe  representee  par  (49)  >  ou  Ton  borne  le 
second  membre  a  un  seul  terme.  Dans  ce  cas,  d'apres  le  n""  40,  chaque  a 
et  chaque  a  se  reduit  a  un  monome  egal  a  la  partie  principale  precedente. 
Or  il  est  clair  que,  pour  ce  cas,  il  est  impossible  que  a,,  soit  constamment 
nul.  Done  Fordre  de      est  effectivement  nb  par  rapport  a  x. 

Comme  x  est  d'ordre  /?,  Fordre  de  a,,  est  2bp  =  2q.  Done  Fordre  de 
la  conique  degeneree  est  2q.  Par  le  meme  raisonnement,  on  trouvera 
Fordre  du  discriminant  D  qui ,  comme  on  sait,  est  symboliquement  egal  a 
{(iiCL^(i\Y'  Son  ordre,  par  rapport  a  x,  est  2(26  + 1).  Done  D  est  infi- 
niment  petit  de  Fordre  {^q  -f-  ip).  D'apres  le  n"^  10,  Fordre  de  D  est  egal 
au  double  de  Fordre  de  la  conique  degeneree,  augmente  de  sa  classe.  Done 
la  classe  est  2/7.  Ce  dernier  resultat  pourrait  se  deduire  du  precedent,  car, 
pour  une  courbe  (k^)  correlative  de  (/:),  les  nombres  p  q  s'echangent 
entre  eux,  et  le  systeme  considere  a  pour  correlatif  le  systeme  de  meme 
definition,  relatif  a  (A'). 

XLF'  Cahier.  •  lo 
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42.  Les  resultats  precedents  cessent  de  s'appllquer  quand  b  est  egal  a 
Tunite  :  c'est  le  cas  oil  les  brandies  partielles  de  ia  branche  siiperlineaire 
(49)  ont,  avec  la  tangente  a  Torigine,  des  contacts  du  premier  ordre.  Ce 
cas  comprend,  pour  ^  =  i ,  celui  d'une  branche  ordinaire. 

Pour  ce  cas,  j'applique  le  meme  procede,  mais  en  ayant  soin  de  grou- 
per les  termes  de  F(a:)  de  maniere  que  les  parties  principales  soient  toutes 
d'ordres  difFerents.  D'apr^s  Thypolhese  (6=i.ou  q  =  p)  et,  suivant 
(49)5  J  —  Aa;*  est,  en  a:,  d' ordre  superieur  au  second.  Je  pose 

(62)  V=j  — Ao?'  —  2B^  — Cj'. 

Quels  que  soient  B,  la  fonction  V  est  d'ordre  superieur  au  deuxieme. 
Je  determinerai,  dans  chaque  cas,  B  et  C,  de  maniere  que  Tordre  de  V 
dittere  des  nombres  3  et  4-  J'ai 

(53)     ( ^^"^^  =  2Aa,3)a?^-i-  (a,,+  2Ca,3)j- 

Les  ordres  respectifs  de  j",  oc^j  j?*,  x  sont  4?  3,  2,  i.  Done  tons  les 
termes  ont  des  ordres  differents.  Je  puis  done  appliquer  le  resultat  du 
n!"  40. 

En  premier  lieu,  si  Ton  peut  determiner  B  et  C,  de  maniere  a  elever 
Tordre  V  au-dessus  du  quatrieme,  tons  les  coefficients  de  (53),  sauf  a,,,, 
ont  zero  pour  limite.  L'equation  de  la  conique  se  reduit,  en  a  V  —  o  : 
c'est  une  conique  propre,  ayant  avec  chaque  branche  partielle  un  contact 
d'ordre  superieur  au  troisieme.  Ce  fait  se  produit  quand  le  premier  expo- 
sant  fractionnaire,  dans  (49) >  est  superieur  a  4  >  et  en  particulier  p  —  i) 
quand  il  n'y  a  pas  d'exposant  fractionnaire. 

Dans  le  cas  oppose,  c'est-a-dire  dans  le  cas  oil  le  premier  exposant 
fractionnaire  est  compris  entre  2  et  4i  tons  les  coefficients  de  (53),  sauf 
le  second,  ont  zero  pour  limite,  et  la  conique  se  reduit  a  la  tangente.  11 
s'agit  de  trouver  Fordre  et  la  classe  de  la  conique  degeneree. 

Je  designe  par  (  2  ~h  -  j  le  premier  exposant  fractionnaire  dans  (49)- 
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Par  hypothese,  co  est  positif  et  inferieur  a  2/?.  On  trouvera  ais^ment 
que  a  une  limite  finie ,  que  ,  est  infiniment  petit  de  Tordre  (2/?  —  a>), 
et  que  a  pourordre  le  plus  petit  des  deux  nombres  /?,  (2/;  —  a>).  Con- 
siderons  a,  3 

Cette  quantite  est,  on  le  voit,  de  Tordre  (2/7  —  On  aperqoit  a  priori 
que  a^,  est  de  toutes  les  quantites  celle  dont  Tordre  est  le  moindre. 
Done  (2/7  —  ea)  est  I'ordre  de  la  conique  degeneree.  C'en  est  aussi  la 
classe;  car,  pour  une  courbe  correlative  de  (/:),  les  nombres  /?  et  a>  se  con- 
servent.  Done  en  resume  : 

q 

43.  Soit  y  =  4- . . .  le  diveloppement  qui  represents  une  tranche 

superlineaire  de  courbe,  multiple  d'ordre  p^  rapportee  a  son  origine  et  a 
sa  tangente,  pris  pour  origine  des  coordonnSes  et  pour  axe  des  x.  Le  sys- 
teme  des  coniques  ayant  des  contacts  du  quatrieme  ordre  avec  la  courbe 
contient  : 

i"^  Si  p  et  q  sont  diffdrents,  une  conique  degeneree  d' ordre  ^q  et  de 
classe  2/?; 

2**  Si p  est  egal  aq  at  que  le  premier  exposant  fractionnaire  ^2 

dans  le  diveloppement  de  soit  infSrieur  a  4 ;  —  une  conique  dSgineree 
d' ordre  et  de  classe  (2/?  —  a>) ; 

3^  Dans  les  autres  cas,  la  conique  correspondant  a  V origine  est  une 
conique  propre. 

On  ne  manquera  pas  de  remarquer  que  toutes  les  coniques  degenerees 
d'un  tel  systeme  sont  de  I'espece  B.  Pour  une  inflexion  ordinaire  {p  —  i^ 
y  =  2),  Tordre  est  egal  a  4  la  classe  a  2 ;  c'est  Tinverse  pour  un  rebrous- 
sement  ordinaire.  Pour  un  rebroussement  de  deuxieme  espece,  tel  que 

fordre  et  la  classe  de  la  conique  degeneree  sont  egaux  a  T  unite. 

10. 
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Connaissant  toutes  les  singularites  du  systeme,  je  peux  calculer  les 
caracteristiques  au  moyen  des  formules  (1 1)  et  (12),  et  j'obtiens  le  resultat 
suivant  : 

Soicnt,  dans  uiie  courbe  (/•),  Q  P  les  sommes  respectwes  des  nom- 
bres  q  et  p  pour  toutes  les  branches  oii  ces  deux  nombres  sont  diffiSrents 
entre  euoc;  P'  lu  somme  des  ordres  des  branches  ou  les  nombres  q  et  p 
sont  egaux  entre  eux,  et  ou  le  premier  exposant  fractionnaire  est,  en 
outre,  inferieur  a      CI  la  somme  des  nombres  a>  obtenus  en  dSsfgnant 

chacun  de  ces  exposants  fractionnaires  par  + 

Les  caracteristiques  du  systeme  des  coniques,  ayant  avec  {k)  des  con-  ^, 
tacts  du  quatrieme  ordre,  sont 

^^=|(P  +  2Q)  +  2P'— Q, 

V  =|(Q-t-2P)  4-  2P'— ii. 

En  particulier,  si  (k)  ne  contient  que  des  singularites  ordinaires,  savoir 
s  inflexions  et  r  rebroussements ,  on  a 

P'=o,    n  =  o,    P  =  2r-+-^,  Q=2^4-r; 
^  =  |(4r  +  5^),    v  =  f(4^+  5r). 

Ce  sont  les  formules  trouvees  par  M.  Zeuthen. 

Les  formules  (54)  donnent  un  nouvel  exemple  de  cas  ou  les  points 
singuliers  d'une  courbe  ne  peuvent  etre  representes  par  les  singularites 
ordinaires  qui  les  remplacent  dans  les  equations  de  Pliicker. 

§  V.  —  Sua  LBS  SYSTEMES  DE  SURFACES  DU  SECOND  ORDRE. 

44.  Pourabreger,  je  donnerai  aux  surfaces  du  second  ordre  le  nom, 
parfois  iisit^,  de  quadriques.  Je  traiterai,  a  I'egard  des  systemes  de  qua- 
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driques,  la  meme  question  qu*a  Tegard  des  coniques  dans  le  plan.  La 
marche  precedemment  suivie  s'applique  ici  avec  Tintroduction  d'une 
dimension  de  plus.  L' extension  est  si  facile  que  je  n'aurai  qu'a  enoncer 
des  resultats,  en  suivant  Tordre  des  paragraphes  ci-dessus. 

45.  Une  quadrique  degeneree  d'un  systeme  est  caracterisee  par  trois 
nombres  que  je  designe  par  m,  /?,  rri ^  et  que  je  norame  Vordre,  le  rang, 
la  classe  de  la  singularite ,  par  analogie  avec  des  locutions  usitees  pour  les 
courbes  de  I'espace.  Au  sujet  de  ces  nombres  s'offrent  les  propositions 
suivantes ,  dont  la  premiere  peut  servir  de  definition  : 

Soient  {a)  un  systeme  de  quadriques,  (a,)  le  systeme  des  coniques  qui 
sont  les  traces  des  surfaces  a  sur  un  plan  fixe,  (a,)  le  systeme  des  co- 
niques qui  sont  les  contours  apparents  sur  un  plan  fi^e  des  surfaces  a, 
vues  d*un  point  fixe; 

A  une  quoArique  degeneree  a  correspondent,  dans  (aj  et  (a^),  des 
coniques  a^  et  a^.  Vordre  de  la  singularite  a^  est  Vordre  de  a,  la  clause 
de  a^  est  la  classe  dc  a;  le  rang  de  a  est  a  la fois  cgal  a  la  classe  de  a^ 
et  a  Vordre  de  a^. 

Si,  dans  un  systeme,  une  quadrique  a  digenere,  Vordre,  le  rang,  la 
classe  de  cette  singularite  sont  proportionnels ,  sawir  : 

Vordre,  a  Vordre  infinitesimal  du  carrS  du  segment  intercepte  par  a 
sur  une  droite  fi^e; 

Le  rang,  a  Vordre  infinitesimal  du  carri  de  V angle  sous  lequel  est  vue, 
d'un  point  fixe,  une  section  faite  dans  a  par  un  plan  fixe  contenant  ce 
point; 

La  cUisse,  a  Vordre  infinitesimal  du  carri  de  V angle  des  plans  tangents 
mervis  a  a  par  une  droite  fixe. 

Si  deux  systemes  (a),  {a')  sont  correlatifs,  a  une  quadrique  degenSrSe 
de  (a)  J  d'ordre  m,  de  rang  /i,  de  classe  m\  correspond  dans  (a')  une  qua- 
drique  singuliere  d'ordre  m',  de  rang  /i,  de  classe  m. 

46.  Suivant  les  valeurs  de      /i,  m',  on  peut  distinguer  sept  especes 
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de  quadriques  degenerees ,  savoir  : 

A,  correlative  de  A'. 


m~n  =  Oj  m'>  i 
Cone  et  son  sommet. 


tri  =  /I  =  o, 
Conique  et  son  plan. 


B.       /w  =  o,    n^ij  m'=o. 
Une  droite,  deux  plans  par  cette  droite,  deux  points  sur  celte  droite. 

C,  correlative  de  C 


Une  droite,  deux  plans,  un  point. 


I,        I,    m  =  o. 
Une  droite,  deux  points,  un  plan. 


D.       m^i,    n  =  o,  mf^i. 
Deux  droites,  un  plan,  un  point. 

E.       /w^i,    n>i,  m'>i. 
Une  droite ,  un  plan ,  un  point. 

Pour  bien  comprendre  la  signification  de  la  figure  attribuee  a  chaque 
espece,  il  faut  concevoir  a  la  fois  I'equation  ponctuelle  et  Tequation  tan- 
gentielle  de  la  quadrique,  et  I'equation  du  complexe  de  ses  tangentes. 
Par  exemple,  dans  Tespece  D,  Tequation  ponctuelle  se  reduit  a  celle  d'un 
plan,  I'equation  tangentielle  a  celle  d'un  point,  et  I'equation  du  complexe 
a  celle  de  deux  complexes  distincts,  composes  chacun  des  droites  qui  ren- 
contrent  une  droite  fixe. 

Les  singularites  A  et  A'  sont  les  singularites  ordinaires  ou  necessaii  es . 

47.  On  determine  un  tetraedre  qrst^  conjugue  par  rapport  a  une  qua- 
drique a,  en  se  donnant  le  point  la  droite  ts  et  le  plan  Q  contenant  cette 
droite.  Soit  alors 
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requation  ponctuelle  de  la  quadrique.  Si  a  est,  dans  un  systeme,  une 
quadrique  degeneree  {m^  n,  m'),  les  ordres  infinitesimaux  des  quantites 

sont 

Si  I'on  designe  par  les  lettres  a,  a,  ^  les  coefficients  de  Tequation  ponc- 
tuelle, de  Tequation  tangentielle  et  de  celle  du  complexe,  et  en  supposant 
aux  a  des  limites  finies,  on  a  pour  les  X  Tordre  m,  pour  les  a  I'ordre 
am  -h     et  pour  le  discriminant  D  Tordre  3m  -f-  a/i-f-  m'. 

48.  Des  considerations  analogues  a  celles  des  n**'  9  et  10  conduisent 
a  definir  trois  caracteristiqiies  d'un  systeme  de  quadriques,  savoir  : 

fUL ,  nombre  des  quadriques  qui  passent  par  un  point; 
V ,   rtbmbre  des  quadriques  qui  touchent  une  droite; 
fjt! y  nombre  des  quadriques  qui  touchent  un  plan. 

fx^  V  sont  les  caracteristiques  du  systeme  (a,)  compose  de  coniques 
dans  un  plan  (n®45) ;  v,  /u'  sont  celles  du  systeme  (a^). 

En  designant  par  M,  N,  M'  les  sommes  respectives  des  nombres  m, 
n,  m  pour  toutes  les  quadriques  degenerees  d'un  systeme,  on  trouve  les 
relations 

4Ae=3M+  2N  +  M', 
(55)  4/t*=3M'H-2N-hM, 

(   2v=  M+2N-+-M'. 

49.  Les  resultats  precedents  correspondent  a  ceux  du  §  I.  En  reprodui- 
sant  Tanalyse  du  §  II,  on  voit  que  :  Toute  condition  imposSe  a  une  qua- 
drique peut  etre  exprimSe  en  egalant  a  zero  un  comriant  de  a* ,  contenant 
seulementf  comme  variables ,  les  coordonnees  de  quaJtre  points.  A  Tegard 
de  la  fonction  0,  les  resultats  des  n°*  14  et  15  s'appliquent  au  cas  actuel. 
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En  ce  qui  concerne  les  groupes  d*exposants  (n~  16  et  17),  je  vais  donner 
quelques  details. 

Soit,  dans  la  fonction  un  groupe  de  termes  symetriques  quant  aux 
exposants ,  et  du  type 

Pour  avoir  la  fonction  qui  correspond  a  la  condition  correlative  de 
celle  que  represente  0,  il  faut,  en  ce  qui  concerne  les  lettres  les  rem- 
placer  par  leurs  inverses  et  chasser  les  denoniinateurs.  Par  suite,  en  posant 

(56)  /—  min.  de  (cr  -h  ;t  +  •^)? 

on  aura,  pour  le  groupe  correspondant  au  precedent  dans  O', 

(57)  ,     .        _        ^     c'=^'+;t'+7r'+d'=3— 4A. 

X  =  9  +  ;^:  +  0-  —/I 

On  revient  de  a  0  par  des  equations  analogues  oil  les  accents  sont 
intervertis  et  ou y*est  remplace  par  un  autre  nombre On  a  d'ailleurs 

(58)  ac=3/-h/',  2c'=3/'-h/ 

On  est  conduit  a  envisager  d'autres  nombres  a,  |3,  a',  definis  par 

/  a'=  min.  de  {x-i-  cr)> 

(59)  .  )  b=/-2c.\ 

[  a  =  min.  de  {X^ -\-  cr')  =  c  -f-  a'—  2 /.  ^  * ^ 

D'apres  (58)  et  (69),  on  a 

/+  2a  =  2C  —  3/h-  2a'=/'H-  2a', 
^=/-2a'=/'-2«. 
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Cette  derniere  relation  prouve  que  jS  se  conserve  quand  on  passe  de  * 
a  tandis  que,  par  definition,  a  et  ol  s'echangent  entre  eux.  En  fonction 
de  ces  nombres,  les  degres  de  0  et     s'expriment  comme  suit : 

r  =  a  -f-  3a' —  2|3, 
i'=  ol-\-  3a  —  2^3. 

Au  lieu  de  definir  un  groupe  de  termes  par  9,  t?*,  o-,  j'emploie  cr,  a' 
et  un  troisieme  nombre  4 

(61)  4  =  —  a'=;t'+(7'~a, 

qui  se  conserve  quand  on  passe  de  O  a  o'.  Ainsi  au  groupe  [er,  4>  * 
correspond,  dans  O',  le  groupe  [jj',  4?  ^\  De  nieme  qu'au  16,  on  a 
les  inegalites 

(62)  a'^2cr  —  4>    P=^4  —  ^  —         u^aa  — 4- 

50.  Un  groupe  [cr,,  4o  ^1]  ^^'^  minimum  s'il  en  existe  un  autre 
[(7,  4>  ^^^t  chaque  element  soit  non  superieur  a  Telement  corres- 
pondent du  groupe  propose.  Les  groupes  non  minima  etant  supprimes, 
il  reste,  dans$,  les  groupes  minima.  Chacun  des  nombres  cr,  4?  s'an- 
nule  dans  un  groupe  minimum.  S'ils  sont  nuls  dans  un  meme  groupe,  ce 
groupe  est  le  seul  minimum. 

On  prouvera,  comme  au  n**  18,  qu'on  peat  former  une  fonction  0  dans 
laquelle  les  groupes  minima  soient  ceux  cVune  suite  donnee.  En  imitant 
Tanalyse  de  ce  numero,  on  n'aura  qu'a  composer  H  avec  un  facteur  de 
plus,  fonction  des  coefficients  <x>  de  Tequation  du  complexe  des  tan- 
gentes. 

51.  Enfm,  pour  terminer  ce  qui  concerne  Tadaptation  du  §  II  au  cas 
acluel,  j'indique  la  question  analogue  a  celle  du  n"*  19. 

Soient^  sur  une  droite  j^y  trois  points  donnes     r,  Syetm^  iri  les  points 

XLV^  Cahier.  1 1 
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Oil  ^est  rencontrie  par  une  quadrique  a.  On  pose 

^1     m)  —  {q,r,s,  m')y. 

Soient,  par  une  droit e  4^',  trois  points  donnSs  Q,  R,  S,  M,  M'  fej* 
plans  menes  par  ^  tangentiellement  a  a.  On  pose 

z  =  [(Q,R,  S,  M)-(Q,R,  S,  M')]'. 

Soient,  par  un  point  I  et  dans  an  planh,  contenant  /,  trois  droites 
a,  8,  et  les  tangentes  menses  de  I  a  a  dans  le  plan  L.  On  pose 

0?=  [(^,  a,  s,  OR.)  —      a,  8,  on.')]'. 

6^/1  consider e  la  condition  $  definie  par  une  equation  entiere  entre 
fj  Zy  <p  (o?,      z)  =  o.  Quels  sont  les  nombres  ocj     a\  et  les  groupes  mi- 
nima  relatifs  a  la  condition  0  ? 

D'apres  les  donnees ,  on  a ,  en  designant  par  w ,   , .  .  .  des  constantes , 

s.  =  uq,     (^r,. ,    S,.  =  UQ,.  -h  VR,. ,        =  t)^,.  4-  ^A^. 

Je  represente  par  f{x)j  F(X),  ^  {^)  les  premiers  membres  des  equa- 
tions poncluelle,  tangentielle,  et  du  complexe  des  tangentes  de  a,  par  D 
le  discriminant,  et  j'ai 

Au  moyen  de  ces  expressions,  on  parvient  aisement  a  la.  solution  sui- 
vante  : 

Les  nombres  a,  /3,  a'  sont  rcspectivenient  6gaux  aux  doubles  des  degres 
de  <p  {xj  J,  z)  par  rapport  a  x,  z.  Les  groupes  d'exposants  minima 
[a- J  4>  coincident  a\^ec  les  groupes  minima  [A,  A',  A']  que  Von  obtient 
dans  (p{Xy  j,  2),  eny  designant,  dans  chaque  terme,  par  A,  A,  A'  les  ex- 
posants  respectifs  de  z^  Xy  y. 
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On  parvient  aux  memes  resultats  en  designant  par  7  le  cai  re  du  seg- 
ment intercepte  par  a  sur  une  droite,  par  z  le  Carre  du  sinus  de  Tangle 
des  plans  tangents  menes  a  a  par  une  autre  droite,  par  x  le  carre  du 
sinus  de  Tangle  des  tangentes  menees  a  a  par  un  point,  dans  un  plan 
eontenant  ce  point. 

52.  Nous  sommes  maintenant  parvenus  a  ce  qui  concerne  Textension 
aux  eas  actuels  des  resultats  du  §  III.  En  suivant  les  raisonnements  em- 
ployes dans  ce  paragraphe,  on  est  conduit  a  considerer,  pour  chaque  qua- 
drique  singuliere  d'un  systeme  (a)  et  pour  une  condition     le  nombre  h  r 

h  =  min.  de  [m  (tt  H-  ;t  H-  cr)  +    (;t  +  cr)  -t-  m'cr]. 

Designant  par  H  la  somme  des  nombres  A,  on  a,  pour  le  nombre  des 
quadriques  a  satisfaisant  a 

(63)  sf^  =  cfjL  —  Vi. 

Pour  discuter  cette  formule,  je  prends  d'abord  le  cas  oil  le  systeme  ne 
contient  aucune  singularite  ponctuelle,  c'est-a-dire  oil  il  ne  contient  que 
la  singularite  A  (n**  46).  Les'  nombres  m,  n  etant  constamment  nuls,  et 
une  des  valeurs  de  a  etant  zero,  h  est  constamment  nul.  Done  : 

Le  nombre  des  quadriques  satisfaisant  a  une  condition^  et  faisant  partie 
d'un  systeme  qui  ne  contienne  pas  d' autre  singularite  que  des  cones y  est 
egal  au  produit  du  degre  de  la  condition  par  la  premiere  caractiristique 
du  systeme. 

C'est  le  theoreme  de  M.  de  Jonquieres  precise. 

En  second  lieu,  je  suppose  que  le  systeme  contienne  seulement  les  sin- 
gularites  ordinaires  A  et  A'.  Pour  chaque  singularite  A,  A  est  nul.  Mais 
pour  chaque  singularite  A'  [n  =  m'  =  o)^  h  est  egal  au  minimum  de 
(7r  +  ;t-t-^)?  multiplie  par  Tordre  m  de  la  singularite,  c'est-a-dire 
a />n  (n^49).  Soit  M  la  somme  des  ordres  de  quadriques  singulieres  du 
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systeme;  on  a  ainsi,  d'apres  (63), 


(64)  ^t.  =     — /M. 

On  pent  exprimer  M  au  moyen  des  equations  (55)  en  fonction  de  iul 
et  u  ^  en  observant  que,  par  hypothese,  M'  est  nul.  On  peut  aussi  appli- 
quer  I'equation  (64)  a  trouver  fx'.  Pour  la  condition  0  de  toucher  un 
plan,  on  a  c  =  3,  f  =  2.  Done 

yu'  =  '6  fx  —  aM, 
X  =  1  [(2C  -  3/)  fJC  -^ff^]  =  i  (/V  -f-A'). 

Done  : 

Si  le  systeme  contient  seulement  les  singularites  ordinaires  (A,  A'),  le 
Tiombre  des  quadriques  qui  satisfont  a  une  condition  est  |  fx  4-  f  f^')', 
les  nombres  f  et  f  etant  des  entiers  qui  ne  dependent  que  de  cettc  con- 
dition. 

53.  Ces  resultats  ont  une  forme  simple  due  a  ce  que,  pour  les  singula- 
rites A,  A',  deux  des  trois  nombres,  ordre,  classe,  rang,  sont  nuls.  Cela 
a  encore  lieu  pour  la  singularite  B.  Aussi ,  bien  que  cett§  singularite  ne 
soit  pas  ordinaire,  convient-il  de  considerei*  encore  a  part  le  cas  ou  le 
systeme  contient  seulement  les  singularites  A,  A',  B. 

Soit  alors  N  la  somme  des  rangs  des  quadriques  degen^rees,  la  for- 
mule  (63)  donne,  pour  ce  cas, 

(65)  x  =  c^— /M  — «'N- 

D'apres  (55)  ou  d'apres  (65),  en  envisageant  deux  cas  particuliers, 
on  a 

fx'—  3u  —  aM  —  N,    v'  =  2f4  —  M. 

Et  il  en  resulte  la  nouvelle  forme  de  (65) 

^r,  —  (c  —  2/h-  a)  fx  4-  (/—  2a')  v  -h  a'.u' 
=      +  jSv  4-  a! fx  (n**  49). 
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Done  : 

Le  nombre  des  quadriques  satisfaisant  a  une  condition  (a,  |3,  et 
faisant  partie  d'un  systeme  {/u,  v,  /u^)  qui  ne  contienne  que  les  singula- 
rites  A,  A',  B,  est  egal  a  cc/u  -h     -{-  od fx  . 

C'est  la  proposition  trouvee  par  M.  Chasles  pour  un  grand  nombre 
d'exemples. 

54.  Je  prends  maintenant  le  cas  le  plus  general.  La  formule  (63)  se 
met  aisement  sous  la  forme 

(67)  at;,  =  a^t  -4-  jSv  -f-  a  fj! —  L, 

L  etant  une  somme  d'elements  dont  chacun  /  est  relatif  a  une  quadrique 
singuliere  (m,  n^  ni)^  et  a  pour  expression 

(68)  /  =  min.  de  {arnl  +  ^' 

La  correction  L  pent  etre  figuree  geometriquement  comme  pour  le  cas 
des  coniques. 

Par  f{t)j  <p(0>  X{^)  designe  trois  fonctions  synectiques  et  non  eva- 
nouissantes  pour  les  valeurs  infiniment  petites  de  t.  Les  trois  equations 

(69)  r=-^'y(0.  ^  =  «"'>(0^  ^  =  t'^x{t) 

representent  une  branche  superlineaire  de  courbe  gauche.  Si,  en  outre, 
on  suppose  qu'a  chaque  point  (a;,  j,  z)  de  cette  branche  reponde  une 
seule  valeur  de  < ,  on  obtient  comme  il  suit  le  nombre  des  points  que  cette 
courbe  a  en  commun  avec  une  surface  ^>  (a?,  z)  =  o,  et  qui  sont  reunis 
au  point  correspondanl  a  i  =  o.  On  substitue  dans  5>  les  valeurs  (69),  et 
Ton  ordonne  suivant  les  puissances  croissantes  de  t.  L'ordre  du  premier 
terme  est  le  nombre  cherche. 

Cela  rappele,  je  definis  une  surface  ($)  attachee  a  la  condition  en 
posant 

o  =  $(j?,  J,  z)  =  SAz'o^j'', 
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chacun  des  termes  du  second  membre  correspondant  a  un  groupe  [a,  4» 
de  la  condition  0. 

D'apres  (68),  /  est  precisement  le  nombre  des  points  que  la  surface 
a  en  commun  avec  la  branche  (69)  au  point  ^  ==  o. 

Si  deux  des  nombres  //i,  /i,  7?^'  ne  sont  pas  nuls,  Torigine  de  la  branche 
(69),  c'est-a-dire  le  point  correspondant  a  ^  =  o,  est  sur  un  des  axes  de 
coordonnees,  II  n'est  besoin  de  considerer  que  ce  cas.  Je  prends  une 
branche  telle  que  (69)  pour  chaque  quadrique  singuliere  du  systeme  et 
d'espece  autre  que  A,  A',  B,  et  je  considere  Tensemble  de  ces  branches 
comnie  une  courbe  attachee  au  systeme.  Gela  etant,  le  nombre  L  est  celui 
des  points  qu'ont  en  commun,  sur  les  axes  de  coordonnees,  la  courbe 
attachee  au  systeme  et  la  surface  attachee  a  la  condition. 

55.  On  pent  preciser  la  courbe  comme  il  suit : 

La  courbe  attachee  a  un  systeme  peat  etre  definie :  le  lieu  des  points 
dont  les  coordonnees  rectilignes  sont  les  quantity  z  dejinies  au 

5 1  et  relatis^es  a  une  quadrique  du  systeme. 

Ou  encore  : 

On  peut  prendre  pour  courbe  attachee  a  un  systeme  le  lieu  du  point 
dont  les  coordonnees  sont  proportionnelles,  saifoir  y  au  carrS  du  segment 
intercepts  par  une  quadrique  a  du  systeme  sur  une  droite  fixe;  z  au  carre 
du  sinus  de  Vangle  des  plans  tangents  menes  a  a  par  une  droite  fixe; 
X  au  carre  du  sinus  de  Vangle  des  tangentes  menses  a  a  par  un  point 
fixe  dans  un  plan  fixe  contenant  ce  point. 

56.  Pour  la  surface,  on  peut  dire  aussi  : 

Considerez  une  quadrique  conjugu6e  par  rapport  a  un  tetraedre  arbi- 
trairement  clwisi  q^  r,  s^  t.  Si  Von  donne  un  des  points  m  oil  elle  ren- 
contre V arete  stj  un  des  points  n  oil  elle  rencontre  V arete  rs,  et  un  des 
points  p  oil  elle  rencontre  V  arete  qr^  la  quadrique  est  entierement  deter- 
minee.  Une  condition  quelconque  $  imposee  a  cette  quadrique  peut  done 
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s'exprimer  par  une  relation  ^(or,     z)  —  o  entre  les  quantites 

La  surface  z)  =  o  peut  etre  prise  pour  surface  attachee  a  la 

condition 

57.  Voici  maintenant  la  proposition  qui  resout  completement  le  pro- 
bleme  : 

Le  nombre  des  quadriques  faisant  partie  d*unsysteme  (^t,  v,  et  sa- 
tisfaisant  a  une  condition  (a,  /3,  a')  est  infericur  a  a^u  H-  /3v  +  a  ^t  en 
differ e  d'un  nomhre  Sgal  a  celui  des  points  qnont,  en  commun,  sur  les 
axes  de  coordonnSes,  la  courbe  attachee  au  systeme  et  la  surface  atta- 
chee a  la  condition. 

58.  En  ce  qui  concerne  les  applications,  je  me  bornerai  ici  a  en  indi- 
quer  quelques-unes,  analogues  a  celles  du  §  IV. 

Pour  condition  0,  je  considere  une  relation  projective -entre  la  qua- 
drique  a  et  une  quadrique  fixe  6.  Cette  relation  s'exprime  par  une  equa- 
tion entiere  entre  les  coefficients  de  A  dans  le  discriminant  de  al  +  A^j. 
Soit  ce  discriminant  : 

V  =  D  +  AT  +  A'S  +       H- A* A. 

Un  terme  quelconque  de  la  relation  proposee  est  de  la  forme 

et  Ton  a 

c  =      H-  3A:  -h  2/  +  A:,,    c,  =  l\h,  h-  3A:,  -4-  o,k,  -4-  A,. 

Gela  etant,  on  trouvera 

/=i(3c-c,),  /'  =  i(3c,-c), 
u  =  min.  de  {k  +  a  A),     ^—f  —  aa',     a  =  min.  de  (A:,  -h  2  A,), 
3r  =  A,       z=  A •  + a/i  —  a',  a^h^. 
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Ges  formules  donnent  tous  les  elements  necessaires  pour  trouver  le  nonibi  e 
des  quadriques  d'un  systeme  quelconque  satisfaisant  a  la  condition  *  pro- 
posee. 

59.  Pour  les  systemes,  on  pent  de  diverses  manieres  concevoir  Tana- 
logue  de  celui  des  coniques  osculatrices  d'une  courbe  plane,  Le  systeme 
des  byperboloides  osculateurs  d'une  surface  gauche  offre  un  interet  parti- 
culier;  je  me  propose  d'en  faire  I'etude  dans  un  Memoire  s^pare.  Le  sys- 
teme des  quadriques  ayant  des  contacts  du  huitieme  ordre  avec  une  courbe 
gauche,  pour  etre  etudiee  de  la  maniere  la  plus  generale,  exigerait  de  longs 
developpements ;  mais,  pour  un  cas  particulier,  la  methode  du  n®  41 
donne  aisement  le  resultat  suivant  que  je  me  borne  a  enoncer,  la  demon- 
stration n'ofFrant  aucune  difficulte  : 

Soil  la  courbe  gauche  unicursale 

i3f*|    JT )           X%    JC4 

-~—  7^  P^' 

t  etant  un parametre  variable  et  s^,  .  ,  .  j  des  entiers  positifs,  ranges 
par  ordre  de  grandeur  s^<is^<is^<is^. 

Le  systeme  des  quadriques  ayant  des  contacts  du  huitieme  ordre  avec 
cette  courbe  a  pour  caracteristiques 

fA.  —  IX=  1{S,  —  ^,),      V  =  2(^,  +  ^3  —       —  S^. 

II  possede  deux  quadriques  dSgenerSes,  dont  I'ordre,  le  rang,  la  classe 
sont  pour  I' une 

m=2{s^—s,),    n=!i{s,  —  s^) ,    m'  =  2  {s,  —  ^3) ; 

pour  r autre 

m==i{s,—s^),    n=i{s^  —  s^)y    m'  =:  2{s^  —  s,) . 

60.  En  terminant  ce  Memoire,  je  ferai  quelques  observations. 

Au  lieu  d  un  systeme  de  coniques,  on  pent  envisager,  dans  le  plan,  un 
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systeme  de  figures,  cas  particuliers  de  coniques,  par  exemple  un  systenie 
de  couples  de  droites.  Dans  Tespace  on  a,  entre  autres  cas  particuliers 
des  systemes  de  quadriques,  les  systemes  de  cones  et  ceux  de  coniques. 
L'analyse  employee  dans  le  present  Memoire  ne  s'applique  pas  a  ces  cas 
particuliers.  II  a  ete  plusieurs  fois  suppose,  en  efTet,  qu'une  conique  prise 
arbitrairement  dans  le  systeme  est  une  conique  propre.  IjCS  cas  particu- 
liers dont  je  viens  de  parler  donnent  naturellement  lieu  a  des  resultats 
plus  simples  que  les  cas  genera ux,  et  il  convient  de  les  traiter  separement. 

Dans  ce  travail,  je  n'ai  traite  qu'une  des  questions,  peut-etre  la  plus 
simple,  de  celles  qui  s'ofFrent  dans  la  theorie  des  caracteristiques.  Pour 
les  coniques  sur  le  plan,  par  exemple,  le  probleme  general  est  de  trouver 
le  nombre  des  coniques  qui  satisfont  a  cinq  conditions  partagies  en  plu- 
sieurs groupes  distincts.  Nous  n'avons  ici  considere  que  le  cas  oil  les 
conditions  se  partagent  en  une  simple  et  une  quadruple.  Les  autres  cas 
sont  encore  a  examiner.  Nous  ne  pouvons  pas,  par  exemple,  deduire  im- 
mediatement  de  nos  resultats  le  nombre  des  coniques  qui  satisfont  a  cinq 
conditions  simples.  Ce  nombre,  dans  la  theorie  de  M.  Chasles,  s'exprime 
par  une  formule  elegante,  comme  le  produit  symbolique  de  cinq  facteurs 
{oc,u  -h  j3v).  Mais  on  voit  maintenant  que  cette  formule  ne  s'applique  que 
dans  un  cas  particulier,  celui  oil,  pour  quatre  des  cinq  conditions  con- 
siderees,  la  courbe  attachee  a  cette  condition  ne  passe  pas  a  Torigine  des 
coordonnees.  J'espere  parvenir  plus  tard  a  resoudre  ces  nouvelles  ques- 
tions. 
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NOTE 


SUR 


L'EMPLOI  DES  FRACTIONS  CONTINUES  ALGEBRIQUES 


LE  CALCUL  DES  COEFFICIENTS  b\''  DE  LAPLACE; 
Pae  M.  Octavs  GALLANDREAU, 

Ancien  dldve  de  T^cole  Polytechnique,  aide-ast^onome  h.  rObsenratoire  de  Paris. 


M.  Hermite,  dans  son  Cours  a  la  Sorbonne,  Tannee  derniere,  a  montre 
comment  les  fractions  continues  algebriques  pouvaient  donner  facilement 
un  resultat  de  Jacobi  touchant  revaluation  approchee  de  Tintegrale 


i 


et  aussi  la  celebre  metbode  d' integration  de  Gauss;  je 


me  propose  de  faire  une  application  des  principes  donnes  par  Teminent 
geometre  aux  coefficients  de  Laplace. 

Ces  coefficients,  fondements  du  calcul  des  perturbations,  ont  ete  cal- 
cules  plusieurs  fois,  et,  a  ce  sujet,  Tillustre  Directeur  de  I'Observatoire  a 
donne  une  metbode  de  calcul  qui  satisfait  a  toutes  les  exigences  des  theories 
des  planetes.  Une  m^'  Je  nouvelle  ne  parait  done  pas  avoir  d'utilite 
pratique.  Quoi  qu'il  en  soit,  les  resultats  suivants  se  recommandent  par 
leur  simplicite. 

1.  J^tant  donnees  deux  fonctions 

f[x)  —      H-  a^x      a^o?^  H-  .  .  .  -h  •  •  •  ? 

V{x)  =         A^a;  4-  A^a?^  H~ .  .  .  +  S.^x^-^T' .  .  . , 
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la  condition 

F{x)  =zlVf{px)  4-  fa?*"  +  «V«-^'  +  . . . 
permet  de  determiner  les  2/1  quantites 

P      P  P 

qui  doivent  etre  substitutes  respectivement  a  P, 

Les  2n  equations  qui  determinent  les  2/2  quantites  P,  p  sont 

A,  =  a,2P,    A,  =a.2P/?,     . .       A,,^.  =  a,,„. ZP/?*""*. 

Avee  les  fonctions  V[x)j  f[x)^  je  forme  cp(.r),  ordonnee  suivant  les  puis- 
sances decroissantes  de  Xy 

Ao  I      Ai  I       At  I 

Gela  pose,  une  rtduite  d'ordre  n  de  ce  developpement,  obtenue  par  la 
simple  operation  de  la  division  ou  par  toute  autre  methode,  coincidera 

dans  son  developpement  avec  (p(a:)  jusqu'au  terme  en       II  sufBt  de  de- 

composer  en  fractions  simples  cette  reduite,  dont  le  numerateur  est  de 
degre  n  —  i ,  le  denominateur  de  degre  n ;  Tensemble  des  n  fractions  par- 

tielles,  designe  par^^^^?  donnera  les  quantites  cherchees  P,  p. 

2.  Pour  le  calcul  des  perturbations,  on  a  besoin  des  coefficients  du 
developpement 

( IH-    —  2  a  cos  A)~^=  {  Us""^-^     ^  cosX-hb[^^  cos  2  A  4- . .  •  -h      cos/iA  H- . . . , 

s  etant  =  K  +  oil  K  est  un  entier.  On  a  aussi  besoin  des  coefficients 
^'-jrr'     considere  d'abord  les  premiers  :  ils  resultent,  comme  Ton  sait, 
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du  produit  des  deux  series 

(I  _  ae'^      =  1  +  '-cce^'  +  u'e''^  H-  .  .  . 

^  ^  I  I  .a 

5(^-f-l)...(5  +  fl  — l)    „  „A  , 
I  — ^— — — — — — — — — —  Of  f»  1     •  •  •  ^ 

1  .  2  .  •  .  /Z 

(I  -  c^e-'Y  =  I  H-  ^ae-^'-h  '-^^  -h .  .  . 

^  '  I  1.2 

+  +       )  a"^-'"^^  .... 

1  .  2.  •  .  /I 

Prenant  le  cas  le  plus  simple,  je  fais  K  =  oou^  =  ^,  /i  =  o,  ona 


Representant  ce  developpement  plir  F{x)  en  mettant  a;  a  la  place  de  et 
prenant  pour /{x) 

/(a?)  =  (i-jr)"^=:i  +  -^  +  -^a?^  +  ...-h  ''^^'V^^''~'^^  +  .  . 

^  ^   '       ^  '  2         2.4  a. 4. . .  an  ' 

on  voit  que  (p(a?)  se  confondra  avec  ^/^(^^^  K  ^st  aise  d'en  former  les 
reduites.  En  effet,  - /{  -  )  =     '     >  la  substitution  x  —  i  =  donne 

— r :  il  suffit  done  de  chercher  les  reduites  de  .  '  Or  on  sait  que, 
prenant 

F(z)  =  cos(/iarccosz), 

la  reduite  d'ordre  n  de  (z*  —  i)  *  est  donnee  par  ^ 

On  aura  ainsi  le  procede  de  ealcul  suivant  :  ayant  fait  z  =  cos$, 
X  —  cos^  |>  p  sera  donne  par  cos*|)  avec  la  condition  cos  Aid  =  o;  P  sera 
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egal  a  ~ ;  d'oii 


y/ 1  —  a'  cos*  ^ 

avec  la  condition 

cos/20  —  o. 


3.  Le  resultat  precedent  est  celui  de  Jacobi;  on  va  voir  la  liaison  qui 
existe  entre  lui  et  ceux  qui  suivent.  Je  remarque,  avant  d'aller  plus  loin, 
que  la  valeur  de  \b^^  est  obtenue  aux  termes  pres  de  Tordre  a*". 

2 

Je  considere  maintenant  un  coefficient  quelconque  du  developpement  de 

(i  +  a'  —  2acosA)"^={^^^  +  i|[^cosA  +  ^>^^cos2AH-...4-^^^ 

2  2  2  2 

^  J. 

Pmmnt  toujours /(x)  =  (i  —  x)  ^  =  a^-j-  a^x -i- a^x^ -h > . .  -h a„x'" . . . , 
on  voit  que      ou,  si  Ton  veut,  F{x)  sera  donne  par 

2 

en  omettant  le  facteur  2  a'. 
Pour  ce  cas, 

(p(x)  =  a.  i  +  a,.^,.^     .  .  .  -h  a,.^„  —j^-,  -f- .  .  . , 

oil 

R/_i  =  a^x'-'  +  a,x^-^  -h  .  .  .  +  a,._,. 

Sj  Ton  prend  une  reduite  d'ordre  n  de  cette  reduite  jouissant 

de  la  propriety  de  reproduire  la  serie  jusqu'au  terme  en  inclu- 

X      \     /  X 

sivement,  il  y  aura  coincidence  de  ^{^)  =  ^ ^/{j^^  —  ^i-i 
0?*  X  reduite  —  R,_,  jusqu'au  terme  en  — inclusivement. 
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Decomposant  en  fractions  simples  X  r^duite  —  R/_| ,  il  resulte  de  ce 
qui  precede  que  ^  ^—p  ^^P'*^^"^^^  >  P^^  developpement  suivant  les 
puissances  descendantes  de  a;,  (p[x)  jusqu'au  terme  en  inclusivement; 
et,  en  tenant  compte  du  facteur  a'  omis  precedemment,  on  aura 

avec  les  conditions 

COS/ifl  —  O,     ^  =  cos  -> 
aux  termes  pres  de  Tordre  a*""'. 

4.  On  a  evalue         abstraction  faite  du  facteur  a',  en  prenant  la 


cos*'  - 


moyenne  -  >  —   ,  ou  6  =  ^  —  • 

y/i_a«cos*- 

On  pent  dire  encore  qu'on  partage  la  circonference  en  4^  parties  egales 


cos"  - 


et  qu'on  prend  la  moyenne  des  valeurs  de  la  fonction  —  -  pour 

y/|-a'cos*^ 

les  points  de  division. 

On  developpe  le  radical,  on  remplace  les  puissances  de  cosinus  par  les 
cosinus  des  multiples;  on  considere  d'abord  les  derniers  termes,  ceux  qui 
sont  constants, 

a'         2.4***d'*  a  2.4. .  .(at-h  a) 

1.3    I    (ai+4)(ai-4-3)..,(i  +  3)^,  . 

a. 4  a'+*         a.4...(at-h4)  "t- •  •  •  • 

D'autre  part,  omettant  toujours  o}^ 

I  1(0      i.3...(ai— i)       I  i.3...(ai  +  i)  3      i.3  i .3. .  .(at-|-3)  4 
a  \  a.4*-*af  a  a.4*  • -(^i  rf-a)  a.4  ^•4*  ••(^<  +  4) 
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Or  on  a 

(/i  +  1)  (n  -f-  2) .  .  . 2/7  =  1 . 3. 5.  .  .  (2/1  —  i)  u". 

Os  deux  quantites  coincident  done. 

Que  donnent  les  autres  termes  du  developpement  ? 

Pour  que  la  moyenne  de  la  somme  de  cosinus  donne  un  resultat  dif- 
ferent de  zero,  il  faut  que  le  multiplicateur  m  des  arcs  en  progression  soit 
un  multiple  de  4^*- 

cos"  - 

Si  Ton  prend  la  fonction  ^        developpee  suivant  les  puis- 

sances  croissantes  de  cos^->  jusqu'aux  termes  cos*",  on  n'obtiendra  pas 

de  resultat  different  de  zero;  depuis  le  terme  cos*"  jusqu'au  terme  cos'", 
chaque  developpement  de  puissance  de  cosinus  donnera  un  seul  terme; 
depuis  le  terme  cos'"  jusqu'a  cos*^",  on  aura  deux  termes,  et  ainsi  de  suite. 

On  peut  remarquer,  d'une  maniere  generale,  que  les  termes  qui  don- 
neront  des  resultats  differents  de  zero  dans  le  developpement  de  la  puis- 
sance  d'un  cosinus  auront  des  signes  alternes.  Gela  suit  de  Texpression 


0       (2/1-1- 1  )n  0       mTT  mk 

-  =  ^  2  m-  =  -2  h-v—  277. 

2  4/1  2  4  ft  4/1 


De  plus,  a  cause  de  la  nature  des  coefficients  du  binome,  la  grandeur  des 
resultats  differents  de  zero  augmentera  du  commencement  a  la  fin  du 
developpement. 

On  conclut  de  la  que  chaque  developpement  de  puissance  de  cosinus 
donne  un  resultat  negatif,  et  que,  par  consequent,  ^bf  est  approche  par 
defaut. 

Cette  remarque  s'applique  au  resultat  de  Jacobi  et  peut  aussi  trouver 
son  utilite  dans  revaluation approchee  de I'integrale  definie  C     J^^^  dx. 

Reservant  ce  qui  se  rapporte  a  la  determination  d'une  limite  de  I'erreur 
Qommise,  je  considere  le  cas  general  ou  s  est  donne  =  K  {. 
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5.  II  s'agit  de  Irouver  les  reduites  de  ^  f  i  —  M  Soit 


^  etant  la  reduite  d'ordre  n.  On  a 

P      x  —  a  ^  x  —  b^   -  •' 

les  2/1  quantit^s  AB,  ...y  ab,  ...  sont  determinees  par  le  systeme  des 
an  equations  de  condition  suivantes  : 

A  ^  B  -h. .  .=  I, 
Aa  H-  Bi  -h . .  .  =  J, 

Aa»+B^»='+...=  ^ii±^), 


I  .a 


1 .2. .  .(a/I  — 1) 

oil  ^  ==  K  + 1. 

Je  cherche  le  denominateur  de  la  reduite.  Ce  denominateur,  etant  de* 
signe  par  Cp  H-  c^a:  -h  H- . . .  H-  c^afj  aura  pour  racines,  si  on  I'egale 
a  zero,  les  quantites  a,  bj  

On  a  les  conditions  suivantes  pour  determiner  c^,  e,,  . . .  ou  du  moins 
leurs  rapports  : 

s    .       5(54-1)  . 
^«  ^  +  ^1  7      ^2  \       H-  .  .  .  =  o, 

s  .       5(5-1-1)   .      5(5-|-i)(j  +  a) 


^»       i.a. ..(»-!)        ^  °* 

jrz,r'  CaA/er.  i3 
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On  les  obtient  en  multipliant  successivement  par  c^,  c^,  Cj,  ...  les  deux 
membres  de  n  equations  de  condition  consecutives,  en  prenant  d'abord 
les  n  premieres,  puis  omettant  la  premiere,  les  deux  premieres,  etc. 

Ces  n  equations  ainsi  obtenues  peuvent,  a  leur  tour,  etre  transformees 
en  retranchant  chaque  equation  de  la  suivante,  retenant  la  premiere  equa- 
tion, et  continuant  la  meme  operation  avec  celles  qui  restent. 

s       .  5(5-1-1) 
1  +  ^1  7    +  ^2  H-  .  .  .  =  o, 

Co        .  5      .  5(5-i-l) 

I  '1.2  ^1.2.3 


I  .2.3.  .  .(/i  — 1) 


H-  .  .  .  =  o. 


Soient,  pour  simplifier,  c^  =  ao,  c^^  =  a^^  ~ 


.=  o, 
.  =  o. 


a,  H 

^  H 

_  ^ 

1 

2 

^  3 

a. 

I .  a 

^13 

La  question  est  done  ramenee  a  composer  une  equation 

-h    a;  +  a,  a:^  -h  .  .  .  4-  a^x"  —  o, 

qui  admette  la  racine  i ,  ainsi  que  les  n  —  i  integraies  sans  constantes 
qu'on  en  deduit. 

La  derniere  integrate,  qui  resulte  du  premier  membre  de  Tequation 
precedente  integre  n  —  1  fois,  est  une  fonction  entiere  oil  x"**  est  en  fac- 
teur.  Les  derivees  successives  devant  admettre  la  racine  1  quand  on  les 
egale  a  zero,  il  est  clair  que  la  derniere  integrale  ne  differe  pas  de 
,x.'-(,_a:)^  Divisant  par  i.2.3.  .  .(n  —  i)  la  derivee  (/i  _  1)*^*  de 
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cette  fonction  entiere 


^    .      '  I  I  .a 


on  aura 


equation  cherchee 

-h  c^o?  H-  e,a:^  +  .  .  .     c^od"  —  o 

est  done 

o  =  I  i  -  a?  H  ,    ,      -7  r 

n«(;,«-,«)(n»-2')  1.2.3  3  , 

X\1\V  5(5-+-l)(jH-2)'^   

Soit  K  =  o  ou  ^  =     on  a 

^  — '  ~  1^  T^"^      i«.2«     773^  i».2«.3»        7X5^  -t-. . 

ce  qui  s'ecrit,  en  faisant  /w  =  2/1, 

0  =  1  X-^  ^  ^  'X  I  K  ^  H"  

I. a  i.a.0.4  1. a. 0.4. 5.0 

EUe  ne  differe  pas  de  Tequalian  qui  donne  cos*  -  quand  cos/ifl  =  o. 

6.  La  complication  de  Tequation  trouvee  rend  peu  utile  Texamen  plus 
minutieux  de  la  reduite.  Je  me  borne  a  remarquer  que  le  denominateur 
de  la  reduite  pent  etre  ecrit  ainsi : 

Pour  K  =  o,  cos/id, 
»     K  =  I ,    j cos/id  sin  -  cJfl,  avec  un  facteur  cos  - 1 

0  0 

)>     K  =  2 ,    /  sind^s^d J  cos/id  sin  -rffl,  »         cos*  -  > 

»     K  =  3,  ^  / sindc/d j sind^s^d / cos/^^ sin ^rfd,  »         cos* ^  >  •  •  • ; 

i3. 
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la  loi  est  manifeste;  quant  au  numerateur,  j'ai  observe  qu'on  I'obtenait  en 
imitant  I'analyse  qui  se  presente  dans  I'etude  des  reduites  de  log  —  -  : 

|j  designant  une  reduite^  on  considere,  dans  les  deux  cas,  la  combinaison 

[U(p(x)  —  VyU  —  [U(p(d:)  —  V]V',  les  accents  indiquant  des  deri- 
vees.  A  cause  de  la  nature  de  la  reduite,  cette  combinaison,  developpee 
suivant  les  puissances  descendantes  de  a:,  doit  commencer  par  uii 

terme  de  degre  —  2,  I'egalite  qui  existe  entre  les  termes  de 

Texpression  developpee  permet  d'en  deduire  la  valeur  de  numerateur 

d'une  fraction  simple. 

Pour  la  simplicite,  il  ne  sera  plus  question  desormais  que  des  coefH- 
cients  bs\  ou  Tindice  inferieur  est  \. 

7.  Par  ce  qui  precede,  on  peut  calculer  les  coefficients     aux  termes 

s 

pres  de  Tordre  a*"  et  par  defaut,  les  coefficients  b^^  aussi  par  defaut,  mais 

a 

aux  termes  pres  de  I'ordre  a*""'.  On  est  done  amene  a  se  poser  les  deux 
questions  : 

1**  Le  procede  de  calcul  indique  peut-il  etre  employe  dans  la  pratique? 
2**  Trouver,  dans  ce  cas,  une  limite  de  Terreur  qui  assure  Texactitude 
du  calcul. 

Pour  repondre  a  la  premiere  question,  j'ai  calcule,  au  moyen  des  for- 

mules  precedentes,  les  coefficients  U'l^  dont  dependent  les  perturbations 

2 

de  Mercure  trouble  par  Venus.  lis  ont  ete  donnes,  d'autre  part,  par 
M.  Le  Verrier  dans  la  theorie  de  Mercure  (Additions  a  la  Connaissancc 
des  Temps). 

Le  calcul  a  ete  fait  en  supposant  seulement  n  =  4- 
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lOI 


CoefQcienls 

de  la  Connaissance  des  Temps.     CoefGcieAts  calculi. 


A',*'   2,17^169  2,i7ai69 

7 

b\^^   0,605709  0,606709 

1 

b^l^   0,246695  0,246595 

  0,110779  0,110779 

i',*'   o,o52io6  o,o52io6 

T 

i',*^   0,02317  o,oa5i7 

T 

b^l^   o,oi238  o,oi238 

AV*^   0,00616  o, 00616 

ij*^   o,oo3o9  o,oo3o9 

i^*'   0,00157  o,ooi56 

3 


liB  comparaison  des  nombres  qui  precedent  montre  que,  meme  pour 

des  valeurs  petites  de  /i,  les  valeurs  des  coefficients  ^|[\  dans  Thypothese 

2 

de  a  =  0,54,  s'obtiennent  avec  une  entiere  exactitude.  li  y  a  done  lieu, 
pour  assurer  le  calcui,  de  chercher  une  limite  superieure  de  Terreur 
commise. 

8.  Reprenons  ce  qui  a  ete  dit  au  n®  4.  Jusqu*au  terme  en  cos*",  on  n'a 
pas  de  resultat  different  de  zero ;  depuis  le  terme  cos*"  jusqu'au  terme  cos*", 
chaque  developpement  de  puissance  de  cosinus  donnera  un  seul  terme ; 
depuis  le  terme  cos*"  jusqu'a  cos**",  on  aura  deux  termes,  et  ainsi  de  suite. 
Les  termes  ont  des  signes  altemes  et  croissent  en  valeur  absolue.  II  resulte 
de  la  que  la  somme  des  demiers  termes  fournis  par  les  developpements 
des  puissances  de  cosinus  sera  une  limite  superieure  de  Terreur  commise. 

cos"  - 

De  plus,  si  Ton  observe  que,  dans  le  developpement  de  — =L=:, 

^  I  —  a*  cos'^ 

les  coefficients  des  puissances  de  cosinus,  abstraction  faite  du  facteur  a, 
diminuent  assez  lentement^  on  pourra,  sans  elever  notablement  la  limite,  les 
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faire  egaux  entre  eux  et  prendre  pour  coefficient  commun  ^  4 ^  ^ 
dont  on  aura  facilement  une  valeur  approchee. 
Cela  pose,  il  restera  a  evaluer  la  suite 

«*-'  r,  .  4/^-4-2  a>  ,  (4n-<-4)(4/^  +  3)       .  (4/>-h6)(4/i-i-5)(4/^-4-4)       ^  1 

^['^ — —T^^  r^i  rr^Ta  ^"^"t 


Or  on  peut  trouver,  comme  il  suit,  la  somme  de  la  serie  pr^cedente,  qui 
est  convergente,  puisque  a  est  suppose  <  i . 

A  cet  effet,  je  pars  du  resultat  suivant,  indiqu^  par  M.  Hoiiel  dans  sa 
theorie  des  fonctions  unifonnes  comme  exemple  du  developpement  d'une 
fonction  par  la  serie  de  Biirmann  : 

/u  est  suppose  quelconque,  mais  le  module  de  z  doit  rester  inferieur  a 
r unite  pour  que  la  fonction  (i  —  z)^*  reste  uniforme;  d'ailleurs,  le  module 
de  z  etant  suppose  <  i ,  on  a,  en  considerant  les  valeurs  reelies  de 

ce  qui  montre  que  la  serie  de  Biirmann  peut  ^tre  employee  pour  les  valeurs 
de  z. 

Soit  maintenant  z(i  —  z)         d*ou  Je  prends  les  deri- 

vees  des  deux  membres  par  rapport  a 

-(^+l)(.-.rg  =  -(^H-.)[.-!^x+fe=M^--...]; 
je  change  le  signe  de  yu,  en  remplacant  ^  par  sa  valeur, 

I  2Z  I  1.2  ' 


Digitized  by 


SUR  LES  COEFFICIENTS  DE  LAPLACE.  Io3 

en  dernier  lieu,  on  fera  a;  =  ^  :  a  etant  suppose  <  i ,  la  condition  exigee 
sera  remplie. 

On  tirera  de  z{\  —  z)  =  y 


I  —  2Z  =  ±  y/i  —  a^. 
On  doit  prendre  ^videmment  le  signe  4- ,  ce  qui  donne 


J  ^        I  -4-  >/i  —  ^ 

La  somme  de  la  s^rie  est  done,  fx  ^tant  egal  a  4^9 


d'oii  resulte  la  limite  cherchee  en  ajoutant  le  fecteur  '  (^^^ — V  '\ 

^  2.4.0. .•(4/1 — 21) 

qui  doit  etre  remplace  par  i  si  2  /  >  4^9  comme  dans  le  cas  de  b^l\ 

'4 

Dans  Texemple  considere,  on  pent  se  faire  une  idee  de  Texactitude  des 
resultats  en  remarquant  que  Ton  a  a  peu  pres 

,  =  I  ,  I  84,       7  rue  =  0,00006. 


ADDITION  A  LA  NOTE  SUR  LES  COEFFICIENTS  DE  LAPLACE. 
La  somme  de  la  serie 

,   .  fx-h2a»   .   (^4-4)(fx-i-3)       .   (^h- 6) (/x -i- 5) (^-4- 4)  «^  , 

I       2«"^  1.2  2*"*"  1.2.3  2«"^ 

a  ete  deduite,  par  une  voie  detournee,  d'un  resultat  qui  se  lie  a  rapplica- 
tion  de  la  formule  de  Bixrmann. 
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Apres  coup,  on  a  fait  cette  observation  que  la  serie  consideree  reiitre 
dans  le  type  etudie  par  Gauss 

F(a,  fi,  7,  o:)  =  H  ^x-{-^  /  ^1  v  ^  H  ; 

la  serie  ci-dessus  est,  en  effet,  representee  par 

Or,  dans  le  Ghapitre  qui  porte  pour  titre  :  Qucedam  theoremata  spccialia, 
Gauss  donne  la  formule  suivante  : 

F + 1,  «,  y,  (7^.]  =    +rrF(!i«,      +  I  _  J). 

En  faisant  a  =  |/^  +  i,  7  =  ^-1-1,  il  arrive  que  la  fonction F,  qui  entre 
dans  le  second  membre,  ne  difiere  pas  de  7—; ;  P^i*  suite,  il  suflira  *de 
poser  ^^^jy  =      ce  qui  donne 

I —  si  I  —  a*  2 

J-HI  =  2   \.  =— — p==r, 

*  14- VI  —  a 

pour  trouver  la  somme  de  la  serie  ecale  a  ,       .  ^-^^—r  • 
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POUR 

rETUDE  DU  MOUVEMENT  DTNE  FIGURE  PLANE, 
Pab  m.  baton  d£  la  goupilliere. 

PREMlfiRE  PARTIE. 

RECHERCHES  G£0M£TRIQUES. 


§  I. 

RECHERCHES  DIRECTES. 

1.  Je  me  propose,  dans  ce  travail  de  faire  connaitre  des  formules 
nouvelles  fort  simples,  et  cependant  d'une  grande  generalite,  pour  la 
recherche  des  lieux  geom^triques  relatifs  a  la  courbure  des  Hgnes  planes , 
ainsi  que  leur  application  a  des  etudes  cinematiques  d'une  nature  toute 
particuliere. 

Je  suppose  qu'a  chaque  point  d'une  courbe  on  en  fasse  correspondre 
un  autre  dans  son  plan,  au  moyen  d'une  abscisse  portee  sur  la  normale 
et  d'une  ordonnie  comptee  suivant  la  tangente  (^),  ces  deux  coordonnees 
etant  des  fonctions  absolument  quelconques ,  mais  specifiees  dans  chaque 


)  Ce  Memoire  a  ete  robjet  d'nn  Rapport  de  M.  de  la  Gournene,  k  la  suite  duquel  I'Academie 
des  Sciences,  dans  sa  seance  du  25  ferrier  1878,  en  a  vote  Tinsertion  dans  le  recueil  des  Mimoirct 
des  Savants  Strangers, 

(')  J^emploie  ici  ces  termes  pour  pins  de  simplicite,  quoique  dans  des  conditions  detournees  de 
leur  signification  ordinaire,  pnisque  ces  coordonnees  n'ont  pins  des  directions  constantes,  roafsy  au 
contraire,  variables  ayec  k  point  considere. 

XLV  Cahier.  i4 
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cas,  de  la  direction  et  de  la  valeur  du  rayon  de  courbure.  11  s'agit,  dans 
ces  conditions,  d'obtenir  le  lieu  de  ces  points. 

Cette  recherche  prcsente,  comme  Ton  voit,  un  double  degre  de  genera- 
lite.  II  ne  s'agit  pas  seulement,  en  effet,  comme  dans  les  theories  ordi- 
naires  de  la  Geometric  analytique ,  de  ramener  a  un  type  uniforme  de  for- 
mules,  quelle  que  soit  la  courbe  donnSe,  la  recherche  d'un  lieu  parfaitement 
defini  (telsque  seraient,  par  exemple,  la  developpee  ou  la  developpante, 
ou  le  lieu  des  milieux  des  rayons  de  courbure,  ou  la  courbe  des  extremites 
des  tangentes  de  longueur  constante,  etc.) ;  mais  il  faut,  en  outre,  resoudre 
la  question  par  des  formules  qui  restent  les  memes ,  quel  que  soit  le  mode 
meme  de  construction  qui  definit  le  genre  de  lieux  g6ometriques  demandes. 
Or  c'est  ce  a  quoi  nous  allons  parvenir,  en  ramenant  une  fois  pour  toutes 
cette  recherche  a  une  simple  elimination  a  effectuer  dans  chaque  cas,  quand 
les  fonctions  qui  expriment  Tabscisse  et  Fordonnee  auront  ele  specifiees. 

Je  signalerai ,  de  plus ,  des  conditions  extremement  larges ,  comprenant 
une  infinite  de  modes  de  construction  pour  chacun  desquels  Telimination 
se  trouvera  effectuee  une  fois  pour  toutes.  De  cette  maniere,  pour  les  cas 
compris  dans  ces  categories,  Tequation  du  lieu  demande  pourra  etre  ecrite 
d'emblee,  quels  que  soient  a  la  fois  et  la  courbe  qui  sert  a  faire  la  construc- 
tion et  cette  construction  elle-meme. 

2.  Je  prendrai  pour  variables  Tangle  oo  que  fait  la  tangente  avec  une 
direction  fixe  et  le  rayon  de  courbure  p.  La  ligne  proposee  sera  alors 
representee  par  une  relation  entre  ces  deux  quantites ,  de  sorte  que  p  desi- 
gnera  dans  nos  calculs  une  fonction  connue  de  oo.  Nous  nous  proposerons 
de  trouver  de  meme  Tequation  de  la  courbe  cherchee  entre  Tangle  a>^  forme 
par  sa  tangente  avec  une  direction  constante  et  son  rayon  de  courbure  p^ . 

Je  designerai  par  x  Tabscisse  portee  sur  la  normale  dans  le  sens  de  la 
concavite,  et  par  y  Tordonnee  comptee  le  long  de  la  tangente  en  sens  con- 
traire  de  celui  suivant  lequel  on  chemine  pour  faire  croitre    (*).  II  est 


( * )  J*adopte  de  preference  cette  direction,  parce  que  c*est  celle  dans  laquelle  doit  ^tre  port^  le 
rayon  de  courbure  p'  de  la  developpee  quand  sa  valeur,  qui  est  la  derivee  de  celle  de  p,  est  positive 
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inutile  d'ajouter  que  x  et  j  sont  susceptibles  de  signes  algebriques  et  d'op- 
position  de  sens.  Ce  sont  dans  chaque  cas  des  fonctions  determinees 
de  0)  et  de  p,  dans  Texpression  desquelles  nous  admettrons  meme  les 
derivees  successives  p',  p'^  p"^,  .  .  . ,  qui  representent ,  comme  on  sait,  les 
rayons  de  courbure  des  developpees  des  divers  ordres;  ce  qui  etendra 
considerablement  le  champ  dans  lequel  on  pourra  combiner  des  modes  de 
construction.  Pour  le  meme  motif,  on  pourra  egalement  y  faire  figurer 
Tare  s  =  fptleodela.  proposee,  ainsi  que  ceux  s^j  s.^,  s^y  ...  de  ses  deve- 
loppantes  consecutives ,  qu'on  obtient  en  integrant  p  plusieurs  fois  de 
suite.  Ces  fonctions  x  ety  sont  les  deux  caracteristiques  du  mode  de  con- 
struction que  Ton  veut  appliquer  a  une  courbe  quelconque. 

Je  designerai  par  x'  et  y\  x'^  cty^  etc.,  les  derivees  completes  des 
divers  ordres  de  ^  et  de  j  par  rapport  a  o),  quand  on  y  considere  p,  et 
par  suite  p',  p\  .  .  .  ^  Sj  s^j  s^,  ...  comme  fonctions  de  cet  angle  d'apres 
Tequation  de  la  courbe.  On  aurait  par  exemple,  pour  Texpression  de  a/^ 


(0 


dx        f  dx        ff  dx  tff 

d^H-p  a^+P 

dx  dx  dx 


Quand  la  courbe  sera  efFectivement  donnee  dans  un  cas  particulier,  son 
equation  entre  p  et  a>  fera  connaitre  tons  les  coefficients  p',  p'^  p''',  .  .  . , 
s,  s^j  s^j  ...  des  derivees  partielles  de  la  fonction  caracteristique  Xy  qui 
sera  egalement  connue.  On  aura  ainsi  pour  x'  une  expression  qui  ne  de- 
pendra  que  de  a>.  S'il  s'agit,  au  contraire,  d'une  courbe  qui  reste  sous- 
entendue  et  quelconque,  p^  p'^,  .  .  .,  ^,  ...  subsisteront  dans  Tex- 
pression  des  derivees  X  y  X  ,  ...  avec  leur  signification  concrete,  tout 
comme  on  les  a  deja  admises  dans  celle  de  x  lui-meme. 

5.  Soit  (A)  1)  la  courbe  proposee  et  M  le  point  considere,  (B)  la 
developpee  et  G  le  centre  de  courbure  du  point  M  : 

MC  =  p. 

.4. 


Digitized  by 


Io8  HATON  DE  LA  GOUPILLIERE. 

Si  Ton  porle  les  longueurs 

MP  =  a:,    PM,  =j, 
M,  sera  le  point  correspondant  de  la  courbe  cherchee  (A,).  G)nstruisons 

Fig.  I. 


de  meme  le  point  infiniment  voisin  M'^ ,  en  prenant 

MW=pda>, 
M'F=  X  +  afdco,    P'M;  =  7  4- /dco; 

Telement  de  la  courbe  demandee  aura  pour  valeur 

Je  projette  successivement  sur  la  normale  et  sur  la  tangente  le  contour 
polygonal  ferme  MPM^M'^P^M'M.  II  viendra  ainsi 

MP  +  M,M;  sina  +  M;  F  sin^  —  M'FcostAw  =  o, 
•  M,P+M,M>os«  — M'^Fcost/o)  — M'Fsinrffi,+  MM'=o, 

c*est-a-dire 

x-\-  p^dea^  sina  +  {y -\r dco)  dco  —  {x-^-  x'd(o)  =  o, 

y  +  p,c&»,cos«  —  {y+y'dco)  —     +  x'dco)  dco  H-  pdco  =  o, 
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ou,  en  supprimant  les  infiniinent  petits  du  second  ordre, 

p,  da>^  sina  =      — j)  dco^ 
Pidco^  cosa  =  (a:  -t- —  p)  dea. 

On  tire  de  la  en  premier  lieu 

(2)  da>,  =  da>)J{x'  —  y)''^     +/—  p)% 


109 


(3) 


X'—Y 


et  ensuite 

«  =  arc  tang  (^^^). 
On  a  d'ailleurs,  dans  les  deux  triangles  HKT,  M'^KT', 


(4) 


dea^  =  da>  —  doL^ 
a>f=  a  —  a  C, 


avec  une  constante  qui  sera  nulle  si  Ton  rapporte  les  deux  angles  variables 
au  meme  axe  de  comparaison ;  et  enfin 

(5)  a>,  =  a>  — arc  tang  +C. 

D'gn  autre  cote,  il  vient,  en  differentiant  Tequation  (3), 

dcifj 


^  (x+y-p)  (x''-y')-{x'-r)  (j^-h,y"-p') 


ce  qui  donne,  d'apres  la  relation  (4), 

'  (,r'— (x+j'— p)*  ' 
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et,  en  substituant  dans  la  formule  (2), 

/fix ,  r(a^-r)'-f-(:r-f-./-pn^  

II  ne  restera  plus  des  lors  qu'a  eliminer  eo  entre  les  relations  (5)  et  (6) 
paur  avoir  Fequation  definitive  de  la  courbe  cherchee.  On  pent  egalement 
se  contenter  de  la  representer  par  le  systeme  des  deux  formules  (5)  et  (6), 
qui  expriment  explicitement  les  nouvelles  variables  p,  et  co^  en  fonetion  du 
parametre  auxiliaire  co. 

4.  Attachons-nous  specialement  au  cas  oil  les  fonctions  caracteris- 
tiques  x  et  qui  definissent  le- mode  de  construction,  satisferaient  a 
ridentite 

(7)  oc'=y, 

quand  on  remet  pour  x'  sa  valeur  (i).  II  est  clairque  cette  hypothese  reste 
extremement  large,  puisqu'elle  pennet  encore  de  choisir  a  volonte  la  fone- 
tion qui  exprime  Tabscisse. 
L'equation  (5)  donne  alors 

=z=  0)  C. 

Si,  de  plus,  les  expressions  de  x  et  de  j ne  renferment  qu$  «,  T^limination 
se  trouvera  toute  faite;  car  on  pent,  en  modifiant  Torigine  arbitraire  des 
angles  eo^ ,  faire  G  =  o ,  et  alors    ne  diflfere  pas  de  o), . 

On  remarquera ,  de  plus ,  la  forme  tres-simple  a  laquelle  se  reduit  ^lors 
Fequation  (6)  de  la  courbe 

(8)  = 

Cette  simplification  subsiste  dans  tous  les  cas;  mais,  si  a?et/  renferment 
d'autres  quantites  que  a>,  il  restera  a  eliminer  p  entre  cette  derniere  for- 
mule et  Fequation  de  la  courbe  proposee. 
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5.  Nous  obtiendrons  une  simplification  analogue  en  supposant  satis- 
feite  ridentite 

(9)  x^y—p  =  o. 

Dans  ce  cas,  I'equation  (5)  donne  encore,  en  supprimant  la  constante, 

co^  =  a)j 

m 

et  la  formule  (6),  qui  se  reduit  alors  a 

(10)  p,  =  ^_j, 

represente  entre  et  comme  dans  le  cas  precedent,  la  courbe  de- 
mandee. 

6.  II  en  sera  enfin  de  menie  pour  Thypothese  plus  generale 

(11)  x'  —  jr=  (a;-h/— p)tangg, 

dans  laquelle  tangs  designe  une  constante  arbitraire.  La  formule  (5)  donne 
encore 

eo,  =  co, 

et  la  relation  (6),  qui  prend  la  forme  tres-simple 

(12)  p,sing  =  a;'— /, 

fournira  la  courbe  cherchee- 

7.  Prenonsen  passant  quelques  exemples  generaux.  Si  la  construction 
adoptee  consiste  a  porter  sur  la  tangente  Tare  rectifie,  on  devra  faire 

x=o,   jr  =  fp^^ 

d'ou 

/=p,    0:  +  /— p=o; 
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la  relation  (9)  etant  satisfaite,  Tequation  (10)  donne 

p^  =  —fpdco, 

ce  qui  est  bien,  en  effet,  I'equation  connue  de  la  developpante  (*). 

Si,  au  contraire,  on  porte  sur  la  normale  le  rayon  du  cercle  osculateur, 
on  a 

I'equation  (10)  donne 

equation  connue  de  la  developpee. 

Si  Ton  prend  sur  la  normale  le  rayon  de  courbure  p  et  sur  la  tangente 
celui  p'  de  la  developpee 

x'  =  y, 

ridentite  (7)  est  satisfaite,  et  la  formule  (8)  donne 

p. = p^ 

ce  qui  est  bien  I'equation  de  la  seconde  developpee. 

On  retrouverait  de  meme  les  developpees  des  ordres  successifs  sans 
aucune  difBculte. 

8.  Pour  sortir  de  ces  resultats  deja  connus,  qui  ne  constituent  que  des 
verifications,  supposons  que  Ton  demande  le  lieu  obtenu  en  portant  sur 
toutes  les  tangentes  une  longueur  constante, 

x=o,   /  = 


(')  Le  signe  est  indifferent,  pnisqne  rex|H>9ant  |  designe  an  radical. 
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la  formule  (5)  devient 

0)^  —  0) arc  tang  ^  +  G , 

ce  qu'on  peut  ecrire,  en  supprimant  la  constante, 

/ 

=  a>  4-  arc  tang 
La  relatioif  (6)  donne  de  merae 

et  il  ne  reste  plus  qu'a  eliminer  dans  chaque  cas  co  entre  ces  deux  formules. 

Si,  par  exemple,  on  soumettait  a  cette  construction  la  courbe  repre- 
sentee par  I'equation 

p  =  /  tang/Wfit), 
on  trouverait  facilement,  pour  celle  du  lieu  cherche, 

/    m        \  / 

P,  COSl   fit),      =   ;  

Si  cependant  on  fait,  en  particulier,  m  =  i,  ce  qui  correspond  a  la 
tractrice,  cette  formule  devient  illusoire;  mais  la  relation  (5)  donne 

co^  =  const  , 

ce  qui  represenle  une  droite. 

9.  (Tonsiderons  maintenant  le  mode  de  construction  qui  consiste  a 
porter  sous  une  inclinaison  constante  une  quantite  proportionnelie  au 
rayon  de  courbure.  II  aura  pour  fonctions  caracteristiques 

X  =  ap,    y  =  bp. 

On  en  deduit 

x'—y^af  —  bp, 
x+y'  —  p      {a  —  \)p-hbp\ 

XLF*  Cahier.  i5 
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et,  en  effectuant  toutes  les  reductions, 

(^■-X)  {x'+x"-t')  -  (^  +  /-P)  ¥'-/)  =  [«(■  -o)  -  *"]  iff'-  f") 

=  [a(,-a)-*']p>^;^'. 

D'apres  cela,  T equation  (5)  prend  la  forme 

(1 3)  =a,-arctangl  ^  -— -j-^-C, 

et  la  formule  (6) 

10.  Gomme  cas  particulier,  supposons  qu*on  impose  aux  deux  mo- 
dules a  et  ^  de  la  construction  la  relation  suivante  : 

=  a{\  —  a). 

On  voit  qu'elle  exprime  que  le  point  variable  se  trouve  sur  le  cercle  decrit 
sur  le  rayon  de  courbure  comme  diametre;  par  consequent,  d*apres  le 
theoreme  de  Reaumur,  le  lieu  cherche  devient  la  developpoide.  On  aura 
alors  simplement  (i3) 

b 

co^  —  €0     arctang  ^  ^  > 

ou,  en  supprimant  la  constante, 

par  suite,  Telimination  se  trouve  effectuee  d'elle-meme,  et  il  reste  (i4) 
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ou,  en  remplagant  b  par  sa  valeur, 

p,  =  py/i  —  a  H- p'y/a. 

11.  Pour  construire  une  courbe  en  portant  sur  les  tangentes  de  la  pro- 
posee  une  longueur  proportionnelle  au  rayon  de  courbure,  il  suflira  de 
faire  a  =  o  dans  les  formules  (i3)  et  (i4)>  ce  qui  donne 


a>^  =  a>  —  arc 


Jl 

[■H-;^l0gGj)]' 


Si,  par  exemple,  on  applique  cette  construction  a  une  spirale  loga- 
rithmique, 

(1 5)  p=--A6«-, 

on  obtient  une  spirale  egale. 

12.  Pour  connaitre  le  lieu  des  points  qui  divisent  le  rayon  de  courbure 
dans  un  rapport  constant,  on  n'aura  qu'a  supposer  de  meme  b  =  o.  II 
viendra  par  la 


a..=  «-harctang(^^)H-C, 


Je  designerai,  pour  simplifier,  par  n  le  rapport  des  distances  du  point 
cherche  au  point  propose  et  au  centre  de  courbure, 

/  MMi  a 


CMi       1  —  a 

i5. 
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On  aura  des  lors  {fig-  a) 


arctang(«^P), 


(•7) 


\   aw    /  aw* 


Par  exemple,  pour  w==o,  on  retrouve,  comme  cela  devait  etre,  la 
courbe  elle-m^me, 

^1  =  ^>      Pi  = 


et,  pour  /2  =  cx)  ,  sa  developpee 


=       P.  =  rf^- 


Pour  «  =  I ,  on  obtiendra  le  lieu  des  milieux  des  rayons  de  courbure 

-h  arc  tang  (^^^^  -f- G, 


Si  Ton  attribue  a  n  des  valeurs  negatives,  le  point  cherclie  est  situe  non 
plus  sur  le  rayon  de  courbure  proprenient  dit,  mais  sur  son  prolongement. 
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Si,  en  premier  lieu,  n  est  en  valeur  absolue  inferieur  a  Timile,  ce  point  se 
trouvera  hors  de  la  convexite.  Par  exemple,  pour  n  =  —  ^,  on  obtient 
le  lieu  des  points  sjrmStriques  des  centres  de  courhiire  par  rapport  aux 
tangentes 

o),  -r..  — arctang(^--^j  +  • 

Si,  au  contraire,  n  est  en  valeur  absolue  superieur  a  Tunite,  le  point 
sera  situe  au  dela  du  centre  de  courbure  par  rapport  a  la  ligne  proposee. 
Par  exemple,  I'hypothese  n  =  —  2  fournit  le  lieu  des  points  symetriques 
de  ceiix  de  la  courbe  par  rapport  a  leurs  centres  de  courbure  respectifs : 


a,  =  CO 


P.  =  P 


.arctang(.l^)H-C, 


13,  Si  Ton  cherche,  comme  application,  le  lieu  des  points  qui  divisent 
dans  un  rapport  constant  les  rayons  de  courbure  de  la  spirale  loga- 
rithmique,  en  appliquant  les  formules  (17)  a  Tequation  (i5),  on  obtient 
une  spirale  egale. 

Envisageons,  comme  second  exemple  particulier,  Tepicycloide 

p  =  A  sinmo^. 

II  vient  alors 

a>,  =    +  arctang(m/icolmft>), 

,  V  4     (sin'/nw -4- m*/i' cos'mo))' 

(/^  -i-  l)p,  =  A-r~  ;  5—5  5  ;  

II  sera  done  facile,  si  Ton  en  veut  prendre  la  peine,  d'acliever  Telimina- 
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tion.  II  sufBrait,  pourcela,  d'eleverau  carre  cette  derniere  relation  et  de 
la  traiter  comme  une  equation  du  troisieme  degre  par  rapport  a  Tinconnue 


En  la  resolvant  par  la  formule  de  Cardan,  on  en  deduirait  facilement  la 
valeur  de  cotma>,  que  Ton  substituerait  dans  celle  de  o^;  on  obtiendrait 
ainsi  une  epicycloide  allongee  ou  raccourcie,  d'apres  un  theoreme  de 
M.  Fouret  [Bulletin  de  la  SociStS philomathique,  1868,  p.  90). 
Je  m'attacherai  seulement  a  Thypothese  speciale 


I 

m 


qui  donne  simplement 

Pi  =  i  A. 


On  retrouve  ainsi  cette  propriete  connue  des  epicycloides,  que  le  cercle 
fixe  partage  les  rayons  de  courbure  dans  un  rapport  constant. 
Pour  la  cycloide,  il  vient 


m  =  i,  p, 


00 


ce  qui  tient  a  ce  que  le  lieu  des  milieux  des  rayons  de  courbure  se  reduit 
a  la  base  de  la  cycloide. 

14.  Envisageons  encore  les  courbes  remarquables  qui  ont  pour  equa- 
tion en  coordonn^es  polaires  ( * ) 

(18)  r^  =  A'"sinm9, 
ou,  avec  les  variables  que  nous  avons  adoptees, 

(19)  p  =  ^  sin^f-:^  a>). 

I  ~  ~  "  '   '  ——————— 

(«)  J'ai  (lonn^y  dans  les  Nouvelles  Annates  de  Mathematiques  (2«  s^rie,  t.  XV,  p.  97),  un 
resume  des  nombreuses  proprietes  de  cette  classe  de  courbes. 


Digitized  by 


FORMULES  NOUVELLES  DE  CIN^MATIQUE.  J  l() 

On  a  alors  (17) 

/i  —  m     ^    m  \ 

a>.  =  a>-h  arc  tans;!  n  cot  — —  co  ) , 


I  — Qm 

A 


Pi  =  7 — ; — w  \  sin 

(1  4- m)(i -t-n) 


X 


fsin*  {   ^    0)^  — -\  cos*      —  <A\ 

sinM  ft)l4-/iM  I  cosM  w)  — ^ 

yi-j-zw    /  \i-+-/w/  \H-m   /  (n-m)» 

L'elimination  ne  pent  plus,  comme  pour  les  deux  problemes  precedents, 
etre  effectuee  d'une  maniere  generale;  mais  elle  reste  possible  pour  une 
hypothese  speciale  qui  conduit  a  un  r^sultat  digne  de  remarque. 
Prenons  pour  n  la  valeur  suivante  : 


n  —  

I  —  m 


On  aura,  d'une  part,  sauf  une  constante, 


Ot) 

€0,  =   ;   > 


I— 3WI 


Pi  =  7  rsm  "•^(— 7— 


et,  en  second  lieu, 
ou,  en  substituant  pour  n  et    leurs  valeurs, 

I— am 

1  — m  A    .  — r — 

=  — —  A  sm       ma>, . 

II  arrive  ainsi  que  la  courbe  cherchee  est  de  la  meme  nature  que  la  pro- 
posee  (19),  quoique  d'un  autre  ordre.  En  effet,  pour  identifier  cette  equa- 
tion a  la  precedente, 

Pi  =  —  Sin   —  a>,  I , 
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il  suffit  de  poser 


1  -r  //il 
1  —  2 //I  1  — 


m  =  — 


■  J 


'  H-//2i 


Or  ces  trois  conditions  peuvent  etre  satisfaites  a  la  fois  par  les  valeui^ 


A        A  m 

A,  —  — >    m.  =  


tn 


Si  done  on  revient  au\  eoordonnees  polaires  le  lieu  cherche  aura 
pour  equation  (rapportee  a  sa  tangente  a  Torigine) 


sin 


-1 


1  — m 


Si,  par  exemple,  on  demandait  que  la  nouvelle  courbe  ainsi  obtenue 
fut  la  transformee  de  la  proposee  par  rayons  vecteurs  reciproques,  il  suf- 
firait  de  prendre 


1  —  m 

d'oii 


m 

=  —  m. 


I  4-  ^ 

m  =  2,    n  =  =  —  o. 


I  —  m 


La  courbe  donnee  devrait  done  etre  une  lemniscate  de  Bernoulli,  et  Ton 
trouverait  une  hyperbole  equilatere  pour  le  lieu  des  points  obtenus  en 
prolongeant  le  rayon  de  courbure  au  dela  du  centre  de  courbure  de  la 
moitie  de  sa  valeur. 

§  IL 

RECHERCHES  INVERSES. 

15.  Nous  avons  vu  comment  les  formules  (5)  et  (6)  font  connaitre,  au 
moyen  de  simples  differentiations,  la  nature  du  lieu  geometrique  qui  pro- 
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vient,  d*apres  une  construction  definie,  d'une  courbe  donnee.  On  pent, 
d'une  maniere  inverse,  chercher  a  determiner,  a  priori,  cette  derniere 
courbe,  de  telle  sorte  que  la  construction  proposee  fournisse  comme  lieu 
geometrique  une  ligne  designee  a  Tavance.  En  se  donnant  celle-ci  par  son 
equation 

F(Pn«i)  =  0, 

il  suflira  d'y  remplacer  les  variables  p,  et  eo^  par  leurs  expressions  (5) 
et  (6);  on  aura  immediatement  entre  p  et  I'equation  de  la  courbe  cher- 
chee  si  x  ely  sont  des  fonctions  de  a>  seulement,  S'ils  renferment,  au  con- 
traire,  p  ainsi  que  ses  derivees  ou  ses  integrales,  on  aura  seulement  Tequa- 
tion  differentielle  de  cette  ligne,  et  il  restera  a  Tintegrer  dans  chaque  cas. 

16.  Proposons-nous,  en  premier  lieu,  de  faire  en  sorte  que  le  lieu 
trouve  se  reduise  a  un  point  fixe,  quel  que  soit,  du  reste,  le  mode  de  con- 
struction auquel  on  soumet  la  courbe  cherchee.  La  condition 

P.  -=o 

exige  que  Ton  ait  a  la  fois  (6) 

(20)  x' — j  =  o,  x-^y — p  =  o. 

On  voit  d'abord  que  la  construction  en  question  doit  avant  tout  rem- 
plir  la  condition 

y  = 

qui  donne,  par  sa  substitution  dans  la  seconde  equation^ 

x     x'^ —  p  =  o, 

dans  laquelle  x  est,  pour  chaque  cas,  une  fonction  connue,  quoique  quel- 
conque,  dont  x^'  designe,  en  abrege,  la  seconde  derivee  complete.  On  a 
done  la,  entre  p  et  ew,  Tequation  differentielle  de  la  courbe  cherchee.  Elle 
sera  d'un  ordre  plus  ou  moins  eleve,  suivant  la  maniere  dont  figurent, 
dans  a;,  oi,  p,  ainsi  que  les  derivees  et  les  integrales  de  p. 

XLF'  Cahicr.  ,6 
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Sly  par  exemple,  Tabscisse  est  exprimee  uniquement  en  fonction  de  a> 
et,  par  suite,  rordonnee  par  sa  fonction  derivee 

^  =/(«),  r  =/'(«), 

la  courbe  cherchee  a  pour  equation 

Si  Fabscisse  est,  au  contraire,  exprimee  au  moyen  de  p  seulenient, 

a?  =  (p(p), 

la  question  peut  etre  ramenee  a  une  quadrature.  On  deduit,  en  effet,  de  la 

/       fix       dx  ftp         /  1 1  \ 

=  pY(p)  +  p"<p^(p). 

L' equation  differentielie  s*abaissera  du  second  ordre  au  premier  en  posant 
ce  qui  donne 

La  seconde  condition  (20)  devient  des  lors 
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Nous  la  rendrons  immediatement  integrable  en  la  multipliant  par  2(p'(p)^/p 
ce  qui  donne,  en  integrant, 

Si  maintenant  on  integre  par  parties  pour  simplifier,  il  viendra 

+  <P»(p)  -  2p^(p)       2/<p(p)4  =  G, 

d'ou  Ton  deduit 

 m  .  • 


v/2py(p)— ?•(/))-♦-€  — 2/^(p)4' 
mais  A  designe  ^  :  il  vient  done,  en  integrant  de  nouveau, 


(21)  co=^J 


Telle  est  T equation  de  la  courbe  cherchee,  dont  tous  les  points  conduisent 
au  meme  point  fixe  par  la  construetion  que  definit  la  fonction  (p(p). 

17.  Supposons  comme  application  la  construction  qui  consiste  a  par- 
tager  dans  un  rapport  constant  la  droite  qui  joint  le  point  decrimnt  au 
centre  de  courbure  de  la  developp6e,  on  a  alors 

x  —  ap^    y  =  ap\ 

ce  qui  satisfait  a  la  premiere  des  conditions  (20).  L' equation  (21)  donne 
d*apres  cela,  pour  la  courbe  cherchee, 

p  =  A  cos {eo  ^—^^  ' 
c'est-a-dire  une  epicycloide. 

16. 
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18.  Proposons-nous,  en  second  lieu,  de  chercher  une  ligne  telle  que 
le  lieu  qui  en  derive  par  une  construction  determinee  soit  une  droite.  Iia 
condition  sera 

co^  =  const. , 

e'est-a-dire  (5) 

^-arctang(^^-^^)=C. 

Dans  la  question  actuelle,  nous  ne  devons  plus  supprimer  la  constante, 
comme  lorsqu*il  s'agissait  de  construire  une  equation  dont  elle  modifiait 
simplement  Taxe  d'origine.  Ici  elle  definit  la  situation  de  la  droite  cherchee 
par  rapport  a  la  courbe  qui  sert  a  effectuer  la  construction.  Nous  ecrirons 
done 

Telle  est  Tequation  de  la  courbe  cherchee. 

19.  Supposons,  par  exemple,  que  la  construction  consiste  a  porter 
tangentiellement  une  longueur  constante, 

07  =  0,    j  =  /, 

il  vient  immediatement 

ptang(a)  —  C)  =  /, 

equation  de  la  tractrice. 

20.  On  peut  ramener  Tequation  (22)  aux  quadratures  dans  le  cas  tres- 
general  oil  la  construction  se  reduirait  a  porter  sur  la  normale  une  fonction 
quelconque  du  rayon  de  courbure 

x  =  <p{f),   j  =  o; 

la  formule  (22)  de  vient 

iMfl=t.,.g(»-c), 
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d'oii 

logcos(..-C)=J^^rfp. 

Supposons,  par  exemple,  la  division  du  rayon  de  courbure  dans  un 
rapport  constant  (16), 

On  obtient  ainsi,  pour  une  valeur  quelconque  de  /z, 

p"=  Acos(a)  — C). 

Si  d'abord  nous  faisons  n  =  i  pour  chercher  la  courbe  qui  aura  tous  les 
milieux  de  ses  rayons  de  courbure  en  ligne  droite,  il  vient 

p  =  Acos(a) —  C), 

equation  de  la  cycloide. 

Soit ,  en  second  lieu ,  =  —  \  pour  determiner  une  Ugne  telle  quen 
prolongeant  toutes  ses  nor  males  du  cote  de  la  convexite  d'une  longueur 
Sgale  au  rayon  de  courbure  on  obtienne  une  ligne  droite.  On  a  dans  ce  cas 

pcos^(a)  —  C)  =  A, 

equation  de  la  chsunette. 

21 .  Supposons  encore  la  construction  qui  consiste  a  projeter  deux  fois 
de  suite  le  rayon  de  courbure  de  sa  position  au  second  cotS  d'un  angle 
complement  aire  de  eoy  et  de  ce  c6t6  sur  la  nor  male,  pour  remettre  cette 
longueur  dans  la  situation  voulue  : 

x  =  p  sin^o),    J  =  o, 
a/=  p'sin^o)  -h  2psina>cos(y, 

r  equation  (22)  de  vient 

tang  (o)  —  C)  =  J 

sinw 


tang  (a>  —  C)  +  '  = — h  2  =  o 
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Si  Ton  prend  en  particulier  C  =  o,  il  vient 

^  4-3-; —  =  o, 

p  8111  Gi) 

d'oii 

equation  d*une  parabole 

22.  Proposons-nous ,  en  troisieme  lieu,  de  trouver  une  courbe  telle 
que  le  lieu  qui  en  derive  par  une  construction  quelconque  (a:,  /)  soit  un 
cercle.  Nous  exprimerons  cette  condition  en  attribuant  a  dans  la  rela- 
tion (6),  une  valeur  constante  R.  Cette  fonnule  foumira  alors  1' equation 
finie  ou  difTerentielle  de  la  courbe  cherchee. 

23.  Supposons,  par  exemple  {fig.  3),  que  la  construction  consiste  a 
partager  dans  un  rapport  constant  la  drotte  qui  joint  le  centre  de  courbure 
de  la  developp^e  au  point  d' intersection  de  la  norma  le  avec  une  courbe 
par  allele  a  la  proposie. 

Fig.  3. 


p' 

1^ 

IP 

P  * 

M  6] 

/ 

II  est  facile  de  voir  que  les  fonctions  caracteristiques  seront  les  sui- 
vantes  : 

X  —  af-\-  by   y  =  a^'. 
Elles  satisfont  a  Tidentite  (7) 


(*)  On  saity  en  efTet,  que  le  lien  des  points  obtenus  en  projetant  sur  la  normale  la  projection 
du  centre  de  courbure  sur  le  rayon  vecteur  n'est  autre  que  I'axe  de  la  parabole. 
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ce  qui  reduit  Tequation  (6)  a  la  forme  (8) 

a?-f-/— p  =  R, 

c  est-a-dire 

ap''-f-  (a  —  i)p  =  R  — 6; 

d'oii  en  integrant 

P  =  ^H-Cco8(«y/^), 

equation  des  courbes  paralleles  a  I'epicycloide. 

24.  Envisageons  egalement  la  construction  qui  consiste  a  prendre  une 
longueur  constante  I  =  CK  sur  la  normale  de  la  d^velopp^e,  a  joindre 
son  extremity  R  au  point  d^crimnt  M,  a  la  projeter  en  sur  la 
droite  MM^ ,  qui  fait  un  angle  constant  a  avec  cette  droite  de  jonction  MK. 


K 

I 

< 

:  1 

On  trouvera  sans  difQculte  que  les  fonctions  caracteristiques  de  cette 
construction  sont  les  suivantes  : 

a?  =  (p  cosa  —  /  sina)  cosa , 
y  =  (/cosa  4-  psina)  cosa. 

EUes  satisfont  a  Fidentite  (i  i) 

X  H-/—  p  =  (^'— /)  tanga , 

ce  qui  reduit  Feqiiation  (6)  a  la  forme  (la) 

x' — /  =  Rcosa, 
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c'est-a-dire 


p' —  ptanga  =  /  H- 


cosa 


11  vient,  en  integrant, 


'  sina 


equation  des  courbes  paralleles  a  la  spirale  logaritlimique. 

25.  Proposons-nous  enfin,  en  quatrieme  lien,  de  trouver  une  eourbe 
telle  que  le  lieu  qui  en  derive  par  une  construction  soit  une 
parabole 

(23)  p^cos^o),  =yy. 
L' equation  (5)  donne 

En  egalant  le  cube  de  cette  valeur  k  Tinverse  y  de  la  formule  (6),  on  voit 

disparaitre  le  facteur  qui  figure  a  une  puissance  fractionnaire ,  et  Tequa- 
tion  devient  rationnelle  sous  la  forme 

= (^-r) ' + (^+y- p) '  -  +/- p)   -rO + -r)  (^^^ 

26.  Si  le  mode  de  construction  satisfait  a  Tidentite 

(24)  J  =  ^', 

cette  derniere  equation  se  reduit  a  la  forme  tres-siniple 


c'est-a-dire 


X-hY  —  p  = 

'  cos'  CO 


p 


(25)  p  =  a7  +  .r 
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Supposons,  par  exemple,  une  ahscisse  telle  quelle  ait  une  projection 
constant e  sur  la  normal e  a  Vorigine 

COSO) 

a\^ec  une  ordonn&e  satisfaisant  a  Videntite  (24) 

P  sind) 
cos'o) 

cest'h'dire  telle  quen  la  projetant  sur  la  tangente  a  Vorigine  et  menant 
par  les  deux  extr^mit6s  de  cette  projection  des  paralleks  a  la  normale  du 
point  decrimnt,  elles  interceptent  encore  la  longueur  constante  p  sur  la 
normale  a  Vorigine.  L'equation  (aS)  devient  alors 

'       cos' w 

c'est-a-dire  identique  a  (aS).  Ainsi  la  courbe  qui  fournit  la  parabole  (aS) 
par  la  construction  en  question  est  une  parabole  identique. 


SECONDE  PARTIE. 

APPLICATIONS  A  LA  CIN^MATIQUE. 


§  HI. 

ENVELOPPES  DES  DROITES  MOBILES. 

27.  Les  methodes  precedentes  peuvent  fournir  un  utile  secours  pour 
I'etude  du  mouvement  d'une  figure  plane  et  servir  a  respudre  certaines 
questions  quMl  semble  difficile,  pour  ne  pas  dire  impossible,  d'aborder 
par  une  autre  voie. 

Definissons  un  tel  mouvement  au  moyen  d'une  courbe  Mea  que  nous 

Xiy  Cahier,  17 
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appellerons  directrice,  sur  laquelle  une  droite  ML,  nommee  caractirU- 
tique  de  la  figure,  roule  et  glisse  tout  a  la  fois  suivant  une  loi  determinee. 
Si  Mft)  {fig.  5)  marque  le  sens  des  angles  croissants,  celui  de  la  rotation  de 


Fig.  5. 


Ja  figure  sera  represente  par  la  fleche  (a).  Nous  definirons  une  droite 
quelconque  LM,  de  cette  figure  par  la  distance  tangentielle  ML  de  son  inter- 
section avec  la  caracteristique  port^e ,  d'apres  la  convention  qui  regit  le 
signe  de  x  (2),  en  arriere  du  sens  Ma>,  et  par  Tangle  s  compte,  par  rap- 
port a  LM,  dans  le  sens  de  la  rotation  (a). 

La  longueur  LM  est  formee  de  Tare  s  embrasse  dans  le  roulement, 
plus  le  glissement  arbitraire,  que  je  representerai  par  (p(a)),  I^a  derivee 

(le  ce  deniier  <p'  {co)  ^  >  divisee  par  la  vitesse  angulaire  ^  ?  fournira  la 

distance  Mfl  du  centre  instantane  £i  au  point  M ,  laquelle  devra  etre  portee 
sur  la  normale  a  cette  vitesse  de  glissement.  Elle  sera  d'ailleurs  comptee 
en  dessous,  puisque  le  glissement  positif  est  dirige  vers  la  gauche  et  la 
rotation  dans  le  sens  (a).  On  a  done  en  resume 

ML  =  ^  +  (p{o)), 

  • 

Mn=  cp'(a)). 

fiC  point  M,  de  Fenveloppe  de  la  droite  mobile  LM^  s'obtient  par  la 
projection  du  centre  instantane  fl.  On  a  done  pour  les  coordonnees  de  ce 
point 

^  =  Mp,  j  =  m7p, 


\ 

t 
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c*est-a-dire 


X  =  M^  Lsine, 


f  =z  s-h  ^  —  M, Lcosg. 


Mais  d'ailleurs 


et  comme 


il  vient  enfin 


M,L  =  QL  — QM,, 
QL  =  (^-f-  (p)  C0S6, 


QM^  =  $'sing, 

x  =  {S'-h  <p)  singcosg  —  (p'sin^g, 
J  =    4-  <p)  sin^  g  H-  (p'  sing  cos  e. 


On  en  deduit  par  la  difTerentiation 


et  par  suite 


a?'  =  p)  sin  s  cos  e  —  (p'^  sin^  € , 
y  =  (?'4-  p)sin^gH-  (p''' sing  cos g, 

of — jr  =  sing[pcosg  —  {s (p -h  (p^^)  sing], 
— p  =  cosg[(^ +  (p  H-  (p''')sing  —  pcosgj. 


Ges  formules  donnent 


X  —  Y 

 TIT-  =  —  tangg. 


p 

Si  done  on  applique  en  premier  lieu  la  forniule  (i  1)9  il  viendra 

(26)  ^,  =  6)  H- const. , 
que  nous  pouvons  reduire  a 

(27)  a),  =  a?, 

en  convenant  de  faire  coincider  au  meme  moment  les  origines  des  angles 

'7- 
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respectifs  siir  les  deux  courbes.  II  vient  en  second  lien  (12) 

Pi  = 

sine 

ou  definitivement  (*) 

(28)  =  pcosg —     -I-  (pH-  (^")  sing. 

28.  Si,  par  exemple,  on  fait 

(p=  — ^, 

en  operant  un  glissement  egal  au  roulement  et  dans  le  sens  de  ce  dernier, 
de  maniere  que  la  droite  mobile  ne  cesse  de  passer  par  le  point  qui  decrit 
la  directrice,  son  enveloppe  devient  la  developpoide  de  cette  courbe.  La 
relation  (a8),  qui  devient  alors 

(29)  =  pcosg  p'siuf, 
reproduit,  en  efFet,  Tequation  connue  de  ces  courbes  (^). 

29.  L' equation  (28)  conduit  a  un  theorenie  assez  remarquable  de  Gine- 
matique.  On  voit  qu'elle  n*est  nuliement  modifiee  si  Ton  change  <p  (co) 
en  (p      -h  4  (^)  lorsque  4  (^)  est  determine  par  Tequation  differentielle 

4(a,)-f-4'^(a))  =  o, 

c'est-a-dire  avec  deux  constantes  arbitraires 

(30)  4(0)):=  Asin(a>-f-B). 

II  pent  sembler  etrange,  au  premier  abord,  qu'une  modification  aussi 


(*)  II  est  facile  de  ramener  cette  formiile  St  celle  qui  a  ete  donnee,  h  un  autre  |K)int  de  vue, 
par  M.  Habich  [Les  Mondes,  t.  XIV,  p.  4o5). 

(*)  Hadicb,  Les  Mondes,  I.  XIX,  p.  33.  —  Abbe  Aoust,  Analyse  infinitisimale  des  courbes 
planes,  p.  78. 


Digitized  by 


FORMULES  NOUVELLES  DE  GINEMATIQUE.  1  33 

profonde  apportee  a  la  loi  du  glissement  n*altere  pas  Tenveloppe  des 
droites  de  la  figure.  Ge  serait,  en  effet,  mal  interpreter  le  resultat  prece- 
dent. II  faut  bien  remarquer,  a  cet  egard,  que  deux  equations  identiques 
entre  p  et  o)  fourniront  non  pas  precisement  la  meme  courbe,  mais  deux 
courbes  egales;  en  d'autres  termes,  deux  positions,  en  general  difFerentes, 
de  la  meme  courbe.  C'est  le  propre  des  coordonnees  natureUes  p,  a>  de 
faire  abstraction  de  la  situation  pour  ne  s'attacher  qu'a  la  forme,  par  oppo- 
sition aux  coordonnees  ordinaires  (rectilignes,  polaires,  curvilignes,  etc.), 
qui  renseignent  a  la  fois  sur  la  forme  et  la  position  de  la  courbe  repre- 
sentee par  une  equation.  D*apres  cette  observation,  au  lieu  d'une  appa- 
rente  absurdite,  nous  obtenons  un  theoreme  qui  pent  s'enoncer  de  la  ma- 
niere  suivante  : 

Si  Von  modifie  le  glissement  de  la  droite  caracteristique  de  la  figure 
cat  moyen  d'une  cycloide,  du  reste  quelconque,  en  ajoutant  a  chaque 
instant  a  ce  glissement,  pour  passer  d'une  position  a  V autre  de  cette 
droite,  Vara  cycloidal  compris  entre  les  tangent  es  par  alleles  a  ces  deux 
lignes,  Venveloppe  de  la  ligne  mobile  nen  sera  nullement  modifiee  dans 
sa  forme.  Sa  situation  seule  en  est  ajfectee  et  se  trouve  deplacee  paralle- 
lement  a  elle^meme. 

Le  motif  de  cette  derni^re  circonstance  provient  de  ce»que  I'equa- 
tion  (27)  ne  renferme  aucune  influence  de  ^.  Par  consequent,  les  angles 
pour  lesquels  le  rayon  p^  a  conserve  la  meme  valeur  n'ont  eux-memes 
subi  aucune  alteration. 

II  ne  sera  pas  sans  interet  de  verifier  inversement  cette  propriete  de  la 
maniere  suivante.  Soient  Ma>  la  directrice  {fig^  6),  M,G  et  M'^C  les  .deux 
enveloppes  egales  et  paralleles.  La  valeur  M,M'^  de  la  translation  et  sa 
direction  constituent  des  constantes.  Nous  pouvons  done  prendre  cette 
direction  M,  M'^  comme  axe  de  comparaison  de  Tangle  de  contingence  o)  qui 
cai'act^rise  la  tangente  MH  de  la  directrice.  Soient  M,  D  et  M'^D'  les  deux 
tangentes  menees  sous  Tangle  i,  par  rapport  a  cette  demiere,  aux  points 
correspondants  M,  etM'^.  Le  supplement  de  glissement  4  («)  qui  fait  passer 
de  Tune  a  Tautre  sera  mesure  par  LL^,  et  c'est  lui  qu'il  nous  faut  ^valuer. 
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A  cet  effet,  menons  encore  M'^K  parallele  a  ML.  Le  triangle  M^M'^K 
fournit  la  proportion 

^sin(M>KM;4-M,M;K) 

m;m^~      sin  m,  km;  ' 

c'est-a-dire 

'     <  sine 

ce  qui  revient  bien  a  Texpression  (3o) ;  car  la  constante  e  qui  s'ajoute  a  a» 
peut  etre  laissee  arbitraire  et  remplacee  par  B,  si  Ton  rend  de  nouveau 
quelconque  I'axe  de  comparaison  au  lieu  de  le  fixer  d*une  maniere  spe- 
ciale,  comme  nous  venons  de  le  faire. 


Fig.  6. 


30.  Revenons  k  la  question  generale  et  posons,  pour  abreger, 
il  restera  (28) 

ds 

(3i)  =  ^  cosg —  {s  -h  ^)  sing. 

De  la  deux  ordres  distincts  de  questions. 

Si,  en  premier  lieu,  on  fournit  entre  s  et  co  1' equation  de  la  directrice, 
Telimination  de  ^  a  I'aide  de  cette  relation  et  de  la  formule  (3i)  fera  con- 
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naitre,  entre  p,  et  6>,  Tequation  de  la  courbe  envelopp^e  par  la  droite  mo- 
bile LM,. 

Si ,  de  plus,  on  suppose  Tequation  de  la  directrice  resolue  sous  la  forme 

(32)  s=f{a>), 

on  obtiendra  immediatement  celle  de  Tenveloppe 

(33)  p,  =/'(&))  cose  —  sing[/(a))  H- *((»)]. 

Supposons,  par  exemple,  que  la  directrice  soit  une  developpante  de 
cercle 

s  =  aco^ 

et  le  glissement  proportionnel  au  roulement 
le  resultat  sera  de  la  forme 

=  Aft?  4-  B, 

et  representera  lui-meme  une  developpante  de  cercle. 

31 ,  Si ,  au  contraire,  on  demande  quelle  doit  etre  la  directrice  pour  que 
la  droite  mobile  ML  enveloppe  une  courbe  definie  a  Tavance 

F(p,,a))  =  o, 

on  n'aura  qu'a  eliminer  p,  pour  obtenir  entre  s  el  eo  I'equation  differen 
tielle  de  la  directrice  cherchee 


F      cose  —  (^  -h  4>)  sing,  ojj  =  o. 


L' integration  pent  etre  effectuee  une  fois  pour  toutes,  si  I'equation  pro- 
posee  est  resolue  par  rapport  a  p, 
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Ti'equation  difTerentielle  devient,  en  effet,  par  la 

^  cose  —  ^  sing  =  $  {a>)  sing  -+-  F^  (6>), 
et  a  pour  integrate 

Supposonsy  par  exemple,  que  pour  une  loi  quelconque  de  glissement 
(p  (a>)  on  demande  que  la  droite  mobile  enveloppe  la  courbe 

p,  =  —  sms[(p{a>)  H-(p"(6>)], 

il  s'ensuivra 

F,(a>)  -h$(a>)  sing==o. 

L'integrale  precedente  se  reduira  des  lors  a  une  constante,  et  Tequation 
de  la  directrice,  qui  devient 

representera  une  spirale  logarithmique. 

C'est  ce  qui  arriverait,  par  exemple,  pour  le  glissement  cycloidal,  si 
Ton  demandait  que  la  droite  mobile  pass4t  constamment  par  un  point  fixe. 

32.  Mais  je  passe  a  des  questions  plus  detournees  et  plus  ditTiciles. 

Je  me  proposerai  d'abord  le  probleme  suivant  :  Quelle  doit  etre  la 
directrice  pour  quune  droite  de  la  figure  enveloppe  une  courbe  ^gale,  ou 
plus  generalement  une  courbe  semblable  a  cette  directrice? 

Nous  continuerons  a  representer  la  directrice  par  T equation  (Sa) 

Inequation  de  toutes  les  courbes  semblables  est  de  la  forme 
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en  designant  par  n  le  rapport  de  similitude.  L'addition  de  la  constante  ^ 
tient  a  ce  que,  pour  avoir  une  generalite  complete,  nous  n'exigerons  pas 
que  les  points  des  deux  courbes,  homologues  dans  la  similitude,  soient 
engendres  simultanement  par  le  contact  des  deux  droites  mobiles.  Quant 
au  double  signe  de  o),  on  le  prendra  superieur  ou  inferieur,  suivant  qu'il 
s'agira  de  la  similitude  ordinaire  o\idirecf€y  ou  bien,  au  contraire,  de 
celle  qui  est  accompagnee  d'un  retournement  de  la  figure  sens  dessus  des- 
sous,  et  que  nous  appellerons  la  similitude  inverse. 

Mais,  d'un  autre  cote,  nous  connaissons  deja  Tequation  (33)  de  Ten- 
veloppe;  egalons  done  les  deux  valeurs  de  p.  Si  en  outre,  pour  simplifier 
le  resultat,  nous  divisons  par  sing,  en  designant  par  m  une  nouvelle  arbi- 
traire,  il  viendra 

(34)  mf{u  zt  co)  =f[co)  coU -f{co)  -  <I>(^). 

Telle  est  Tequation  aux  differences  melees  qu'il  faut  integrer  pour  deter- 
miner la  fonction  /{a).  C'est  ce  dont  nous  nous  occuperons  dans  un 
instant. 

35.  Le  probleme  precedent  n'est,  du  reste,  qu'un  cas  particulier  de 
cet  autre  plus  general  :  Quelle  doit  etre  la  dii^cctrice  pour  que  Venve- 
loppe  d'une  droite  de  la  figure  soil  egale  ou  semhlahle  a  la  [p  —  jy^'"*^ 
developpee  de  cette  direct  rice? 

Comme  la  {p  —  i)'^*"*"  developpee  de  la  courbe 

a  pour  equation 

il  sufBra,  sans  rien  changer  au  second  membre  de  la  formule  (34),  de 
remplacer  dans  le  premier     gar^^''^  ce  qui  fournira  Tegalite 

(35)  m f^P\fJi  ±  a>)  ^f{a>)  cots  —f{a>)  —  4>(^). 

34.  Comme  nous  aurons  plusieurs  fois,  dans  la  suite  de  ces  recherches, 

Xm  Cahier.  i8 
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roccasion  de  rericontrer  de  telles  equations  aux  differences  melees,  j'indi- 
querai  des  a  present,  d'une  maniere  generate,  le  procede  qui  nous  per- 
mettra  d'en  effectuer  Tintegration, 

Je  commence  par  supposer  la  similitude  inverse ,  c'est-a-dire  le  signe 
inferieur  et  le  bin6me  ,u  —  co.  Pour  me  placer  d'ailleurs  dans  Thypothese 
la  plus  etendue ,  je  supposerai  que  le  glissement  <p ,  et  par  suite  la  fonc- 
tion  tout  en  restant  connus  datis  leur  forme,  renferment  dans  leur 
expression  donnee  non-seulement  co ,  mais  en  outre  ^ ,  et  un  certain  nombre 
de  ses  derivees  et  de  ses  integrates  (*).  L'integVation  deviendra  naturelle- 
ment  par  la  d'autant  plus  compliquee,  puisque  s  est  une  fonction  inconnue. 
Nous  pourrons  neanmoins  toujours  en  faire  disparattre  les  differences 
melees  et  reduire  la  question  aux  difficultes  de  Tanalyse  ordinaire  :  elimi- 
nations ou  integrations. 

On  pent,  en  premier  lieu,  concevoir  Tequation  inconnue  de  la  direc- 
trice  sous  la  forme 

en  prenant  pour  variables  coordonnees  eo  et  Fintegrale  la  plus  elevee  de  s 
qui  figure  dans  la  question  et  que  je  represente  par  t.  Des  lors,  <b  ne  de- 
pendra  plus  que  de  a?,  de  la  fonction  inconnue  t  et  d'un  certain  nombre  p 
de  ses  derivees ,  et  cela  d'une  maniere  connue  que  je  represente  par 

L'equation  aux  differences  melees  renfermera  d'ailleurs,  en  dehors  de  0 
et  d*une  maniere  explicite,  un  certain  nombre  de  derivees  de  F(a>),  jus- 
qua  F^^^(a;)  par  exemple,  et  d'autres  qui  dependront  de  tc —  a?,  jusqu'a 

Concevons  que  Ton  differentie  k  fois  cette  relation,  si  k  designe  le  plus 
grand  des  trois  nombres  On  aura  ainsi  A-  +  i  formules.  Chan- 

geons-y  partout  ^  en  ^  —  o),  et  par  suite  /ul  —  co  en  eo^  ce  qui  ne  fait  pas 


(')  Comme  on  Ta  suppose,  desle  commencement  (n**  2),  pour  les  fonctions  caracteristiques  x 
el  X  general. 
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apparattre  de  quantites  nomelles.  Nous  obtiendrons  en  tout  2/:  2  ega- 
lites  entre 

V{U'—C0)^       ¥'{u  —  C0),  V'\lUl'-  0)). 

Si  nous  eliminons  alors  ces  +  i  quantites  entre  les  2/1  +  2  relations, 
il  en  restera  une  entre 

c  est-a-dire  une  equation  difFerentielle  ordinaire  pour  la  determination  de 
la  fonction  F. 

II  importe  toutefois  de  remarquer  que,  a  cause  des  k  differentiations  qui 
ont  elargi  Tetendue  de  la  question  primitive,  Tintegrale  ainsi  trouvee 
sera  ordinairement  trop  generale.  II  restera  done  a  la  substituer  dans 
Tequation  aux  differences  melees  et  a  disposer  d'un  certain  nombre  de  ses 
arbilraires  pour  que  celle-ci  se  trouve  identiquement  satisfaite  ('). 


( ' )  Quant  k  la  similitude  directe  qui  correspond  au  signe  supericur  ou  au  bin^me  fA  +  je  me 
bornerai  k  snpposer  que  Tequation  aux  difTerences  nvelees  soil  lineaire  k  coefficients  coustants^ 
comme  cela  se  presentera  pour  tOutes  celles  que  nous  rencontrerons  dans  ces  rechercbes,  et,  en 
outre,  que  Fexpression  du  glissement  se  compose  elle-m^me  d*une  fonction  de  plus  une  expres- 
sion lineaire  k  coefBcients  constants,  formee  k  Taide  de /(c^)  et  de  ses  derivees.  On  aura  ainsi  une 
relation  de  la  forme 

A=30  k  —  o 

dans  laquelle  ^  designe  une  expression  completement  connue. 

On  comnienccra  par  chercher  une  solution  parliculiere  pour  pouvoir  se^lebarrasser  du  second 
membre.  Je  ferai  remarquer,  k  cet  egard,  que  cette  premiere  difficulte  disparaitra  dans  le  cas  du 
roulement  simple  ou  encore  du  glissement  cjrcloidal  [  n®  29) ;  car  alors  <I»  et,  par  suite,  W  s'annulent 
identiquement.  De  plus,  on  pourra  toujours  la  resoudre  quand  le  second  membre  sera  de  la  forme 

i=i  /=J 
4  (.,)=^P,Ve?^'%in'^'(S,-^)  4-^Py«/c^>%os"^(Sy(»), 

quel  que  soit  le  nombre  des  termes,  en  supposant  entiers  et  positifs  les  nonibres  /  et  R/,  /  et  Ry.  Or 
il  est  perniis  de  dire  que  cette  forme  comprend,  en  fail,  h  peu  pres  toutes  les  applications  parlicu- 
lidres  qu'il  peut  dtre  interessant  de  trailer. 

Pour  obtenir  avec  cette  generalile  une  solution  particuli^re,  je  commence  par  faire  remaiqiier 
qu'on  peut  supprimer  les  facteurs  trigonometriques  en  les  remplacant  par  des  exponentielles  ima- 

18. 
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55.  Pour  niontrer  Tapplication  de  cette  methode,  reprenons  le  pre- 
mier probleme  (u**  32),  en  supposant  le  glissement  proportionnel  a  Fare 
de  roulement 


ginaireSy  et  ccrire  plus  simplenient 

1=1' 

ir  -  O 

En  outre,  il  est  facile  de  voir  que^  si  l*on  possede  une  solution  particuliere  en  reduisant  successi- 
vement  M'  a  cliacun  de  ses  tcrmes,  la  somme  de  ces  solutions  en  fournira  une  quand  la  fonction  Y 
sera  reprise  dans  son  ensemble.  Nous  pouvons  done  ici  la  borner  a  un  seul  terme 

Or,  si  Ton  substitue  la  solution 


Texponentiellc  e^"*  disparaitra,  et  Ton  obtiendra  une  equation  rationnelle  et  entiere  en  ai,  puisque 
N  designe  une  quantite  connue.  On  egalera  alors  ^  zero  les  coefficients  de  ses  M  +  i  puissances 
et  Ton  en  deduira  les  M  +  i  indeterminees  €«,  par  des  equations  du  premier  degre. 

Cela  fait,  si  Ton  represente  par  la  solution  particuliere  ainsi  oblenue  et  que  Ton  prenne 
pour  nouvelle  inconnue 

F(a>) +/;(o>), 

la  determination  de  F  dependra  de  Tequation  sans  second  membre, 

^A^Fi^^w^  H-Y  B4F*^«-hfx;  izro. 

A=o  k—o 

Pour  Toblcnir,  on  lui  atlribuera  la  forme 

L'equation  se  divisera  par  la  en  divei*s  groupes  ayant  chacun  pour  coefficient  les  diverses  valeurs 
de  et  dont  il  suffira  d*annuler  le  second  facteur.  Or  celui  ci  sera  partout  le  meme,  sauf 

rindice  de  x,  et  la  relation  qui  I'egale  ^  zero  sera  la  snivante  : 

/i  -II  A-  K 

^  Aa     -h  ^  VikC^a^  =1  o. 

ft—o  k=0 

II  suffira  done  de  prendre,  pour  .r,,  .r,,  j-3,  . . .,  les  diverses  racines  de  cctte  equation  transcen- 
danle,  que  les  methodes  connucs  permettront  d'evaluer,  dans  cliaque  cas,  avec  autant  d^approxi- 
mation  qu'on  pourra  le  desirer.  Ces  procedes  sont  la  generalisation  de  celui  qui  a  ete  employe  par 
M.  Puiseux  dans  son  beau  travail  sur  la  recherche  de  la  courbe  qui  est  semblable  k  sa  develop|>ee 
[Journal  tie  Mathematiqucs  pares  ct  appliquees^  \^  scrie,  t.  IX,  p.  377). 
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L'equation  (34)  deviendra 

(36)  fnf\iu  —  co)  --^'f\(i))  cot5  ~  (i      c)J\o))  ~  cf\a>). 
On  en  tire,  par  differentiation, 

(37)  -  mf\fj,  -  co)  =^f\co)  cou  -  (I  +  c)f{co)  -  cf\co). 
Multipliant  par  cotg  et  ajoutant  avec  la  precedente,  il  vient 

^38^  i     t^^^  ~  ~  ""^^'J 

^       ^1  (1  +  c)f{co)  -  CJ\C0)  cotg  +  (cOt^i  ~  C)/\C0)  -  c/\co)cOtB. 

Mais  la  relation  (37)  donne,  en  changeant  a>  en  /u  —  coy 
f{fx  -  a>)  -/\u  ~  a>)  cote  =  mf\a>)  -  c  [/>  -     -\- f\fjL  -  co)\ . 

D'ailleurs,  Tegalite  (36)  fait  connaitre  /'(^  —  <&)),  et  la  derivee  de  la 
formule  (37)  fournity^''(Ac  —  co).  II  vient  ainsi,  en  substituant  dans  la  rela- 
tion (38), 

^y'H  +  ['^'^  2c(c+  I)  -  cotS]/V)  +        0/H  = 

equation  lineaire  a  coefficients  constants  qui  s'integre  imniediateinent  au 
nioyen  d'une  equation  bicarree. 

Si,  parexeniple,  le  glissement  est  egal  a  Tarcde  roulement  etque  Ton 
demande,  en  outre,  que  la  directrice  soit  egale  a  Tenveloppe  d'une  droite 
faisant  un  angle  de  45  degres  avec  la  caracteristique,  on  aura 

(39)  c  =  I ,    m  —  \y    cotg  —  1 . 
L'equation  differentielle  deviendra 

Elle  a  pour  integrale 

(40)  /((w)  =  (A     Bo))  sin(a>y/2)  +  (A'4- B'o))  cos(a)  y/ii). 
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Mais,  ainsi  que  je  Tai  fait  remarqiier  ci-dessus,  cette  forme  est  trop  gene- 
rale,  attendu  que  nous  avons  differentie  Tequation  proposee-  Nous  devons 
done  la  substiluer  niaintenant  dans  cette  derniere  (36),  qui  devient,  par 
les  hypotheses  adoptees  (89), 

/{u  -  0,)  =  -  ufico)  -/'{CO). 

En  annulant  les  coefficients  des  ternies  irreductibles  entre  eux  en 

sin(a)y/2),    cos  (0)^/2),    a>s\n[a)^)j      cos(<y  y/2), 

on  obtient  les  conditions 

A  sin/u  —  A'(v/^  —  cos/>t) 

=  (B  —  B'/tc)  cosyu  —  (B'+  B/^)  sin^t  —  (B  H^aB'v^), 

A'sin^tt  —  A  (y/2  -h  cos^) 

=  (B'-h  B/^)  cos^  +  (B  —  BV)  sin^u  —  (B'-2B  v/^), 

B  sin^  -f-  B'(i  +  cos^)  =  o, 
B'sinyu  +  B  (i  —  cos/u.)  =  o. 

Les  deux  dernieres  rentrent  Tune  dans  I'autre  et  fournissent  seulement  la 
valeur  de  /ut 

Si  nous  la  substituons  dans  les  deux  premieres  relations,  celles-ci  seront 
determinees  par  rapport  a  A  et  A',  car  elles  ont  pour  determinant  T unite. 
On  en  deduira  sans  difficulte,  pour  ces  quantites,  deux  valeurs  que  je  me 
dispense  d'ecrire,  et,  en  les  reportant  dans  la  formule  (4o),  on  aura  defi- 
nitivement  Tequation  de  la  courbe  cherchee  en  fonction  des  deux  arbi- 
traires  B  et  B'. 

56.  Supposons,  en  second  lieu,  que  le  glissement  soit  exprime  unique- 
ment  en  fonction  de  Tangle  de  roulement,  mais  du  reste  d'une  maniere 


Digitized  by 


FORMULES  NOUVELLES  DE  CIN^MATIQUE.  1 43 

quelconque,  sous  la  fovme  (p{a>),  et  reprenons  le  problenie  plus  etendu  du 
n^'SS.  Son  equation  (35)  donnera,  en  I'ajoutant  avec  sa  propre  differen- 
tielle,  prealablement  mullipliee  par  cotg, 

(41)  m[f^^^^{^-co)cote-/^^^^-co)]=f{co)-r 

si  nous  designons  par  une  expression  completement  connue*  Mais,  en 
differentiant  p  fois  Tequation  (35),  il  vient 

r^^-'^ic^)  coU  —f'''{co)  =  (-  \Ymf  '^'^{fx  —  c^)  ~  ^'^\a>). 

Changeant  a>  en  —  o)  et  substituant  dans  (4 1) ,  on  obtient  enfin  Tequation 
difK^rentielle  ordinaire 

(42)  *     (-  lym'^f'^^co)  cot=.  -/(^)  -  $,(0,). 

57.  Le  premier  probleme  (n**  52)  rentre  dans  celui-ci  pour  Thypothese 
p=\.  L' equation  (4^)  devient  par 4a  simplement 

(43)  (cot^.  -  m')f{a>) -f{a>)  =  0,(^). 

Si  Ton  suppose,  par  exemple,  le  glissement  proportionnel  a  la  rotation, 

^[eo]  =  CO), 

il  est  facile  de  voir  que  $  et,  par  suite,  $j  sont  de  la  forme  aca  -t-  ft,  et 
que,  par  consequent,  on  a  une  solution  particuliere  de  cette  meme  forme. 
Quant  a  Tequation  sans  second  membre,  elle  a  pour  integrale 

.   .   /    w-i-B  \ 
^  =  Asrnl  ,   )• 

\  vm*  —  col*  €  / 

La  fonction  cherehee  f{co)  indique  done  comme  directrice  une  develop- 
pante  d'epicycloide. 

On  n*a  pas  d'ailleurs  besoin  de  substituer  cette  integrale  dans  T equation 
aux  differences  melees  pour  disposer  des  constantes  A  et  B  en  vue  de 
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ridentification,  si  Ton  considere  les  deux  indeterminees  met  /ut  comme  des 
arbitraires  non  assignees  a  Tavance, 

38.  Si  Ton  fait,  au  contraire,  ^  =  0,  c'est-a-dire  si  Ton  envisage  la 
developpante  de  la  directrice,  on  obtient  la  solution  du  problenie  suivant : 
Trouver  line  directrice  telle  que  Venveloppe  d'une  droite  de  la  figure  soit 
semhlahle  a  une  developpante  de  cette  directrice,  ou,  en  d'autres  termes, 
que  la  directrice  soit  semhlable  a  la  d^veloppee  de  Venveloppe  de  cette 
droite. 

L'equation  (4^),  qui  continue  a  fournir  la  solution  de  cette  nouvelle 
question,  ne  difFere  alors  de  (43)  que  par  le  coefficient  constant  de  f'\ca) 
et  la  valeur  de  ^^.{co).  Si  done  on  suppose  encore  le  glissement  propor- 
tionnel  a  la  rotation,  on  trouvera  de  meme  pour  directrice  une  develop- 
pante d'epicycloide.  • 

39.  En  attribuant  a  p  des  valeurs  negatives  —  P,  c'est-a-dire  en  faisant 
des  integrations  au  lieu  de  differentiations,  on  obtiendra  la  solution  de  la 
question  suivante  :  Troiwer  une  directrice  telle  quelle  soit  semhlahle  a  la 
(P  +  i)'^'"'  devcloppee  de  I'emeloppc  d*une  droite  de  la  figure,  L'equa- 
tion  (4^i)  revient  alors  a  la  suivante  : 

/»cot^.-/H+  (-i)Pm^  r  f{a>)dco'^=^<lK{^.). 

J[  x  P) 

II  suffira,  pour  la  ramener  aux  formes  ordinaires,  de  la  differentier  aP  fois, 
ce  qui  donnera 

/»(P^O(,,)cot^-/(^P)(a>)      (-  iymY{a>)=<t^,{co). 

40.  Indiquons  encore  le  probleme  suivant :  Trouver  une  directrice  telle 
que  les  envcloppes  de  deux  droites  de  la  figure  (f^)  et  (e^)  soient  egales 
ou  semhlahles  Vunc  a  Vautre. 

Les  equations  de  ces  enveloppes  seront  (v33) 

P.  ^•/(^)  COSg,  —  sine,  [/(fie))  —  fl)(a))], 

1 
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Comme  la  seeonde  courbe  doit  etre  semblable  a  la  premiere,  nous  ob- 
tenons,  d'apres  les  explications  precedentes  (n**  52),  cette  equation  aux 
differences  melees 


(44) 


f{a>)  cosg,  —  sing.  [f{a>)  —  <i>(ai)J 

=  ri         —  a>)  cosg,  —  sing,  [f{fx  —  o))  —  <t (a*  —  o)) J  { , 


dont  rintegration  rentrera  dans  le  procede  general  du  n°  54. 

Ce  probleme  forme  le  cas  le  plus  simple  de  celui  oii  Ton  chercherait 
une  directrice  telle  que  I'enveloppe  d*une  droite  (g,)  fut  egale  ou  semblable 
a  la  p^^""^  developpee  de  Vemeloppe  d'une  autre  droite  (g,).  II  suflGt  alors, 
sans  rien  changer  au  second  membre  de  Tequation  (44)?  d'y  remplacer  le 
premier  membre  par  sa  propre  derivee  du       ordre,  ce  qui  donne 

f^^'\(^)cose,—f^^\co)  mii,  —  nf{fx  —  (o)  cose^-i- n/{/u  —  a>)  sing,  =  (o)), 

equation  qui  rentre  encore  dans  Tapplication  des  memes  procedes. 

41.  La  formule  generale  (3i)  pent  6tre  consideree  comme  le  premier 
echelon  d'un  ordre  d'idees  plus  etendu-  Imaginons,  a  cet  egard,  qu'une 
premiere  directrice  etant  donnee,  ainsi  qu'une  loi  de  glissement  (p,,  on 
prenne  Tenveloppe  d'une  droite  mobile  assignee  dans  la  figure,  pour 
directrice  du  mouvement  d'une  nouvelle  droite  caracteristique  d'une  se- 
eonde figure  avec  une  autre  loi  de  glissement  (p,,  pour  chercher  Tenve- 
loppe  d'une  droite  (g,)  de  cette  figure;  puis  cette  seeonde  enveloppe  pour 
troisieme  directrice,  et  ainsi  de  suite  indefiniment.  On  pent  ainsi  former 
de  proche  en  proche  I'equation  de  Tenveloppe  d'un  rang  quelconque  en 
fonction  de  la  premiere  directrice  et  des  elements  g.,  g,,  ga,  <p,,  (p,, 
f,,  mais  les  expressions  ainsi  obtenues  sont  d'une  excessive  compli- 
cation. Elles  se  reduisent,  au  contraire,  a  une  assez  grande  simplicite  dans 
le  cas  du  roulement  simple,  que  je  me  bornerai,  pour  cette  raison,  a  envi- 
sager  ici.  Je  ferai  toutefois  remarquer  que  ces  resultats  ne  seront  nullement 
modifies  si,  a  ce  roulement,  on  combine  chaque  fois  un  glissement  cycloidal 
quelconque 

4,(6;)  =A^  sin  (a)  +  B,). 

XL^  Cahier.  19 
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L' equation  (3i)  se  reduit  alors  a 

mais  nous  Tecrirons  de  preference  de  la  maniere  suiyante  : 

en  convenant  que  Tindice  place  a  la  gauche  de  la  lettre  p  est  T  equivalent 
d'un  signe  d'integration 

iP=fp^^^    2p=//p^%  zP=fSfpdcj\   

Cette  formule  convient,  du  reste,  k  chacune  des  operations  successives 
sous  la  forme 

(45)  p;,^,  =  p;,cosg^,  —  ,p„sing^^,. 
Eile  donne,  en  premier  lieu, 

pa  =pi  cosgj,  —  ,p,  singj, 

ou,  en  rendant  a  p,  sa  valeur, 

Pj  =  COS0,  cosga[p—  ,p(tangg^  tanggj,)  +  jptangg,  tanggj. 

Or  cette  relation  rentre  evidemment,  pour  =  2,  dans  le  type  suivant, 
que  nous  pouvons  former  par  intuition  : 

(46)  p,,  =  cosg,cosg,...cosg,,[p— .pS,  +  ,pS,  — 3PS3 +  (—i)>Sj, 

designant  la  somme  des  tangentes  des  angles  ^39  •••9  ^ni  ^^^^  pi^o- 
duit  et  generalement  la  somme  de  leurs  differents  produits,  quand  on  les 
prend  kkk. 

Pour  que  cette  formule  se  trouve  etablie  d'une  maniere  generale,  il  suf- 
fira,  puisqu'elle  s'est  verifiee  pour  n=  2,  de  montrer  que,  si  elle  a  lieu 
pour  Tordre  n,  elle  subsiste  par  cela  seul  dans  Tordre  suivant.  Or  il  vient, 
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en  rempla^jant  dans  Tegalite  (45)  p;,  par  sa  valeur  (46) 


P-+.  =  C08e,C08«,...C08«„ 


•S.tangt^, 


.(~irS,_,tengv, 


l47 


,o-(-i)«S„tange„^,  ,^,p 


Le  coefHcient  general  place  devant  Taccolade  reste  evidemment  forme 
d'apres  la  meme  loi.  Si,  de  plus,  on  remarque  que  Texpression 

S,-f-S^_,  tangg^^, 

ne  difTfere  pas  de  la  somme  S'^ ,  etendue  a  n  -t-  i  angles  g,  au  lieu  de  Fetre  a  n 
seulement,  comme  I'etait  S^^,  on  voit  que  la  loi  en  question  se  trouve  egale- 
ment  maintenue  a  Tinterieur  de  raccolade,  ce  qui  complete  la  demonstration. 

42.  Demandons-nous,  par  exemple,  quelle  doit  etre  la  premiere  direc- 
trice  pour  que  la  caracteristique  de  la  n!^"*^  figure  mobile  pii>ote  simplement 
sur  un  point  fi^e  par  un  mouvement  conchoidal;  il  faudra  faire  pour  cela 


c'est-a-dire 


P  —  ,pS,  +  jpS,  —  3PS3  H-  . . .  +  (~  i)''  ^pS„  =  o. 
Si  Ton  adopte  pour  fonction  inconnue 


cette  formule  prendra  la  forme  d'une  Equation  difE^rentielle  lineaire  a  coef- 
ficients constants 


qui  a  pour  r^solvante 

or  —  S,a?«-*  H-  S, ^"^-^  — .  .  .  +  (—  i)"S^  =  o. 

Mais,  d'apres  la  composition  des  coefficients  de  cette  Equation  alg^brique, 

>9- 
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on  reconnait  imniediatement  qu'elle  a  pour  racines 

tangg,,    tangg,,    tangi,,  tangg^. 
li'integrale  generale  sera  done 

En  diffi^rentiant  maintenant  n  fois  pour  avoir  p,  il  viendra,  avec  d'autres 
arbitraires, 

Telle  est  T equation  de  la  directrice. 

Si,  par  exemple,  on  demandait  que,  des  le  premier  mouvement,  une 
droite  de  la  figure  photdt  sur  un  point  fixe,  on  obtiendrait  une  spirale 
logarithmique. 

43.  Cherchons,  en  second  lieu,  une  directrice  telle  quen  y  faisant 
rouler  une  droite  a  laquelle  on  en  lie  une  seconde,  puis  faisant,  dans  un 
second  mouvement,  rouler  celle-ci  sur  son  emeloppe  en  lui  rattachant  une 
troisieme  droite,  et  ainsi  de  suite,  la  n^^"*^  emeloppe  soit  semblahle  a  In 
directrice  proposee. 

La  formule  du  probleme  sera  alors,  en  prenant  encore  pour  inconnue 
la  ^i"^™*'  developpante  de  la  courbe  demandee  qui  a  pour  equation 

cette  relation  aiix  differences  melees 

rf"F(&))      g  ^-'F(m)      c  rf'-«F(w)  _ 
Hoy"  '     rfw"-'  »  </w"-' 

+  (-  .rs„FH  =  — —  ^^F^. 

^       /     /»    \  /       coscj  cose,. . .  cosc„  aw" 

En  lui  appliquant  le  procede  general  du  n"*  34,  on  la  ramene  a  une  equa- 
tion difTerentielle  ordinaire  lineaire  a  coeflBcients  constants,  qui  a  pour 
resolvante 

m'^x'"  =  {s\n^s^  —  x^  cos^g,)  (sin^«2  —     cos^g^) . . .  (sin^g^  —  x^  cos'?,,). 
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On  remarquera,  de  plus,  que  cette  derniere  peut  etre  completement  re- 
solue,  quel  que  soit  le  nombre  des  operations,  pourvu  que  tous  les  angles 
soient  egaux.  Elle  devient,  en  efTet,  alors 


et  donne 


(sin^g  —     cos^g)"  =  m^x^"j 

±  sine 


§  IV. 

LIEU  DES  CENTRES  INSTANTAWES- 

44.  Les  formules  generales  (5)  et  (6)  permettent  de  trouver  le  lieu 
des  centres  instantanes.  Ce  point  SI  {fig.  5)  se  rattache,  en  efTet,  k  la 
courbe  fixe  par  les  coordonnees 

x^  —  (p\a>),    y  =  o, 

ce  qui  donne  (5)  et  (6) 

(47)  0).  =  0)  -  arctang^j^^, 

(48)  p.  -  W'^-^W-^pYY  


Si,  par  exemple,  on  envisage  le  glissement  simple,  c*est-a-dire  le  cas 
oil  le  mSine  point  de  la  caracteristique  reste  continuellement  en  contact 
avec  la  directrice,  il  faudra  faire 

d'ou 

(p'+p~o, 

et,  par  suite, 

equation  qui  repr^sente  la  developpee.  II  est,  en  effet,  facile  de  voir  que 
le  centre  instantane  se  trouve  a  chaque  instant  au  centre  de  courbure 
de  la  directrice. 
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Si,  en  second  lieu,  on  considere  le  glissement  proportionnel  k  la  rotation 
il  vient 

^1  p,  =  p  + 

equation  d'une  courbe  parallele  a  la  directrice. 

45.  Les  formules  (47)  et  (48)  permettront,  sans  autres  difBcuItes  que 
celles  des  eliminations  ou  integrations  speciales  a  cbaque  cas,  d'efTectuer 
des  recherches  directes  ou  inverses  dans  lesquelles,  se  donnant  Tune  des 
deux  courbes,  a  savoir  la  directrice  ou  le  lieu  des  centres  instantanes,  on 
demandera  de  trouver  I'autre  pour  une  loi  de  glissement  determin^e.  On 
pourra  de  meme,  en  se  donnant  a  la  fois  les  deux  courbes,  determiner  la 
loi  de  glissement  qui  est  propre  a  les  mettre  en  relation  Tune  avec  Pautre. 

On  pent  voir,  par  exemple,  qu'il  existe  toujours  une  directrice  telle 
que,  pour  une  loi  de  glissement  determinee,  elle  fournisse  comme  lieu  des 
centres  instantanes  une  ligne  droite.  On  doit,  en  effet,  avoir  pour  cela 


c*est-a-dire 


ct>^  —  const. , 
=  tang(6)  +  C); 


p  =  (p^\o>)  cot{a>  +  C)  —  <p'{a>). 


Telle  est  Tequation  de  cette  directrice. 

Inversement,  on  pent  toujours  determiner  une  loi  de  glissement  qui, 
pour  une  directrice  donnee,  fournisse  une  ligne  droite  comme  lieu  des 
centres  instantanes.  II  suffit  en  effet,  pour  cela,  d'integrer  cette  demi^re 
Equation  par  rapport  a  (p,  ce  qui  donne 

(p{a>)  =  A  +  Blogtang(^-  ^  _  ^)  _  J ^^^j^^^  f  psm{u>+  C)dc. 

46.  Ce  qui  precede  est  relatif  au  lieu  des  centres  instantanes  dans  res- 
pace  absolu.  On  peut  ^galement  le  chercher  par  rapport  a  la  figure  mo- 
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bile.  Si  on  le  rapporte  aux  axes  mobiles  LX,  LY  [fig.  7),  on  aura  imme- 

Fig.  7. 


diatement,  pour  cela,  les  relations 

(49)  X  =  <p'(a>),    Y  =  s-^(p[a>), 

et  Telimination  de  co  entre  ces  deux  equations  fera  connaitre  le  lieu. 
Supposons,  par  exemple,  que  la  directrice  soit  une  chainette 

^  =  A  tangoi, 

et  le  glissement  egal  au  roulement 

(p  =  s. 

Les  formules  (49)  deviennent 

X  =  -^/  Y  =  2Atanga>, 

cos' CO  ^  ' 

d'oii,  en  eliminant  coj 

Y^:^4A(X-A), 

equation  d'une  parabole. 

47.  Le  cas  le  plus  interessant  est  evidemment  celui  pour  lequel  le  centre 
instantane  decrit  une  droite  de  la  figure  mobile.  Un  tel  mouvement  pour- 
rait,  d'apres  les  theoremes  classiques,  etre  reproduit  par  le  roulement  de 
cette  droite  sur  le  lieu  des  centres  dans  Tespace  absolu,  ce  qui  est  le  mode 
de  description  des  developpantes.  Pour  ce  motif,  et  afin  d'avoir  a  notre 
disposition  une  epithete  pour  designer  brievement  ce  mode  de  glissement, 
nous  Fappellerons  le  glissement  developpant. 
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II  est  tout  d'abord  facile  d'en  connaitre  Texpression.  En  efFet,  si  Ton 
prend  pour  origine  le  point  L,  oii  cette  droite  (iL  coupe  la  caracteris- 
tique  ML,  Tequation  du  lieu  des  centres  sera 

X  =  Ytang7, 

en  appelant  7  Tangle  de  ces  deux  droites.  Si  done  g  designe  la  tangente 
de  cet  angle,  il  viendra,  en  rendant  a  X  et  Y  leurs  expressions  (49 )j 

(50)  (p':=^gi^s^(p), 

equation  qui  a  pour  integrale 

( 5 1 )  <P    )  =  geS'^Jse-^'^deo. 

Telle  est  la  loi  analytique  du  glissement  developpant  pour  une  courbe 
quelconque  (*). 

48.  Nous  pouvons  alors  formuler  d'une  raaniere  tout  a  fait  explicite 
Tequation  du  lieu  des  centres  instantanes  dans  Vespace  absolu.  II  vient 
en  effet,  en  differentiant  la  relation  (5o), 

et,  par  suite  (47)? 

(62)  =  CO. 

En  second  lieu,  la  relation  (48)  se  reduit  a 

(53)       =  s/i-hg'  (p  +  <p')  =  \/TTJ'  ip  +  e^-^  S" e^^fse-^dco) ; 


(*]  Si  ^  est  une  fonction  algebrique  de  «»,  le  gUssement  developpant  f  (»]  sera  lai-m^me  alge- 
brique,  d*apres  un  theoreme  de  M.  Liouville,  qui  s*enonce  de  la  maniere  suivante  [Memoire  sur 
I' integration  d'une  classe  de  fonctions  transcendantes  [Journal  de  Creiie,  t.  XIII ,  p.  gS)]  :  Si 
I'int^graie  Jt^ydx^  dans  laquelle  y  dSsigne  une  fonction  algebrique  de  est  possible  sous  forme 
finie,  elle  sera  de  la  forme  e*f[xyx)t     ddsignantpar  f[xyx)      fonction  rationnelle  de  x  et  dey. 
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mais  on  a,  en  integrant  par  parties, 
ce  qui  donne  plus  simplement 


(54)  Pi  =  V^i  -H  g^Mp  +  ge^^Jfe-s^du>). 

Telle  est,  quand  le  centre  instantane  decrit  une  droite  de  la  figure  mobile, 
Fequation  du  lieu  de  ce  point  dans  Tespace  absolu. 

49.  Prenons,  par  exemple,  comme  directrice  la  spirale  logarithmique 

laloi  du  glissement  developpant  deviendra  (5i) 

(p[a>)  =  Age^fe^-s)^dco  =  =  s. 

Ce  glissement  est  done  proportionnel  a  Tare  embrasse.  . 
Quant  au  lieu  des  centres  instantanes,  il  sera  (54) 


c'est-a-dire  une  spirale  egale  a  la  proposee 

50.  Considerons,  comme  second  exemple,  Tepicycloide 

s  =  As\nka>; 


(*]  It  y  a  lieu  toutefois  de  faire  exception  pour  le  cas  ou  Ton  prendrait  pour  spirale  directrice, 
en  faisant  ^  =  ^, 

Le  lieu  des  centres  instantanes  aura  alors  pour  equation 
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la  loi  du  glissement  developpant  devient  (5i) 

1         ^  -  (  -  sinA'ey  4-  ,  /     .  coskco\ 

(55)  j-            n/s'-hA' Vv/g'-HA'  s/g'-^r^'     '  y 
f         ~  sill  (kco     arc  tang  -"^  • 

Si  Ton  appelle  o-  Tare  d'epicycloide  compte  a  parlir  d'un  point  fixe  de 

cette  courbe  situe  a  la  distance  angulaire  ^  arc  tang  ^  de  son  sommet,  le 

glissement  developpant  sera  constamment  proportionnel  a  cet  arc  a-. 
Quant  au  lieu  des  centres  instantanes,  il  sera  (54) 

=  v/^-f-^?  kA{coskco  +  ge^""/ e"^""  coskcodco) 

)     =  ^2A^jl  (-^M^smkco  -h  -,==1=  cos^o.) 

(56)  \  Vs'  +  A'    Vv/g'-hA*  v^^^  / 

A  y/  iji^  sin  (kco  +  arc  tang  ^) , 

ce  qui  represente  une  epicycloide  semblable  a  la  proposee  ( * ) . 

51 .  On  pent  montrer  inversement  que  cette  propriete  est  caracteristique 
de  Tepicycloide,  en  cherchant  quelle  doit  etre  la  directrice  d'un  glissement 
developpant  pour  que  le  lieu  des  centres  instantanes  lui  soil  inversement 
semblable. 

Mais  cette  question  n'est  qu'un  cas  particulier  de  la  suivante  :  Trouver 
une  directrice  telle  que,  pour  le  glissement  developpant,  le  lieu  des  centres 
instantanes  soit  inversement  semblable  a  la  {p  —  i)'^""^  developpee  de  cette 
courbe. 

Si  Ton  rapproche  les  equations  (32)  et  (54),  Tequation  de  ce  problenie 

(')  On  pent  remarquer,  d*apres  ccla,  une  autre  forme  de  la  loi  du  glissement  developpant  pour 
repicycloide.  On  reconnait  en  effet,  par  la  comparaison  des  formules  (55)  et  [56},  que  le  glisse- 
ment sur  la  directrice  est  k  chaque  instant  proportionnel  au  rayon  de  courbure  du  lieu  des  centres 
instantanes. 


Digitized  by 


FOHMULES  NOUVELLES  DE  CINl^.MATIQUE.  1 55 

sera  evidemment 
oil  encore 

_  ^)  -/(^)  I  e-s-  ^  gJc-'V{^)  dc. 

En  differentiant,  on  pent,  apres  coup,  supprimer  le  facteur  exponentiel, 
et  il  reste,  en  remarquant  que  le  terme  gf{co)  disparait  egalement  dans  les 
deux  membres, 

(57)  -  cc)  -\-f{co)  +■  mg/^"^{u  -  «)  =  o. 

Pour  integrer  cette  equation  aux  differences  melees,  nous  changerons  a> 
en  fjt  —  a>,  ce  qui  fournira —  o))  en  fonction  de  f^^'\co)  et  de /^^^^{co). 
Si  Ton  differentie  le  resultat  p  —  i  fois  et  ensuite  une  fois  de  plus,  on  se 
procurera P^\fJi  —  ^)  et  f^^^\fM  —  ca).  En  les  remeltant  alors  dans  la  for- 
mule  (67),  on  arrive  enfin  a  I'equation  differentielle  ordinaire 

(58)  (-  O'-m*  [/<*"-'(«)  -  -/(«)  =  o, 

qui  est  de  Tordre  2/?  par  rapport  a 

Supposous  encore  que  Ton  demande  une  directrice  telle  que,  dans  le 
glissement  diveloppanty  elle  soil  semblable  a  la  q^^"'^  dSveloppee  du  lieu  des 
centres  instantanes.  II  sufGra,  pour  cela,  d'attribuer  a  /?,  dans  la  relation 
precedente  (58),  une  valeur  negative  —  (jr,  ce  qui  donnera 

(-  i)'/n'  r  r  f{co)dco'^-^  -g'f  /(«)rf«^»-]  -f{co) = o, 

Li/(a7  — 1)  t/(2y-*-i)  J 

ou,  en  difFerentiant  a^r  H-  i  fois 

(59)  (-  i)'m«[/»  -  gY{a>)]  -/<«'-'(«)  =  o. 

(*j  Ce  precede  rapide  pourra  peut-^tre  paraitre  plus  inactif  que  rigoureux,  quoique  je  pense 

20. 
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i>2.  Indiquons  enfin  cet  autre  genre  de  probleme  :  Quelle  directrice 
faut'il  choisir  pour  que,  dans  le  gUssement  dei^eloppant,  Venveloppe  d'une 
droite  donnee  de  la  figure  soit  semblable  au  lieu  des  centres  instantanSs, 
ou,  plus  generalementy  a  une  de^^eloppie  ou  a  une  developpante  d'ordre 
quelconque  de  ce  lieu? 


qu^en  Tapprofondissant  on  le  doive  juger.siiffisant.  Dans  tons  les  cas^  il  est  facile  d'obteoir  direc* 
tement  Tequation  (59]. 

La  formule  du  probleme  se  pose  immediatemeot  sous  la  forme 


Differentlons-la  q  fois  de  suite,  en  reroarquant  que  Ton  a  identiquement  la  relation  suivante : 


11  viendra,  d'apres  cela, 


Multiplions  par  er^  et  differentions  encore  une  fois  en  remarquant  que  I'on  a  identiquemenli 
pour  une  expression  quelconque  F((k>)y 


•On  voit,  d^apres  cela,  que  les  termes  de  la  suite  se  detruiront  consecutiveracnt;  il  restera  seulement 


Si  alors  on  change  m  en  ft  —     on  connaiira ( pi  —  «),  el,  par  la  differentiation  du  r^ultat, 
—  w) ;  mais  si,  d'autre  part,  on  differentie  q  4-  i  fois  cetle  derniere  equation,  on  trouve 

( ^     «)  4-  mg/(r*-^^  [fi  —  w)  («)  =  o. 

En  y  substituant  les  deux  valeurs  en  question,  il  vient  enfin 

(-  -  ^'/(«)]  o, 

ce  qui  reproduit  bien  I'eqaation  (Sg). 


et,  par  suite, 


-m[-i)l[f'{^  -  «)  4-  g/if,-  „)]  =/(»+')  («). 
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L'equation  sera,  pour  cette  derniere  formule  de  Tenoned, 

f{a>)  H-  ge^^f/ico)  e^s-dc^  =  m[fP^'^     -  co)  ~f'''{u  -  -  co)  QOU  +  0,  {co)] , 

et  pourra  servir  pour  la  premiere  au  moyen  de  valeurs  negatives  de  p.  Elle 
se  traitera  encore  d'apres  les  procedes  du  vl"  34,  et  je  n'y  veux  pas  insister 
davantage. 

53.  Imaginons  maintenant  que,  apres  avoir  trouve  le  lieu  des  centres 
instantanes  pour  une  directrice  quelconque  dans  le  glissement  develop- 
pant,  on  prenne  ce  lieu  comme  directrice  d'un  nouveau  glissement  deve- 
loppant,  en  conservant,  pour  plus  de  simplicite,  le  meme  module  c*est- 
a-dire  le  meme  angle  7,  et  que  Ton  cherche  le  nouveau  lieu  des  centres 
instantanes,  lequel  sera  pris  comme  troisieme  directrice,  et  ainsi  de  suite 
indefiniment.  Nous  pouvons  trouver  directement  le  lieu  des  centres  instan- 
tanes du  n*^""*  mouvement. 

En  premier  lieu,  Tegalite  (62) 

=  01, 

entraine  evidemment 

a>n  =  ^' 

Si  ensuite  nous  faisons,  pour  simplifier, 
{60)  ;^^  =  p^e-^% 

Tequation  (54)  devient,  en  continuant  a  designer  par  ,A  Vintegrale  de  A, 
(61)  =  sec7(A  -h  ^hg). 

On  en  deduit 

En  effet,  cette  fonnule  se  verifie  sur  la  precedente  pour  n  =  i .  Si,  de  plus, 
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on  y  change  A  en  A,,  il  %'iendra 


K^,     sec"7     -H  ^ , g-  +  g'^  H-  •  •  •  -i-     r] ' 

En  substituant  a  A,  sa  valeur  (61),  on  voit  que  la  loi  sera  maintenue  pour 
le  facteur  general ,  qui  devient  sec""*^*^.  En  outre,  dans  les  crochets,  le 
terme  en  g^"^' ,  qui  est  actuellement  (en  employant  la  notation  classique  C", 
du  nombre  de  combinaisons) 

aura  mainlenant  pour  valeur 

c'est-a-dire,  d'apres  la  propriele  du  triangle  arithmetique, 

W  +     A  +  |A, 

ee  qui  montre  que  la  loi  est  maintenue. 

Nous  poserons  eneore,  pour  simplifier  les  calculs, 


(63) 
d'ou 


ln  =  „K=  f  Kdco"\ 


li'equation  (6a)  pourra  alors  se  mettre  sous  la  forme 

54.  Si,  par  exemple,  on  demande  de  choisir  la  directrice  de  telle  sorte 
que  le  ri^"^^  movement  soit  une  rotation  sur  un  centre  fixe,  il  fandra  que 


Digitized  by 


Google 


FORMULES  NOUVELLES  DE  CINEMATIQUE.  1  5g 

le  n^^"**  lieu  de  centres  se  reduise  a  un  point 
ce  qui  fournit  T  equation  difTerentielle 

Elle  est  lineaire  a  coefficients  constants  et  a  pour  resolvante 
c'est-a-dire 

(0?  +  ^)"=  o, 

equation  qui  a  n  racines  egales  a  —  g*.  L'int^grale  est  done 
On  deduit  de  la,  d*apres  la  valeur  de  /  (63), 

et,  d'apres  celle  de  A  (60), 

(65)      P  =  [^-^''(A     A,«  4-  A,a,»  H-  .  .  .  H-  A„_, .."-)]. 

Mais  on  a  identiquement,  pour  une  expression  quelconque  F(a)), 

et,  par  suite, 

^„  [e-o-F  {«)]  =  .-^^  [f<"'  («)  -  ^  ^F"'-"  («)  +  F"'-'  («)-...]. 

On  aura  done,  si  F{co)  designe  en  particulier  le  polynome  enferme  dans 
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les  parentheses  (65), 

p  =  F'"H  -  ^s'F'-'H  -+-  ^l^g^»F«-"(«)  -  •  •  • . 
c  est-a-dire  avee  de  nouveaux  symboles  arbitraires 

p  =  B  +  B , «  +  B ,  0,  ^  + . .  .  4- B,. ,  o)"- \ 
ce  qui  represente  une  developpante  de  cercle  d'ordre  n  —  i  (*). 

55.  On  peut  encore  chercher  une  directrice  telle  que  le  n'^'"*  lieu  de 
centres  instantanes  lui  soit  egal  ou  semblahle.  La  relation  qui  exprime 
cette  condition  sera  la  suivante  : 

+  ^  g./c-o  («)  _H  't!^L=Z])gH^"--\a>)  +  . . .  +  s"l{<^)  =  mV'^ifx  -  o>), 

c*est-a-dire  une  equation  aux  differences  melees  du  n*^®  ordre.  L'appli- 
cation  des  proc^des  du  n""  34  la  ramene  a  une  equation  ordinaire  qui  a 
pour  resolvante 

doii 

V  I  — m*e  " 

ce  qui  permet  de  constituer  completenient  Tintegrale  generale. 

§  V. 

TRAJECTOIRES  DE  POINTS. 

56.  Nos  methodes  se  pretent  egalement  a  Tetude  de  la  trajectoire  d'un 
point  quelconque  de  la  figure  mobile.  On  aura,  en  eflfet,  pour  rapporter 


)  On  s^assurera  facilementi  k  Faide  de  la  formule  (5i  que  1c  glissement  developpant  est  alors 
lui-m^me  de  la  forme 

^  (w)  =  c     r,«  -f-  Cjto'  H-  .  .  .  -f-  r«w". 
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le  point  O  {Jig.  8)  a  la  directrice, 


On  en  deduit 


.r  =  OH  =  /*, 

x'—x  =  —  (JH-(P), 
x-k-y'—  p  =  ^'+/r, 


i6i 


et,  par  suite,  en  appliquant  encore  les  deux  formules  de  la  theorie  gene- 
rale  (5)  et  (6), 

6>,  =  ft»  +  arctang(l±^), 

Pi  —  (,  +      +  (<^'4.  hf  +         A)  W+  p)-{s-\-  ?)  <i" ' 


(66) 


57.  Si,  par  exemple,  on  cherche  la  roulette  du  point  O  dans  le  rou- 
lement  simple  de  la  generatrice  sur  la  caracteristique,  nous  ferons  <p  =  o, 
et  il  viendra 

=    4-  arc  tang  ^9 

n  ne  restera  plus  qu'a  eliminer,  dans  chaque  cas,  eo  entre  ces  deux  relations. 

On  remarquera  leur  ressemblance  avec  celles  qui  ont  ete  obtenues  (n""  8) 
pour  le  lieu  des  extremites  des  tangentes  de  longueur  constante.  C'est 
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qu*en  effet,  dans  le  roulement  simple,  le  point  H  decrit  la  developpante 
de  la  directrice,  et  HO  en  est  la  tangente  de  longueur  constante. 

58.  Supposons,  comme  second  exemple,  que  la  directrice  soit  une 
chainette 

^  =  A  tangey, 
le  glissement  egal  au  roulement 

et  le  point  decrivant  partant  d'une  position  initiale  symelrique  du  sommet 
de  la  chainette  par  rapport  a  sa  base. 

Comme  s     0  s'annule  deja  avec     il  suffit  pour  cela  de  prendre 

A  =  —  2A. 

II  vient,  dans  ces  conditions, 

5H-q)        2  A  tans' fr)       asinci)  coso) 

-T— T  =  —I  —  =  —  =  —  tangao), 

^   ;  2  A 

cos'w 

et,  par  suite  {66), 

{67)  ca,=z  —  a>. 

On  a,  en  outre, 

{s  +  <py  +  (c?'  H-  hy  =  4A»  tang'«  4-  ^^^^^  = 

^  ^  '  ^  cos*a)  cos*"** 

II  vient  done  (66) 

_  A 

et,  par  consequent  (67), 

_  A 

Equation  d'une  chainette  egale  a  la  directrice.  • 
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S9,  Envisageons  encore,  pour  une  directrice  quelconque,  le  glissement 
developpant  pour  lequel  le  centre  instantane  SI  decrit  dans  la  figure  mo- 
bile une  droite  Oil  passant  par  le  point  mobile. 

L'expression  du  glissement  du  point  H  sera  la  meme  que  celle  du 

point  K  (5i),  plus  la  constante  HK  ou  -9 

s 

(68)  <p  =  -  4-  ges'-fse-s^deo. 

On  pourrait  du  reste  egalement  Tobtenir  en  integrant  Tequation  difife- 
reutielle  suivante,  que  fournit  le  triangle  lOQ  : 

=  =tangy  =  g',  =^  g- 

Gette  relation  differentielle  donne  en  outre  (66),  sauf  une  constante, 

et,  pour  le  rayon  de  courbure  (66), 

(69)  p^  =  0T^rp(^  +  (p). 

Telle  est,  en  rendant  a  (p  sa  valeur  (68),  T^quation  de  la  trajectoire  du 
point  O. 

On  remarquera  qu*elle  donne 

Le  centre  de  courbure  de  la  trajectoire  se  trouve  done  au  centre  instan- 
tane. II  s'ensuit  que  le  lieu  des  centres  instantanes  ne  difTere  pas  de  la 
developpee  de  la  trajectoire;  et,  en  effet,  son  equation  (53)  s'obtient  en 
difTerentiant  celle  (69)  de  la  trajectoire. 

Gette  remarque  nous  permet  d'etendre  sans  aucun  calcul  a  la  recherche 
actuelle  la  solution  des  problemes  generaux  traites  ci-dessus  sur  les  rap- 
ports de  la  directrice  ou  des  enveloppes  de  droites  avec  les  developpees 
d'ordre  quelconque  du  lieu  des  centres  instantanes. 
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II  est  facile,  du  reste,  de  former  Tequation  de  la  trajectoire  en  remcttant 
pour  (p,  dans  la  formule  (69),  sa  valeur  (68) 

ou,  en  integrant  par  parties, 

P.  =  v/i  +  r      +  e^-fpe-^^^dc^y 

Cette  equation  fournira  pour  les  diverses  valeurs  de  h  les  trajectoires 
de  tous  les  points  O  de  la  droite  Ofl  decrite  dans  la  figure  par  le  centre 
instantane.  Ce  sont  des  courbes  paralleles,  et  il  suffit  d'envisager  la  plus 
simple  detoutes,  celle  du  point  de  croisement  R  de  la  caracteristique  MH 
et  de  la  droite  des  centres  Ofl;  celle-ci  se  trouve  d'ailleurs  immediatement 
definie  par  cette  circonstance  qu'elle  est  la  developpoide  inverse  de  la  di- 
rectrice.  En  efFet,  cette  derniere  courbe  est  Tenveloppe  des  droites  KM 
qui  font  en  K  Tangle  constant  y  avec  la  normale  K(l  de  cette  trajectoire 
du  point  K, 

§  VL 

MOUVEMEPTT  Rl^GLE  PAR  DEUX  DIRKCTRICBS. 

60.  Supposons  enfin  que,  au  lieu  de  definir  le  mouvement  d'une  figure 
au  moyen  de  I'enveloppe  d'une  droite  avec  la  loi  de  son  glissement,  on 

9- 


fasse  connattre  directement  les  enveloppes  (A)  et  (A,)  {/ig.  9)  de  deux 
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droites  de  la  figure  comprenant  enlre  elles  un  angle  a.  Pour  chercher  Yen- 
veloppe  (Aj,)  d'une  autre  droite  quelconque,  on  pourra  se  borner  a  celles 
qui  passent  par  le  sommet  de  Tangle  mobile,  puisque  les  droites  paralleles 
entre  elles  engendrent  des  developpantes  de  la  meme  developpee. 

Si  Ton  connaissait  la  loi  du  glissement  (p  de  la  droite  LM  sur  la  pre- 
miere directrice  (A),  que  je  continue  a  representer  par  la  formule  (Sa) 

on  en  deduirait  Tenveloppe  (A,)  de  la  droite  LM,  a  Faide  de  I'^qua- 
tion  (33) 

Pi  =/'(^)  ^osoc  —  sin  a  [/{o))  +  <^  H]; 
mais  celle-ci  est  immediatement  donnee  sous  la  forme 

(70)  ^i=fi{^)y  pi=//H, 

dans  laquelle  nous  employons  la  meme  variable  a>  en  adoptant  pour  ori- 
gine  des  angles  de  contingence  des  deux  courbes  des  points  de  contact 
simultanes  avec  les  deux  cotes  de  Tangle  generateur  a.  On  deduit  de  la 

\     .    ^/    \         /'(C«>)C08«  /.'(w) 

Mais  d'ailleurs  la  loi  de  glissement  est  absolument  la  meme  pour  la 
tangente  LM^  de  la  courbe  (A^),  puisqu'elle  ne  cesse  de  passer  par  le 
sommet  L.  II  suffit  done  de  substituer  la  valeur  precedente  dans  Tequation 
(33)  de  cette  en  veloppe 

p2  =/'(^)  cosg  —  sing[/(a))  4-  $(a))], 

ce  qui  donne 

P2  =/'(^)  cosg  +  ^  [f[{a>)  —f  {co)  cosct], 
ouy  plus  simplement, 

(71)  Pa  sina  ==  f\(a)  sin(a  —  g)     /[{co)  sing. 
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61.  On  peut  deduire  de  la  une  construction  simple  du  centre  de  cour- 
bure  de  I'enveloppe  de  la  droite  mobile  LD  {fig.  lo)  et,  par  suite,  de 
toutes  celles  qui  lui  seraient  paralleles. 

Si  nous  designons,  en  effet,  par  la  difference  c<  —  5,  la  formule  (71) 
pourra  s'ecrire  de  la  maniere  suivante  : 

p2  sin(g  -1-  5,)  =  psing,  +  p,  sing, 
ou  encore,  en  divisant  par  singsin^^, 

(72)  (cotg  -H  COtgJ  r=  -A-  H-  -T^- 

'  sine  siu€| 

Fig.  10. 


En  tragant  par  chacun  des  centres  de  courbure  C  et  des  paralleles  CD 
et  C^D,  a  leurs  tangentes  respectives  ML,  M,L,  on  aura 


LD 


sinCUL  sine 


et,  par  suite, 


'       smLiDiLi  smci 


DD,  =-^H-  A  . 

*       Sine  sin£| 


D' autre  part,  si  Ton  mene  par  Mg  des  paralleles  M^E  et  M.E^  a  ces 
memes  directions,  il  viendra 


C,E  =M2C2tangC2M2E  =p,cotg, 


C,  E,  =  MjCj  tangCjMjE,  =  p^  cotg, , 
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et,  par  consequent, 

ee7=  p.  {coU  ^-  coU,). 
L'^quation  (72)  revient  done  a 

Or  DD,  se  deduit  immediatement  des  centres  de  courbure  connus  C  et  C,. 
II  suflSt  done  pour  avoir  C^,  c'est-a-dire  la  droite  EE,,  d'inscrire  dans 
I'angle  egalement  connu  EMgE,  une  droite  parallele  a  LD  et  de  longueur 
egale  a  DD,,  ce  qui  est  un  probleme  eleinentaire. 

62,  D'un  autre  cote,  la  formule  (71)  fournit  immediatement  Tequation 
de  Tenveloppe  cherchee.  J'en  prendrai  quelques  exemples. 
Adoptons  d'abord  deux  cercles  comme  directrices  fixes, 

r{co)  =  Aa>,   J\{co)  =  A^co; 

r Equation  (71)  sera  evidemment  de  la  forme 

z=:  const. 

liR  troisieme  droite  engendre  done  un  cercle,  et,  par  suite,  toute  droite 
parallele  enveloppera  de  meme  un  cercle.  On  retrouve  ainsi  le  theoreme 
de  Bobilier  : 

Si  deux  cStSs  d*un  triangle  sappuienJb  sur  deux  cercles,  le  troisieme 
ens^eloppe  egalement  un  cercle. 

65.  Envisageons  comme  second  exemple  deux  epicycloides  semblables 
disposees  d'une  maniere  quelconque,  de  telle  sorte  que  les  droites  ne  s*y 
appuient  pas  en  general  par  des  points  homologues 

f{ct>)  =  Asinm(a>  +  a),       {cS)  =  A,  sinm  a^). 

L'equation  (71)  donnera  manifestement  un  r^sultat  de  la  forme 

p,  =  Bsin/no)  H-  cosmos. 
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ou  encore 

=  Ccosm  (o) -h  c), 

ce  qui  represente  une  epicycloide  semblable  aux  proposees.  Get  elegant 
theorenie  a  deja  ete  donne  par  M.  Fouret  [Bulletin  de  la  Societe  Philo- 
mathique,  p.  90;  i868),  Les  autres  droites  de  la  figure  envelopperont, 
par  suite,  des  developpantes  d'epicycloides. 

64.  Envisageons  de  iiieme  deux  spirales  logarithraiques  egales,  mais 
disposees  d'une  maniere  quelconque, 

II  s'ensuivra  evidemment  (71) 

p,  =  Be^^. 

Ainsi  done,  si  les  deux  cStes  d'un  angle  s*appuient  sur  deux  spirales 
logarithmiques  egales,  toute  droite  passant  par  son  sommet  emeloppera 
une  spirale  egale,  et  toutes  les  autres  droites  lides  a  la  figure  engendreront 
des  developpantes  d'une  telle  spirale. 

Ce  resultat  s'appliquera  en  particulier  au  mouvem'ent  d'un  angle  cir- 
conscrit  a  une  spirale  logarithmique  unique. 

63.  Soit  encore  le  systeme  de  deux  developpantes  de  cercle  absolu- 
ment  quelconques 

On  obtiendra  visiblement  un  resultat  de  la  forme 

=  ao;  4-  bj 

c*est-a-dire  une  troisieme  developpante  de  cercle. 

II  en  sera  de  meme  pour  toutes  les  autres  droites  liees  a  la  figure  sans 
passer  par  le  sommet  de  Tangle. 

Plus  generalement,  si  Ton  envisageait  deux  developpantes  de  cercle 


Digitized  by 


FORMULES  NOUVELLES  DE  CINEMATIQUE.  1  (hJ 

d'un  meme  ordre  superieur  au  premier,  du  reste  quelconque,  en  repre- 
sentant  f{eo)  et  {a>)  par  des  polynomes  de  degre  on  obtiendra  pour  pj, 
un  polynome  de  degre  n  —  i ,  indiquant  une  nouvelle  developpante  de 
cercle  du  meme  ordre.  Ce  dernier  theoreme,  enonce  par  M.  Laguerre  dans 
les  Nouvelles  Annales  de  MatliematiqueSy  a  ete  demontre  ensuite  par 
M.  Ed.  Lucas. 

66.  Attachons-nous  main  tenant  d'une  maniere  generale  au  eas  oil  I'on 
envisage  le  mouvement  d'un  angle  invariable  circonscrit  a  une  courbe 
unique,  du  reste  quelconque.  L' equation  (70)  de  la  seconde  directrice 
ne  differera  pas  de  la  premiere 

seulement  a>,  y  designe  Tangle  de  contingence  rapporte  pour  le  mouve- 
ment de  LL'  {fig-  9)  a  une  origine  simiiUanee  avec  celle  de  la  rotation  de 
MM'.  Cette  origine  se  trouvera  en  arriere  de  O  d'un  angle  egal  a 
TT  —  a,  car  il  faudrait  un  tel  deplacemept  angulaire  pour  amener  LL' a 
coincider  avec  MM'.  On  a  done 

o),  =  a>  H-  TT  —  a, 

et,  par  suite, 

/i(^.)=/(^  +  ^  — «)• 

II  vient  ainsi,  pour  Tenveloppe  d'une  droite  quelconque  menee  par  le 
sommet  de  Tangle  circonscrit, 

sina  =  f\co)  sin  (a  —  g)  4-/''(a)  H-  tt  —  a)  sing. 

67.  Proposons-nous  a  cet  egard  le  probleme  suivant : 

Trouver  une  courbe  telle  que,  dans  le  mouvement  d*un  angle  circon- 
scrit, une  droite  menSe  par  son  sommet  enveloppe  une  ligne  semblable. 

L'equation  de  ce  probleme  sera  la  suivante  : 
(78)    msina /'{/ul  ±  o))  =  f'{ca)  sin(a  —  g)  H-  f\eo  -f-    —  a)  sing. 

XLV  Cahier.  22 
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Si  nous  prenons  d'abord  le  signe  superieur,  nous  aurons  la  une  equation 
aux  differences  finies  (et  non  melees,  comme  dans  les  questions  analogues 
traitees  ci-dessus).  En  substituant  le  type  de  solution 

(74)  /'H=2A,a:r, 

il  suffira,  d'apres  la  forme  lineaire,  de  satisfaire  isolement  pour  chaque 
terme  A,a:^.  Si  Ton  annule  le  groupe  correspondant ,  A,,  disparaitra  et 
restera  arbitraire       Au  contraire,  x  sera  determine  par  la  condition 

m  smu.x^  —  sxn^.x'^'^  —  sin(a  —  g)  =  o. 

En  resolvant  cette  equation,  il  ne  restera  plus  qu'a  remplacer  x^  dans  Tex- 
pression  (74)  par  ses  di verses  racines. 

II  serait  facile  de  former  des  exemples  pour  lesquels  la  resolution  pent 
etre  efTectuee  completement.  Je  me  bornerai  a  un  seul.  II  correspond  a 
rhypothese  suivante,  pour  disposer  de  I'indeterminee  fx^ 

fx  —  TT  —  a. 

II  vient  par  la 

«-a_    8in(a  — e) 
msina — sine 

et,  par  suite, 

*^  ^  '  L'^sma  —  sine  J 

equation  d*une  spirale  logarithmique. 

68.  Envisageons  en  second  lieu  le  signe  inferieur  dans  la  formule  (78). 
On  pourra  ecrire  cette  derniere  de  la  maniere  suivante,  en  designant  par 
|3  le  supplement  de  a  : 

msina. /"'(^  —     =  sin(«  —  g)  -/'{ca)  -l-sing ./'(a)  -h  p). 

(')  On  sait,  du  reste,  que  les  constantes  arbitraires  peuventigalement  ^tre  remplacees  par  dcs 
fonctions  periodiques  de  ~  • 
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Changeons-y  o)  en  fx  —  o),  il  viendra 

m since =sin(a  —  g)  .f\fJi  —  a>)  -f-  ^vcii.f\fx  -h  ^  —  a;). 
Changeons  au  contraire,  dans  la  mSme  relation,    en    — 13, 

ms\na.f\fjL  +  |3  —  6))  =  sin  (a  —  ^)f\^  ~  l^)  +  sing  /'(o)). 
Actuellement,  eliminons  entre  ces  trois  egalites  les  deux  expressions 

/(.u  —  co) ,    /(u  +  ^3  —  0)), 

il  viendra  par  la 

c'est-a-dire  une  equation  aux  differences  finies  du  second  ordre. 

Je  Tecrirai  de  la  maniere  suivante,  en  designant,  pour  abreger,  par  A* 
le  coefficient  constant, 

f{c  +  f>)  -  hf\co)  -^f(co  -  /3)  =  o. 

Posons 

la  resolvante  sera 

.r»?_A-a?P  +  i==o, 
Si  done  nous  d^signons  par  a^,     ces  deux  valeurs,  on  aura 

Cette  equation  represente  des  courbes  de  forme  spirale  si  la  valeur  de  k  est 
comprise  en  dehors  des  limites  +  a  et  —  2 ,  de  maniere  que  les  quan-* 
tites  a,  et     soient  reelles. 
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Mais  il  n'en  sera  plus  de  meme  si  elles  sont  imaginaires,  c'est-a-dire 
lorsque  k  se  trouve  renferme  entre  +2  et  —  2.  On  pent  alors  le  repre- 
senter  par 

k 

dou 

—  cosnzh  y/—  I  sin/2  =  ^*"^, 

et,  par  suite, 

//  fill  \/ — I  «  oj  y/  —  \ 

ou,  sous  une  forme  equivalente, 

(o;)  =  B,  sin      +  B2  cos  J 

ou  enfin 

r(a))=C,sinp(^  +  Cj), 

equation  de  Tepicycloide. 

La  limite  qui  separe  ces  deux  solutions  correspond  a  Thypothese 

Les  deux  valeurs  de     sont  alors  egales  a  Tunite  et  la  solution  devient 

qui  represente  soit  un  cercle,  soit  une  developpante  de  cercle,  suivant 
que  A  est  nul  ou  re^oit  une  valeur  constante. 
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LE  MOUVEMENT  DES  PLANfiTES, 

Par  M,  Ed.  GOLLIGNON, 

Ing^nieur  en  chef  des  Fonts  et  Chaussees. 


I. 

Le  premier  objet  de  cette  Note  est  de  chercher  un  dispositif  propre  a 
realiser  en  petit,  soit  rigoureusement,  soit  par  approximation,  le  mouve- 
ment  d'une  planete.  On  sait  que  ce  mouvement  s'efFectue  le  long  d'une 
ellipse  dont  le  Soleil  occupe  un  des  foyers,  et  que  la  vitesse  est  definie  a 
chaque  instant  par  k  loi  des  aires,  ou  par  Tequation  de  Kepler 

(i)  u=^nt  +  esinUj 

m 

dans  laquelle  u  designe  Fanomalie  excentrique,  n  le  moyen  mouvement, 
t  le  temps  et  e  Texeentricite  relative  de  la  trajectoire.  En  appliquant  a  cette 
Equation  la  methode  de  Lagrange  pour  le  developpement  de  certaines 
fonctions  implicites,  on  exprime  u  en  fonction  de  nt  par  la  serie 

a  =  nt     e  sinnt  H  sm^nt 

H-  ^  (3sin3/^^  —  sin/^^) 
^  ^  -h^(2sin4/2*  —  sm2nt) 

4-  ^  (i25sin5/?/  —  SisinSnt  -4-  asinnf), 

I  +  
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Getle  formule,  qui  permet  de  calculer  la  valeur  de  ranomalie  excen- 
trlque  avec  autant  d'approxiniation  qu'on  le  voudra,  lorsque  Texcentri- 
cite  e  est  sufBsaninient  petite,  nous  servira  a  apprecier  Terreur  qu'entraine 
Temploi  des  divers  mecanismes  imagines  pour  realiser  le  mouvement  voulu. 

Solution  rigoureusc. 

La  solution  la  plus  directe  consiste  a  faire  engrener  Tarbre  O,  qui  est 

anime  de  la  vitesse  angulaire  ^  >  avec  un  arbre  O'  tournant  en  sens  con- 

traire  et  recevant  d'un  mouvement  d'horlogerie  la  vitesse  angulaire  con- 
stante  n.  Appelons  a  Tangle  nt  que  Tarbre  O'  decrit  pendant  le  temps 
tandis  que  Tarbre  O  decrit  Tangle  u.  Imaginons  qu'on  monte  sur  Tarbre  O 
un  galet  dont  le  pourtour  soit  defini  par  les  coordonnees  polaires  r  et  i/, 
et  sur  Tarbre  O'  un  autre  galet  defini  par  les  coordonnees  correspon- 
dantes  r'  et  a.  Soit  2^  la  distance  00'  des  deux  axes.  Les  deux  galets 
pourront  rouler  Tun  sur  Tautre,  en  se  touchant  toujours  suivant  la  ligne 
des  centres,  si  Ton  a  a  la  fois  les  deux  equations 

r'rfa  —  rduj 
r  +  r'  =  2/. 

Or  on  tire  de  T equation  (i),  en  la  difFerentiant, 

du{i  —  ecosii)  —  dot.. 

Done 

da  I  r' 

dy.       1  —  e  cosM       r  ' 

proportion  de  laquelle  on  deduit 

f  —  e  cos  n 


r  ^-^  if 
r'=  2/ 


a —  e  cosu' 


2  —  e  cos  u 


IjSl  premiere  equation  definit  le  pourtour  du  galet  0.  La  seconde,  jointe 
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a  la  relation  ol  —  u^ —  ^sin^^,  definit  le  pourtour  du  galet  O'  par  les  coor- 
donnees  r'  et  Ghaque  galet  est  symetrique  par  rapport  a  Faxe  polaire. 
II  est  necessaire,  pour  que  la  transmission  ne  soit  pas  interrompue,  que 
Ton  gamisse  de  dents  d'engrenage  le  pourtour  des  deux  galets,  au  moins 
dans  les  regions  ou  le  sens  du  mouvement  fait  decroitre  les  rayons  de  la 
roue  menante. 

La  Table  suivante  renferme  les  resultats  du  calcul  pour  deux  galets  dont 
les  axes  sont  situes  a  Tunite  de  distance,  lorsque  rexcentricite  e  est  egale 
a  |.  Le  rapport  des  vitesses  angulaires  des  deux  arbres  varie  dans  cetle 
transmission  de  ~  a     en  restant  toujours  en  moyenne  egal  a  Tunite. 


H  rA  r  r' 


0« 

0.  0 

0,429 

0,571 

20* 

i5.  6 

0,434 

o,566 

4o*» 

37.  5 

0,447 

0,553 

6o» 

47.36 

0,467 

0,533 

8o« 

60. 10 

0,489 

o,5ii 

90^ 

75.41 

o,5oo 

o,5oo 

100** 

85.53 

o,5i  I 

0,489 

120* 

lOI .52 

o,53o 

0,470 

i4oo 

I 30.47 

0,544 

0,4^6 

I600 

i55.  6 

0,553 

0,447 

1800 

180.  0 

o,556 

0,444 

Solution  approximative. 

La  solution  precedente  est  applicable  a  toutes  les  valeurs  de  Texcentri- 
cite.  Celle  que  nous  allons  developper  suppose,  au  contraire,  Texcentri- 
cite  e  assez  petite  pour  que  son  cube  soit  negligeable.  Alors  le  mou- 
vement planetaire  est  susceptible  d'une  realisation  malerielle  tres  simple, 
dont  le  principe  peut  etre  obtenu  geometriquement  comnie  il  suit. 

Soient  O  {fig.  i)  le  centre  de  Tellipse,  OA  le  demi  grand  axe,  F  le 
foyer  occupe  par  le  Soleil.  Soit  OA  —  i  et  OF  =  e. 

L'ellipse  suivie  par  la  planete  peut  etre  regardee  comme  la  projection 
sur  un  plan  oblique  du  cercle  AM  A'  deorit  snr  A  A'  —  aa  comme  diamfetre, 
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et  les  aires  engendrees  dans  le  plan  de  Tellipse  par  le  rayon  vecteur  Fm 
auront  un  rapport  constant  avec  les  aires  correspondantes  engendrees  par 

Fig.  I. 


le  rayon  FM  dans  le  plan  du  cercle.  Le  probleme  est  done  ramen^  a  faire 
mouvoir  sur  la  circonference  AA'  un  point  M  de  telle  sorte,  qu'en  joignant 
MF,  Faire  AMF  soit  equivalente  a  Taire  du  secteur  M'OA,  decrit  dans  le 
mdme  temps  autour  du  centre  O  par  un  rayon  OM'  qui  serait  anime  du  mou- 
vement  uniforme  n.  Si  nous  negligeons  dans  Tappreciation  de  Faire  AMF 
le  segment  compris  entre  Fare  MM'  et  sa  corde,  nous  devrons  egaler  les 
surfaces  des  deux  triangles  FMM'  et  FOM',  et,  par  consequent,  les  deux 
droites  OM,  FM'  seront  paralleles.  La  methode  approximative  qui  nous 
fera  passer  de  Fare  AM'  =  /it  a  Fare  AM  =  u  consistera  done  a  joindre 
FM',  et  a  mener  par  le  point  O  une  parallele  OM  a  cette  droite  jusqu'a  la 
rencontre  de  la  circonference. 

II  est  facile  de  verifier  sur  la  figure  que  Fon  retrouve  ainsi  approxima- 
tivement  I'equation  de  Kepler.  Abaissons  du  point  F  la  perpendiculaire 
FI  sur  le  rayon  OM.  Si  Fon  fait  MOA  ===  w,  on  en  deduit 

Fl  =  OF  sin  MOA  =  es\nu. 

L'angle  M'OM,  que  Fon  ajoute  a  Fangle  M'OA  =  nty  a  done  pour  sinus 
le  produit  esinuj  et  la  construction  qu'on  vient  de  faire  correspond  a  Fe- 
quation 

(3)  u  —  nt-^-  arc  sin{e sxnu) ^ 
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au  lieu  de  T equation  exacte 

u  =  nt  esinu. 

L*erreur  resultante  est  celle  que  Ton  commet  en  substituant  un  petit  arc 
a  son  sinus.  Elle  est  moindre  en  valeur  absolue  que  le  sixieme  du  cube  de 

Tare,  e'est-a-dire  moindre  que  quantite  dont  le  maximum  nume- 

rique  est  ^* 

L' equation  (3)  pent  6tre  resolue  par  rapport  a  Du  point  M'  abais- 
sons  sur  OA  la  perpendiculaire  M'P;  nous  aurons 

M'P  =  sinnt, 
OP  =  cos/?f , 

et 

(4)  .ang„  =  U„gM'FP  =  ^=^,. 

Pour  comparer  I'equation  (4)  a  la  formule  exacte  (a),  developpons  en 
serie  la  valeur  de  u  tiree  de  (4).  H  vient  d'abord,  en  differentiant, 

dii        Icosnt  —  e)cosnt.n  —  sinntl — sinnt.n)  i  —  ecosnt  ,^ 

 J-  =  ^  ^  7  ;  at  =  ,  ri  Tldt. 

cos' II  (cos/If  —  ey  (cosn/ — ej' 


Mais 

sin'nt  4-  (cosnf  —  <?)*       i  —  ae  cos/if  -h  e* 


COS^//  —  ^  —  — ^  ^— 


Done  enfin 


da  =   r  ndt. 

1  —  aecosfif  -h 


Effectuons  la  division  indiquee,  nous  aurons 

du  I  —  ecosfit  ^5  ^        ^       o  . 

--7-  =  — — i  =  I  -f-  ecos/?t-t-  e^ito^int  4-  e^Q,o^6ni  -f-  .  .  . 

ndi       I  —  aecos/if  +  c' 

+  ef'cosknt  +  .  .  .  . 

Xir*  Cahicr.  0.Z 
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Si,  en  effet,  on  multiplie  la  serie  par  le  trinome  i  —  necosnt  +  e^,  on 
trouve,  pour  les  deux  premiers  termes  du  produit,  i —  ecosntj  et  tous 
les  termes  suivants  s'annulent  en  vertu  de  Tidenlite 

cosknt  —  2cos(A-  —  i)  nt  cos nt     cos {k  —  2)  nt  =  o. 

Pour  passer  de  la  valeur  de  du  a  celle  de  il  suffit  d'integrer,  ce  qui 
donne 

(5)     u  —  nt     esmnt     —  sina/?^  -4-  j  sin3/?/  +  ~sin4/??  . 

serie  tou jours  convergente,  puisque  e  est  <  1 . 

Si  Ton  rapproche  la  serie  (5)  de  la  serie  exacte  (2),  on  volt  que  les  trois 
premiers  termes  du  developpement  sont  les  memes,  et  que  la  divergence 
commence  seulement  aux  termes  en  c',  comme  nous  Tavions  deja  reconnu. 
L'erreur  S  qui  resulte  de  Temploi  de  la  nouvelle  formule  est  donnee  par 
la  difference  des  deux  series,  c'est-a-dire  par  Tequation 


(6) 


*=^*( — 8 — — )+'(-^  r-y 

=  —    sinV/f  H-  —  (sin4^^  —  2  sinant)  -t-  


Le  terme  en     nous  etait  deja  connu.  II  s'annule  pour  Arf  =  o,  =77, 

6 

3t: 


=  277,  et  atteint  sa  valeur  absolue  maximum,  ^>  pour     =  -  ou  —  •  Le 


terme  en  e*  s'annule  pour  nt=  Oy  =     =  tt?  ~  "T'  ~  ^ 
leur  maximum  pour         5'       ^»  ^5  ^^tt®  valeur  absolue  maximum 

est  a  peu  pres  ^gale  a  • 

Pour  obtenir  une  approximation  du  troisieme  ordre,  il  sufHrait  de  cal- 
culer  une  valeur  approchee     de  Tangle  cherche  par  I'equation 

/         sin  nt 

tanff  w  =  ) 
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puis  de  corriger  cette  valeur  u'  au  moyen  de  reqiiation 

u  =  ii!  —  ^e^  snx^rit. 

L'erreur  commise  sur  u  serait  alors  de  Tordre  de  e\ 

Appliquons  ces  resultats  a  di verses  planetes.  Pour  Mars,  dont  Texcen- 
tricite  est  de  0,098,  le  terme  correctif  a  pour  valeur  maximum 

0,000804357  0/ 
 ^  <^  =  0,000  i34  1 191 

ce  qui  correspond  a  un  angle  de  27  secondes. 

L'excentricite  de  Torbite  terrestre  a  pour  valeur  0,01 68,  La  correction 
est  alors  insignifiante ;  son  maximum  est  egal  a  la  fraction 

0,000  ooi  74 1  632 
 =  0,000  000  79, 

arc  inferieur  a  i  seconde. 

Supposons  Texcentricite  egale  a  |.  L'erreur  sera  egale  a 

0,Ol5  625  n  , 

— g —  =  0,002  Do4; 

ce  nombre  correspond  a  un  arc  un  peu  moindre  que  9  minutes.  Dans  un 
modele  en  petit,  oil  le  demi  grand  axe  de  Tellipse  serait  de  o"*,25,  Tecart 
maximum  entre  la  position  vraie  du  mobile  et  la  position  que  lui  assigne 
la  formule  approximative  monterait  a  environ     de  millimetre. 

Cela  pose,  nous  realiserons  comme  il  suit  le  mouvement  elliptique  des 
planetes  dans  le  cas  d*une  petite  excentricite. 

Soient  {fig*  2)  : 

a  le  demi  grand  axe  de  Tellipse  que  le  point  mobile  doit  decrire; 
b  le  demi  petit  axe ; 

e  Texcentricite  relative,  egale  a      ~^  • 

Nous  obtiendrons  le  mouvement  elliptique  demande  en  faisant  rouler 
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un  cercle  de  rayon  OB  =  — —  a  rinterieur  d'un  cercle  fixe  de  rayon 

OA  =  OC  =  OA'  =  a  4-  6,  double  de  OB.  L'ellipse  sera  decrile  par  un 
point  M  appartenant  au  cercle  mobile  et  situe  a  la  distance  de  son  centre 

B3[  =  ^  ~* .  L'angle  BOA  est  Tanomalie  excentrique  w,  et  Tangle  MBO  est 

egal  a  77  —  2u.  Pour  lier  Tangle  u  au  temps  t,  prenons  sur  le  prolonge- 

Fig.  2. 


nient  du  rayon  AO  une  longueur  00'  =  ae,  et  installons  en  ce  point  un 
pivot  O',  auquel  un  mouvement  d'horlogerie  communiquera  une  vitesse 
angulaire  uniforme.  Appelonsn  cette  vitesse  angulaire.  Le  pivot  O'entrai- 
nera  un  bras  O'K,  de  longueur  constante  et  egale  a  a,  dont  Textremite  K 
sera  assujettie  a  glisser  a  frottement  doux  dans  une  rainure  pratiquee  le  long 
du  bras  OB  qui  porte  le  centre  du  cercle  mobile.  Cette  liaison  realisera  le 
mouvement  defini  par  Tequation  (4).  On  a,  en  efFet,  en  abaissant  sur  OA 
la  perpendiculaire  KP, 

.    KP        O'K  sin /i£    a  sin  nt    smnt 

langa  —  OP  —  on?— Qo>  —  a  cos  nt'-ae  ~  cosnt  —  e' 

Le  point  O'  est  un  des  foyers  de  Tellipse,  mais  ce  n'est  pas  celui  qu'oc- 
cupe  le  Soleil  et  qui  forme  le  centre  des  aires.  Le  foyer  occupe  par  le 
Soleil  est  le  point  F,  a  une  distance  OF  =  00'. 

La  coupe  en  travers  montre  la  maniere  de  disposer  les  pieces  du  me- 
canisme  de  telle  sorte  qu'elles  passent  les  unes  au-dessus  des  autres  sans 
jamais  rencontrer  d 'obstacle  a  leur  mouvement  continu. 
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O  centre  du  cercle  fixe,  point  autour  duquel  tourne  le  rayon  OB; 

centre  du  mouvement  uniforme : 
B  centre  du  cercle  mobile ; 

E  mouvement  d'horlogerie  commandant  le  pivot  ; 
(XK  aiguille  animee  d'un  mouvement  uniforme; 

K  goupille  faisant  corps  avec  Taiguille  O'K  et  entrainant  le  bras  06,  en 
glissant  dans  une  rainure  longitudinale  pratiquee  dans  ce  bras; 

o'y  bras  faisant  corps  avec  le  bras  ob  par  I'intermediaire  du  pivot  00'  \  il 
porte  le  pivot  B  du  cercle  mobile ; 

D  cercle  fixe,  garni  interieurement  de  dents  d'engrenage  ou  de  stries ; 

C.  cercle  mobile  garni  exterieurement  de  la  meme  maniere; 

GG  support  du  pivot  00'. 

Correction  mecanique  de  la  solution  approximative. 

Au  lieu  de  donner  a  Tarbre  un  mouvement  uniforme,  on  pent  faire 
conduire  cet  arbre  par  un  engrenage  a  rayons  variables,  de  maniere  a  re- 
duire  Ferreur  a  un  ordre  determine  de  petitesse. 

Proposons-nous,  par  exemple,  de  la  reduire  a  des  termes  du  quatrieme 
ordre,  en  faisant  mener  Tarbre  par  un  arbre  O^'  anime  de  la  vitesse 
uniforme  n.  Appelons  (p  Tangle  decrit  par  Tarbre  O'  pendant  que  Tarbre  O 
decrit  Tangle  u  et  que  Tarbre  CV'  decrit  Tangle  a  =  nt.  Nous  aurons  a  la 
fois,  en  arretant  les  series  (2)  et  (5)  aux  termes  en  e% 

u  =  <pH-  csin(pH  sin2(p-|-  •5-8in3(p, 

u  —  OL-^  esina  H-  —  sin2a  H-  y  (sin3a  —  ^sin^a). 

Posons  (p  —  «  H-  (p',  en  appelant  (p'  ce  qu'il  faut  ajouter  a  Tangle  «  pour 
donner  a  (p  la  valeur  convenable.  La  correction  ^'  sera  de  T ordre  de  gran- 
deur de  e*,  ce  qui  permet  d'en  negliger  les  puissances.  Substituant  «  4- 
a  (p  dans  la  premiere  equation,  et  developpant  les  sinus  en  negligeant  les 
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puissances  de  (p^  il  vient 

^  sin*  a 

^/   o  

^  I  4- ecosa  +  e*  cosaa  4- e'^cos3a 

ou,  comnie  on  le  savait  deja  pour  ce  degre  d'approximation, 

=  a  i  8 — 5-  =  a  —  -c^sin'a. 

De  cette  relation  il  est  facile  de  deduire  le  trace  des  galets  roulants 
qui  resolvent  le  probleme^  et  dont  les  rayons  conjugu^s  p  et  f  satisfont 
aux  deux  equations 

p  +  p'  =  const.  5 
p'e^a  =  pe/ip. 

Nous  avons  etudie  cet  appareil  correctif  pour  une  excentricite  de  ,  la 
plus  grande  que  Ton  rencontre  dans  le  systeme  planetaire.  Les  rayons  p 
et  p'  sont  alors  presque  egaux  sur  tout  le  pourtour  des  galets,  qui  different 
a  peine  de  la  circonference,  et  les  ecarts  entre  les  angles  a  el<p  decrits  en 
temps  egaux  n'atteignent  pas  9  minutes.  Sur  un  modele  en  petit,  la  cor- 
rection passerait  inapercue. 

Sans  reduire  a  zero  Terreur  provenant  des  termes  du  troisieme  ordre, 
on  pourrait  Tattenuer  legerement  en  rempla^ant  Tequation 


par  Tequation  plus  simple 


(p  =  a  — ^sin(p. 


L'erreur  commise  est  representee  approximativement  par  le  produit 

—  ^  (sina  H-  sin 3 a) ; 


elle  s'annule  pour  «  =  o,  «  —  -  et  «  =  tt,  et  atteint  le  maximum  de  sa 
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valeur  pour  cosoc  =  c  est-a-dire  pour  «  =  35^  i8\  Elle  est  alors  egale 
a  0,064^',  ce  qui,  pour  ^  =  7,  represente  un  arc  de  0,001  ou  de  4  minutes. 
Pour  realiser  cette  combinaison,  il  faudrait  monter  sur  la  droite  O'O  {fig.  3) , 

en  un  point  C  distant  de  Taxe  0'  de  la  quantite    >  un  arbre  qui  recevrait 

le  mouvement  uniforme.  Get  arbre  menerait  un  bras  O'^K',  egal  a  CVK, 


Fig.  3. 


et  dont  Textremile  K'  glisserait  a  frottement  doux  dans  une  rainure  de  O'K , 
de  la  meme  maniere  que  Textremite  K  glisse  le  long  de  Tarbre  OB.  Cette 
solution  entrainerait  une  certaine  difficulte  pratique,  celle  d'installer  deux 
arbres  tournants  situes  ^  distance  tres-petite  Tun  de  Tautre.  En  resume, 
on  peut  s'en  tenir  a  la  solution  approximative  non  corrigee,  qui  a  pour 
elle  Tavantage  d'une  grande  simplicite,  et  qui  suffit  tant  que  Texcentricite 
de  Torbite  ne  depasse  pas  \. 

II. 

Le  meme  probleme,  applique  au  mouvement  parabolique,  conduit  a 
des  resultats  theoriques  interessants. 

Soit  B'AB  {fig*  4)  la  parabole  decrite  par  un  mobile  M,  sous  Taction 
d'une  forc^  dirigee  vers  le  foyer  F  de  la  courbe,  et  proportionnelle  a  Fin- 
verse  du  carre  de  la  distance  MF.  Soient  A  le  sommet  de  la  courbe,  00' 
sa  directrice.  Posons  FA  =  AO  =  demi-parametre  de  la  parabole, 
FM  =  r  et  MFO  =  i9,  coordonnees  polaires  du  point  mobile.  L' equation 
de  la  courbe  est 

^  f  H-cos9  ,0 

cos'  - 

2 
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La  condition  relative  aux  aires  decrites  par  le  rayon  MF  donne  Pequa- 


tion 

(2) 


C  designant  une  constante  et  t  le  temps.  Renipla^ons  r  par  sa  valeur  ( i ) 
dans  Tequation  (2),  il  viendra  une  equation  entre  d  et  ^,  savoir 


(3) 


COS*  -  ^ 


Changeons  de  variable  et  posons  tang  -  =  w.  On  en  d^duit  successivement 


0 

COS- 
a 

.  e 
sin  - 

2 


sin  d 
cosfl 


IX  fill 
1  H-  it* 

I 
u 
a/( 
i  —  u* 


et,  par  consequent,  au  lieu  des  equations  (i)  et  (3), 
(4)  r=;>(H-M»), 
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et 

C  * 

(5)  -idt  =  2{i-^  u^)du. 

De  cette  derniere  equation  on  tire,  en  integrant, 

(6)  |.«  =  fK  +  3e.), 

sans  ajouter  de  constante,  si  Ton  compte  le  temps  a  partir  de  l*instant  du 
passage  du  point  mobile  au  sommet  A  de  la  parabole. 

On  trouve  aisement  sur  la  figure  une  ligne  proportionnelle  a  u^-hSu. 
Au  point  M  menons  la  tangente  MG  et  la  normale  MN,  et  prolongeons 
cette  derniere  droite  jusqu'a  la  rencontre  en  N  avec  la  directrice  00'.  On 
sait  que,  dans  la  parabole,  la  tangente  MG  coupe  la  tangente  au  sommet  AG 
en  un  point  C  situe  sur  la  bissectrice  de  Tangle  MFA.  On  a  done 

MFC  =  GFA  =  -. 

De  plus  Tangle  MCF  est  droit.  La  normale  MN  est  parallele  k  FG  et  fait 
avec  Taxe  de  la  courbe,  ou  avec  la  droite  MP  abaissee  perpendiculairement 

sur  la  directrice,  un  angle  egal  a  -•  Enfin  MP=MF.  Posons  ON=»:z,  nous 
aurons 

z  =  ON  =  OP  +  PN  =  rsinfl  +  rtang  ^ 
=  r  (sin  +  «)  =  r  (j^,  +  uj 

=       + w^)  ^-^,  +  i,^  =  ^(3wH-w»). 

Done 

P 

Substituant  dans  (6),  on  a  Tequation 

-=  f  =  5^  -  J    ou  Dien   z  =  —  7 

XLF*  Cahier.  a4 


Digitized  by 


l86  l^D.  COLLIGNON. 

de  sorte  que,  pendant  que  le  point  M  decrit  des  aires  egales  en  temps 

egaux  autour  du  foyer  F,  le  point  N  se  meut  sur  la  directrice  avee  une 
3C 

Vitesse  constante  — • 

Or  le  point  N,  etant  sitae  a  chaque  instant  sur  la  normale  a  la  para- 
bole,  peut  etre  considere  coinme  le  centre  instantane  autour  duquel  pivote 
une  courbe  de  forme  invariable,  qui  roulerait  sur  la  directrice  en  entrai- 
nant  le  point  M  et  en  lui  faisant  decrire  la  parabole  AB.  Pour  construire 
la  courbe  roulante,  on  prendra  pour  rayon  vecteur  p,  porte  a  partir  d'un 
meme  pole,  les  longueurs  successives  des  normales  MN,  et  Ton  deter- 
minera  les  angles  polaires  correspondants  cp  sous  la  condition  que  Tangle 
forme  par  la  courbe  avec  son  rayon  vecteur  soit  en  chaque  point  egal  a 
Tangle  MNP.  On  aura  done 

(8)  ,  =  MN=-»«1  =  ^.  =  -?-.. 

COS  -        COS  -        cos'^  - 

2  2  2 

Quant  a  Tangle  (p,  on  le  determinera  par  la  relation 

^  =  tangONM  =  cotNMP  =  cot  -  =  -  • 

dp  ^  2  u 

On  en  deduit 

=  Irf(-3logcos^)  =  -? 


rfcos- 

2 


cos- 

2 


o  Sin  -  — 

.1         2  2 


U  0  2 

COS  - 
2 


Done 

(9)  <P  =  |0, 

en  convenant  de  compter  les  angles  (p  a  partir  du  rayon  vecteur  qui 
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aboutit  sur  la  courbe  roulante  au  point  correspondant  au  sommet  A  de  la 
parabole,  point  pour  lequel  fl  =  o. 

Entre  les  equations  (8)  et  (9)  eliminons  Tangle  0,  il  viendra  pour  Te- 
quation  de  la  courbe  cherchee 

Co)  e  =  -£-. 

COS' I 

Rapportee  au  foyer  F  de  la  parabole  comme  pole  et  a  Taxe  polaire  FA, 
la  courbe  roulante  se  deduit  tres  facilement  de  la  parabole  par  la  con- 
struction suivante.  Pour  avoir  le  point  correspondant  a  un  point  M 
donne ,  elevons  MR  perpendiculaire  a  FM ,  et  faisons  en  F  Tangle 

RFM  =  -  =  {MFA.  Le  point  R  sera  le  point  cherche.  On  a  en  effet,  en 

posant  RF  =  p  et  RFA  =  cp, 

(p  =  |fl    et  pcos'|=/;. 

Le  rayon  vecteur  RF  de  la  nouvelle  courbe  est  ^gal  a  MN;  il  est  la 
moitie  du  rayon  de  courbure  de  la  parabole  au  point  M,  car  on  a,  en 
appelant  R  ce  rayon  de  courbure, 

R  cos'  ^  =  2/7,    ou  bien    R  cos'  |  •=  2/;, 

ce  qui  donne 

Le  mouvenient  du  point  M  sera  realise  si  Ton  fait  rouler  la  courbe  AR 
sur  la  directrice  00',  sous  la  condition  que  la  courbe  mobile  applique  en 
temps  ^gaux  des  arcs  egaux  sur  cette  droite.  La  vitesse  v  du  point  de 
contact  N  est  liee  a  la  vitesse  angulaire  oi  de  la  figure  mobile  par  Tequation 
generale 


R'  et  R'^  designant  les  rayons  de  courbure  au  point  de  contact  de  la  courbe 

4. 
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roulante  et  de  la  ligne  fixe  sur  laquelle  elle  roule.  Ici  la  ligne  fixe  est  une 
droite  et  son  rayon  de  courbure     est  infini.  L'equation  se  reduit  done  a 

(ii)  ^  =  ^" 

et  nous  devons,  par  consequent,  chercher  le  rayon  de  courbure  R'  de  la 
courbe  roulante.  Pour  y  parvenir  plus  aisement,  nous  reprendrons  la 
question  a  un  point  de  vue  geometrique. 

La  parabole  AB  {^g.  5)  est  Tenveloppe  des  positions  successives  du  cote 
CM  d*un  angle  droit  mobile  MCF,  dont  le  sommet  C  glisse  sur  la  droite  fixe 

Fig.  5. 


A' 

0' 

N 

P 

C 

¥ 

A 

0 

AA',  pendant  que  le  second  cote  GF  passe  constamment  par  le  point  fixe  F, 
foyer  de  la  courbe.  On  obtient  le  centre  instantan^  de  rotation  de  la  figure 
mobile  dans  la  position  MCF,  en  cherchant  I'intersection  I  des  normales  FI 
et  CI  aux  directions  simultanees  des  mouvements  des  points,  F  et  G.  Abais- 
sant  sur  CM  la  perpendiculaire  IM,  on  aura  le  point  iM  ou  le  cote  CM 
touche  son  enveloppe  :  ce  point  appartient  a  la  parabole.  On  voit  sur  le 
champ  que,  la  figure  CFIM  etant  un  rectangle,  Tangle  MFC  est  egal  a  ICF, 
ou  enfin  a  CFA,  propriety  dont  nous  avons  fait  usage  tout  a  Fheure.  Ima- 
ginons  qu*un  autre  angle  droit  mobile  RMF  soit  assujetti  a  un  mouvement 
analogue;  son  cote  MF  passera  constamment  par  le  point  F,  tandis  que 
son  sommet  M  glissera  le  long  de  la  parabole.  L'enveloppe  des  positions 
successives  du  cote  MR  s*obtiendra  en  cherchant  le  centre  instantane  V  de 
I'angle  mobile  a  la  rencontre  des  normales  FI',  MI  aux  trajectoires  des 
points  F  et  M,  et  en  abaissant  I'R  perpendiculaire  sur  RM.  On  aura  en  R 
un  point  du  lieu.  L'angle  RFM  est  egal  a  I'MF,  c'est-a-dire  k  MFC  et  a 
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CFA,  de  sorte  que  Tenveloppe  cherchee  est  la  caurbe  roulante 


cos'l 

que  nous  venons  de  determiner  par  une  autre  methode.  Or  nous  pouvons 
considerer  cette  courbe  comme  rapportee  a  des  coordonnSes  podaires  res- 
pectivement  egales  aux  coordonnees  polaires  r  =  FM,  fl  =  MFA  du  point 
correspondant  sur  la  parabole.  On  sait  que,  dans  ce  systeme  de  coordon- 
nees, on  a 


relation  aisee  a  verifier,  et  que  le  rayon  de  courbure  R'  de  la  courbe  au 
point  R  est  donne,  soit  par  la  somme  ^     ^>  soit  par  Texpression  plus 

simple       ou  ^  -^r^'      appelant  p,  comme  nous  Tavons  fait  jusqu'ici, 

la  distance  FR  du  pole  au  point  de  contact.  Les  triangles  RFM,  MFC, 
CFA,  tons  semblables,  donnent  les  egalites 


d'ou  Ton  deduit 


Done 


FR  _  FM  _  FC 
FM  ~FC  ~  fa' 


FK        FM  a  r» 

FM  ^  p 


^  =  3^    et  R'=^^ 


Cette  expression  verifie  la  propriete  fondamentale  de  la  courbe  AR 
comme  courbe  roulante.  En  efFet,  si  Ton  multiplie  le  rayon  de  courbure  R' 
par  Tangle  d9  de  deux  normales  infiniment  voisines,  on  a  pour  produit 
Tare  Clemen taire  ds'  de  cette  courbe.  Done 

3r^_  3  rTde 
^p        p    2  ' 
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egalite  qui  montre  que  Tare  elementaire  ds\  pris  sur  la  courbe  AR,  est  pro- 

portionnel  a  I'aire  elementaire,         decrite  par  le  rayon  vecteur  FM  dans 

le  niouvement  parabolique.  Cette  proportionnalite  entratne  la  constanee 
de  la  vitesse  du  point  de  contact  dans  le  mouvement  epicycloidal. 

Sub^tituons  cette  valeur  de  R'  dans  Tequation  (i  .i),  ainsi  que  la  valeur 
3C 

=  —  de  la  vitesse  du  point  de  contact  N,  il  viendra 


de  sorte  que  la  vitesse  angulaire  de  la  courbe  roulante  autour  de  son  point 
de  contact  avec  la  directrice  est  egale  a  chaque  instant  a  la  vitesse  angu- 
laire du  rayon  vecteur  FM  autour  du  foyer  F. 

La  courbe  AR  ainsi  obtenue  est  rectifiable  algebriquement.  L'arc  AR 
est  ^gal  a  la  longueur  ON  prise  sur  la  directrice,  et  le  point  N  se  deduit 
du  point  R  en  cherchant  sur  la  parabole  le  point  M  qui  correspond  a  ce 
point  R,  et  en  menant  la  droite  MN,  qui  fait  des  angles  egaux  avec  MF 
et  I'axe  de  la  parabole.  La  longueur  de  Tare  ^'  =  AR  se  trouve  sur  la 
figure  en  evaluant  ON.  On  a,  en  fonction  du  rayon  r  =  FM  de  la  para- 
bole, 

{f-^^p)  yjf  —P  ^ 
\^P 

et,  en  fonction  du  rayon  p  =  FR  de  la  courbe  elle-meme, 

^    ^  ^"  >JP 

Pour  etudier  plus  completement  cette  courbe,  passons  des  coordonnees 
polaires  p  et  ^  aux  coordonnees  rectangles  x  ety^  x  etant  compte  sur  Taxe 
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de  la  parabole  a  partir  du  sommet  A ;  nous  aurons 

X  =  p  —  pcos?), 
j  =  psin(p, 

avec  r equation  p  —  — —  • 

cos'l 

Faisons  |  =  (p',  d'oii  Ton  cjeduit  cp  =  3^';  les  formules  de  transforma- 
tion deviendront 

x—p  —  pcos3^'  ~  p  —  p(4cos^(p'  —  Scoscp'), 
y  —  psinScp'  —  p(3sin(p'  —  4sin*(p'). 

Remplacant  p  par  sa  valeur        ou  — >  il  vient 

cos' I  ^ 

X  —  3/?tang'<p', 

J       tang(p' (3  —  tang*(p'). 

Eliminons  tang<p  entre  ces  deux  equations.  On  tire  de  la  premiere 

tang?'  =  ±y/^, 

et  cette  valeur,  substituee  dans  la  seconde,  donne  pour  T equation  finale 
du  lieu 

/  =  =t;,V'|(3-f.)  =  --^\/|(v-f> 

La  courbe  roulante  est  done  du  troisieme  ordre;  elle  est  symetrique, 
comme  la  parabole,  par  rapport  a  I'axe  des  abscisses.  La  tangente  a  la 
courbe  est  donnee  par  T  equation 
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elle  est  horizontale  pour  x—p^  ce  qui  rend  r  egal  a  dz  L'equatiou 

3  y  3 

polaire  de  la  courbe  met  ce  resultat  en  evidence  quand  on  y  fait  <p  =  ^• 

L*ordonnee/  est  nulle  pour  a;  =  o,  c'est-a-dire  au  sommet  A,  et  aussi 
pour  0?  =  9/?,  ce  qui  donne  pour  la  courbe  un  point  double  G  [fig^  6),  ou 


Fig.  6. 


les  deux  branches  se  coupent  sous  un  angle  egal  aux  deux  tiers  d'un  angle 
droit.  A  partir  du  point  double,  y  croit  indefiniment  en  valeur  absolue  a 

mesure  que  x  crott  lui-meme,  et  le  rapport^  croit  en  meme  temps  jusqu'a 

rinfini.  La  courbe  n'a  done  pas  d'asymptote.  La  longueur  de  Tare  AG 
compris  entre  le  sommet  et  le  point  double  est  donn^e  par  la  formule  (12) 
en  y  faisant  p  =  FG  =  8/?.  II  vient 

=  6/?  \J%. 

La  courbe  AR  une  fois  tracee  pent  servir  a  resoudre  certains  problemes 
celebres  dans  I'histoire  de  la  Geometric.  Si  Ton  veut  partager  un  angle 
donne  RFA  en  trois  parties  egales,  il  suffira  de  mener  en  R  une  tangente 
RM  a  la  courbe,  et  d*abaisser  du  point  F  une  perpendiculaire  FM  sur  cette 
tangente  :  RFM  sera  le  tiers  cherche.  Si  Ton  veut  trouver  le  cote  d'un 
cube  double  d'un  autre,  ou  plus  generalement  le  cote  d'un  cube  ayant  un 
rapport  K  avec  un  cube  donne,  dont  le  cote  peut  etre  pris  pour  unite,  on 
prendra  FA  pour  le  cote  donne,  e value  a  une  echelle  arbitraire,  et  Ton  de- 
terminera  sur  la  courbe  un  point  R  tel  que  la  distance  RF  soit  egale  a  K. 
Menant  la  tangente  RM  et  abaissant  FM  perpendiculaire  sur  sa  direction, 
il  n'y  aura  plus  qu'a  mener  la  bissectrice  FC  de  Tangle  MFA  jusqu'a  la 
rencontre  de  la  tangente  AG  au  sommet  de  la  courbe.  La  longueur  FC 
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sera  le  cote  cherche,  car  on  a  les  rapports  egaux 

FR  _  FM  _  FC 
FM~FC  ~FA' 

done 

FR  =      ,    et  par  suite    FC  =  FR .  FA  =  K. 
FA  ^ 

Enfin  FM  et  FC  sont  les  deux  moyennes  proportionnelles  inserees  entre 
les  quantites  donnees  FA  et  FR. 


III. 

L'analogie  nous  conduit  a  generaliser  les  resultats  qugn  vient  d'obtenir, 
et  a  considerer  pour  cela  la  courbe  representee  en  coordonnees  polaires 
par  I'equation 


cos"- 
n 

en  faisant  pour  simplifier p  =  i.  Le  nombre  n  sera  Vindice  de  la  courbe. 
La  courbe  d'indice  n  peut  etre  deduite  de  la  courbe  d'indice  n  —  i  au 
moyen  d'un  angle  droit  mobile,  dont  le  sommet  suivrait  cette  derniere 
courbe y  tandis  que  Tun  de  ses  cotes  passerait  constamment  par  le  foyer  F; 


Fig.  7. 


le  second  cote  enveloppe  alors  la  courbe  d'indice  n.  On  reconnatt  du  mSme 
coup  que  cette  courbe  coupe  ses  rayons  vecteurs  sous  un  angle  egal  au 

complement  de  -  •  La  courbe  une  fois  tracee,  on  pourra  s'en  servir  pour 

partager  un  angle  donne  en  n  parties  egales,  en  lui  menant  une  tangente 

Xm  Cahier.  25 
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sur  laquelle  on  abaissera  du  pole  une  perpendiculaire,  et  aussi  pour  in- 
serer  entre  deux  nombres  donnes,  1  et  r,  n  —  i  moyennes  proportion- 
nelles.  Le  premier  terme  de  la  progression,  apres  Tunite,  sera  la  longueur 
r'  =  FG  =  y/r,  comprise  entre  le  pole  et  la  tangente  au  sommet,  sur  une 

droite  faisant  avec  I'axe  un  angle  egal  a  ^  • 

^tant  donnees  deux  courbes  d' indices  differents 

I  I 

r  =  p  =  -, 

cos"  -  COS"*  — 

n  m 

nous  appellerons  points  correspondants  deux  points  M  et  M',  situes  sur 
ces  deux  courbes,  dont  les  angles  polaires  MFA  =  et  M'FA  =  <p  sont 
respectivement  proportionnels  aux  indices  n  et  m.  Gette  definition  revient 
a  dire  que  les  rayons  ^ecteurs  FM',  FM  font  partie  d'une  meme  progres- 
sion geometrique,  dont  la  raison  est  representee  par  un  seul  et  meme 
premier  rayon,  =  FG,  aboutissant  a  la  tangente  commune  a  toutes  les 
courbes  en  A. 

Cela  pose,  proposons-nous  de  rectifier  les  courbes,  puis  d'eu  operer  la 
quadrature. 

Soit  ds  Tare  elementaire  de  la  courbe  d'indice  n ;  cet  arc  fait  avec  le 
rayon  vecteur  un  angle  egal  au  complement  de  - ;  done 


.  0 
sin- 
n 


De  Tequation  de  la  courbe  on  tire 


7, =(7)"  *''*^=V^'-(0''' 


cos 
done 

I 

dr  dr 


ds  = 
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du  rayon  vecteur  qui  aboutit  h  la  droite  AA'  et  fait  avec  Taxe  Tangle  - 


Faisons  r"  =  r\  en  appelant  r'/comme  tout  a  Theure,  la  longueur  FC 
rayon  vect 
On  en  d^duit 


et  enfin 


as  =        — } 
vV«  -  I 


fonction  toujours  integrable.  Cherchons  Tare  s  qui  commence  au  point  A. 
Les  limites  de  r'  seront  Tunite  pour  le  point  A,  et  une  certaine  valeur  r' 
pour  Taiitre  extremite  de  Tare.  Pour  reduire  cette  integrate,  employons 
la  methode  de  T integration  par  parties;  nous  aurons 

J  nr"^'  -0=  =  /ir"-^  \fP^^i  —J  \f7^~^i  .n{n  —  \)  /''"'dr' 
ou  bien,  en  r^duisant  et  en  divisant  par  /z, 

Nous  devons  prendre  les  integrates  entre  les  limites  i  et  r'.  Posons 
d'une  mani^re  generate 


s, 


n 


il  viendra 

(1 3)  s  =  nS„  =  r"-'  vpTTT-H  („  _  ,)  S^., 

formule  au  moyen  de  laquelle  on  passera  de  rintegrale  S„  a  Tintegrale 

puis  a  rintegrale  S^,,  et  ainsi  de  suite  jusqu'a  S,,  si  n  est  impair, 

a5. 
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ou  jusqu'a     si  n  est  pair.  Dans  le  premier  cas,  on  a 


et  alors  s'exprime  algebriquement  en  fonction  de  r'  et  du  radical  carre 
y^r'* —  I,  c'est-a-dire  en  fonction  des  longueurs  FC  et  GA.  Si  I'indice  n 
est  pair,  la  reduction  conduit  a 

c'est  le  cas  qui  se  pr^sente  dans  la  rectification  de  la  parabole.  Dans  les 
deux  cas,  Tare  nS,,  de  la  courbe  d'indice  n  peut  s'exprimer  en  termes 
finis. 

Cherchons  ensuite  Taire  polaire  12  de  la  courbe  entre  le  rayon  FA  et 
un  rayon  quelconque  FM ;  nous  aurons 

I 

Revenons  encore  a  la  variable  r'  =  r".  On  a  d*abord 

6       I  I 


cos 


done 


i  sin  -  rffl  =  dr\ 


et  enfin 


  n  ar    n  ar    ndr^ 


_  1  _/•»  .ndr'        n  r'^'-'dr' 


d'ou  resulte,  en  integrant  entre  Tunite  et  r', 

(i4)  ft  =  ^ S,^.  =  (2« - ,)  S,^,. 
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Or  (2/1  —  i)  Sj^,  est  la  longueur  d'un  certain  arc  /  pris  a  partir  du  point  A 
sur  la  courbe  d*indice  tin  —  i .  La  limite  superieure  de  cet  arc  est  definie 
par  la  mSme  limite  r'  que  I'aire  SI;  ces  limites  superieures  definissent  des 
points  differents  sur  les  deux  courbes,  savoir  le  point  r^^r'"  sur  la  courbe 

r  =  — ^—^  et  le  point  r,  =  r'*"""*  sur  la  courbe      —  '  Ces 


cos"  - 
n 


deux  points  sont  correspondants,  puisque  leurs  rayons  vecteurs  font  partie 
d'une  mSme  progression  geometrique,  et,  par  consequent,  les  angles  po- 
laires  d  et  (p  sont  proportionnels  aux  indices  ntlfin  —  i  des  deux  courbes. 

Ainsi,  la  rectification  d'un  certain  arc  pris  sur  une  courbe  d'indice  im- 
pair, an  —  1,  pent  etre  efTectuee  a  Taide  de  la  quadrature  de  la  courbe 
d'indice  /i,  la  limite  angulaire  de  la  seconde  operation  etant  egale  a  la 

fraction        ^  de  la  limite  angulaire  de  la  premiere.  C'est  ainsi  que  Taire 

0,  de  la  parabole  a  un  rapport  constant  avec  Tare  S,  de  la  courbe  rou- 
lante,  cet  arc  correspondant  a  un  angle  au  foyer  egal  a  une  fois  et  demie 
Tangle  qui  definit  cette  aire. 

Le  rayon  de  courbure  R  de  la  courbe  d'indice  n  s'obtient  en  divisant  ds 

do 

par  Tangle  —  de  deux  normales  infiniment  voisines.  Or  on  a 

,  nr'^dr' 
ds  =  ? 
vV»  — I 

-  =  arc  cos      et    —  =    ,  =  —7===; 


done 


0 


Le  rayon  de  courhure  de  la  courbe  d'indice  n  est  done  egal  a  n  fois  le 
rayon  ^ecteur  du  point  correspondant  de  la  courbe    -h  i . 

Pour  terminer,  nous  chercherons  T equation  en  coordonnces  rectangles 
de  la  courbe  d'indice 


cos"- 

n 
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0 

Faisons  tang  -  =  w ;  on  en  deduit 


e  I 

cos  -  = 


et    sin  -  == 


puis 


Multiplions  par  y/ —  1  la  valeur  de  sin  ~  et  ajoutons  a  cos  -  >  il  viendra 

9        /          .    9  i-f-iii/^^ 

cos  -  +  v —  1  sin  ~  =  — ,  ^ 

l^levons  les  deux  membres  a  la  puissance  r^^^j  nous  aurons 
cosfl  +  yj~i  sinfl  =    +  . 

Changeons  le  signe  de  \/ —  1  dans  les  deux  membres,  puis  ajoutons  et 
retranchons;  on  aura 


cos 


sm 


g  ^  I  (i  -4-  II  sF^lY  +  (1  —  II  V^)"  ^  I  ( I      II  yCIT  Y^{i^uyJ—lY 
2  ?  a  /•  ' 

=  _L_  (i-4-uv/=T)--(i-iivC-r)" 


de  sorte  que,  si  Ton  pose  r  cosfl  =  ^,  r  sinfl  =  w ,  en  faisant  passer  (es  axes 
rectangulaires  par  le  foyer  pris  pour  origine,  on  aura  pour  les  codrdon- 
n^es  en  fonction  de  la  variable 


(i5) 


g^('  +  "V=^)''  +  (i-"\/^)\ 


a  ^ —  I 
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Entre  ces  deux  equations  eliminons  la  variable  u.  On  tire  d'abord 
des  Equations  (i5) 

i)''  =  gH~wv/—  1, 

done 

Ajoutant,  il  vient  pour  Fequation  de  la  courbe 

(16)  V^e4->iv^^+V^'?-wv/=^=ii. 

Dans  cette  Equation ,  les  determinations  des  deux  radicaux  doivent  se  cor- 
respondre  de  telle  sorte  que  Tune  soit  toujonrs  egale  au  conjugue  de 
rautre.  II  n'y  aura  plus  qu'a  faire  disparaitre  ces  radicaux.  On  pent  re- 
marquer  que  les  valeurs  de  ^  et  de  »f  donnees  par  les  equations  (i5) 
equivalent  aux  relations  suivantes  : 

cos"- 
n 

lesquelles  sont  evidentes  d'apres  la  figure. 

L'equation  (16)  est  du  /i'^*  degre  par  rapport  a  Tune  des  variables  et 
du  [n  —  i)*^**  par  rapport  a  I'autre.  En  efFet,  reportons-nous  aux  equa- 
tions (i5),  qui  expriment  §  et  w  en  fonction  de  u.  Si  Ton  developpe  les 
^lemea  puigganccs  iudiquecs,  Tensemble  des  termes  du  developpement  pris 
de  deux  en  deux  exprimera  la  valeur  de  et  les  autres  termes,  debarrasses 
du  facteur  ^ —  i,  formeront  la  valeur  de  w.  Done,  ou  bien  le  polynome 
qui  exprime  ?  est  du  /i'*"*  degre  en  et  alors  le  polynome  qui  exprime  w 
est  du  {n  —  i)'^*,  ou,  au  contraire,  le  polynome  qui  exprime  f  est  du 
[n  —  i)**™**  degre  et  I'autre  est  du  /i'""*.  A  une  valeur  donnee  de  ?  corres- 
pondent done  n  valeurs  de  u  dans  le  premier  cas,  et  n  —  i  dans  le  se- 


sind 


cos"- 
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condy  et  a  chacune  correspond  une  valeur  unique  pour  ce  qui  fait  en 
tout  n  valeurs  de  w  pour  une  valeur  de  ^  dans  le  premier  cas,  n  —  i  dans 
le  second.  L' equation  (i6)  est  done  du  degre  n  oxx  n  —  i  par  rapport  a  w. 
On  reconnaitrait  de  meme  qu'elle  est,  dans  les  memes  cas,  du  degre  n  —  i 
ou  n  par  rapport  a  ^.  Ce  que  nous  avons  dit  de  §  et  de  w,  nous  pouvons 
le  repeter  de  toutes  autres  coordonnees  ^'  et  w',  lesquelles  s'expriment 
lineairement  en  fonction  de  §  et  de  w  et,  par  suite,  s'expriment  en  fonction 
de  u  par  des  polynomes  entiers  du  degre  n.  Quel  que  soit  le  systeme  de 
coordonnees  rectilignes  que  Ton  adopte,  a  une  valeur  donnee  de  I'abscisse 
correspondent  au  plus  n  valeurs  de  Tordonnee,  ce  qui  caracterise  les 
courbes  du  r^^^  ordre. 

Les  equations  (16)  donnent  aussi  une  nouvelle  expression  de  Tare  ds 
de  la  courbe.  On  a,  en  les  differentiant,, 

  n  ( I  H-  II  \/ —  I  )"""*  du  \j —  I  —  /I  ( I  —  u        I  y~*  du  \l —  I 

= [(. + » v^-^r'  -  (t  - « \/^n, 

  /I  (i  -f-  M  \j —  I       du  \l —  I  4-  n  (i  —  II  \j —  i)"""*  du  yj—  i 

2  ^ — I 

=  ^  [( I  +  ^  y/ZTT)"-^  -^{i-u  sf^Y"] . 
il^levant  au  carre  et  ajoutant,  puis  extrayant  la  racine,  il  vient 

n  —  I 

ds  —  n{i-h  u^)  ^  du. 

En  integrant,  on  exprimera  s  par  un  polynome  entier  en  u  si  n  est 
impair;  si  n  est  pair,  la  fonction  a  integrer  renferme  un  radical  carre  el 
pent  se  ramener,  par  consequent,  a  une  fraction  rationnelle. 
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SUR 

^APPLICATION  DU  CALCUL  DES  COMBINAISONS 

A  LA  THEORIE  DES  DETERMINANTS; 
Pab  M.  PICQUET. 

1.  L'objet  de  ce  travail  est  de  rassembler  les  elements,  epars  dans  les 
Memoires  originaux,  d'une  branche  importante  de  la  theorie  des  determi- 
nants, a  laquelle  les  meilleurs  Traites  parus  jusqu'a  ce  jour  ont  a  peine 
consacre  quelques  lignes  (*),  et  de  la  former,  pour  ainsi  dire,  en  corps  de 
doctrine,  en  y  ajoutant  les  resultats  de  nos  recherches  personnelles* 

On  en  trouve  le  point  de  depart  dans  deux  principes  fondamentaux  que 
nous  rappellerons.  Le  premier,  par  ordre  chronologique,  est  du  a  La- 
place (^)  et  donne  le  moyen  de  developper  un  determinant  en  une  somme 
algebrique  de  produits  de  mineurs  complementaires.  Considerons,  par 
exemple,  le  determinant 


a,. 

a,, 

a,, 

a  un  mineur  a  elements  pris  dans  les  p  premieres  colonnes  et  dont  les 
p  lignes  sont  quelconques,  correspond  un  mineur  complementaire  pris  dans 


(' )  Baltzer,  Theorie  and  Antvendung  der  Determinanten ^  4*  edition,  1875,  p.  62  et  63, 
(')  Recherches  sur  le  Calcul  integral  et  sur  le  systeme  du  monde  [Memoires  de  I 'Academic  de 
Paris,  1772;  2*  Partie,  p.  264). 
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les  q  dernieres;  si  Ton  fait  leur  produit,  le  determinant  est  egal  a  la  somme 
algebrique  de  tons  les  produits  possibles  ainsi  obtenus  en  combinant  les 
p  -hq  lignes  p  ^     produits  dont  le  nombre  est  egal  a 


p\q\ 


et  dont  on  determinera  les  signes  respectifs  d'apres  la  regie  suivante.  On 
ecrira  dans  Tordre  naturel  les  numeros  d'ordre  des  p  colonnes  du  deter- 
minant dans  lesquelles  sont  pris  les  elements  des  premiers  mineurs ;  on  les 
fera  suivre  des  numeros  d'ordre  des  q  autres  colonnes  egalement  ecrits 
dans  Tordre  naturel ;  on  en  fera  autant  pour  les  lignes  respectives  des  deux 
mineurs  complementaires  dont  le  produit  eonstitue  le  terme  considere,  et 
Ton  aflFectera  ce  produit  du  signe  ou  du  signe  — ,  suivant  que  le  nombre 
des  echanges  successifs  entre  deux  numeros  voisins  n^eessaires  pour  passer 
de  la  premiere  suite  a  la  seconde  sera  pair  ou  impair.  Cette  propriete  est 
simple  et  feconde  :  nous  en'ferons  un  usage  constant. 

Le  second  principe  que  nous  voulons  rappeler  n'est  autre  que  le 
theoreme  relatif  a  la  multiplication  de  deux  determinants,  dont  Cauchy 
partage  avec  Binet  Thonneur  de  la  decouverte  (*).  II  pent  s'ecrire  de  la 
fa^on  suivante  : 


-11 


«ii  «M  %  a,^        «„  -f-  ^„  a„ -f- . . .     ^7,^a,^    ...        a^,  -t-  /7„  a^,^ . . .  -h  /J,^a^^ 

^pt  «H         «n     •  •  •     ^pp<^ip    ^pi ^p,     -4- . . .  ^-  a^p^,,    ...    ^p,  a^,     /i^  a^,  -h . . .  -4-  a^^^^^ 

et  se  verifie  de  la  facon  la  plus  simple  en  decomposant  le  determinant 
produit  en  determinants  a  elements  monomes,  egaux  en  nombre  a  p^^ 


( ' )  Caucbt,  Memoire  sur  les  fonctions  qui  ne  peupent  ohtenir  que  deux  valours  ^gales  et  de 
signes  contraires  par  suite  des  transpositions  opMes  entre  les  variables  qu'elles  ren/erment  [Journal 
fie  i'£cole  Poly  technique  ^  caliier  XVII,  p.  29).  —  Binet,  Sur  un  systcme  de  for  mules  analytiques 
et  leur  application  h  des  considerations  giomitriqties  [Ihid,^  cahier  XVI,  p.  a8o). 
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mais  dont  en  realite  i .  2.  .  .p  seulement  sont  differents  de  zero  et  se 
trouvent  etre  les  produits  du  premier  determinant  par  les  termes  respec- 
tifs  du  second. 

Nous  demontrerons,  a  ce  sujet,  un  theoreme  qui  n'a  peut-etre  pas  ete 
remarque  et  qui  merite  d'etre  mentionne. 

Theoreme  I.  —  Un  mineur  du  determinant  produit  de  deux  autres  est 
egal  a  la  somme  de  tous  les  produits  deux  a  deux  des  mineurs  de  meme 
ordre  que  le  mineur  considere  que  Von  peut  former  a\^ec  les  lignes  ou  les 
colonnes  des  determinants  facteurs  dont  les  Elements  figurent  dans  ce  mi- 
neur, produits  dont  Vun  des  facteurs  provient  du  premier  determinant, 
V autre  etant  le  mineur  correspondant  du  second. 


Exemple 


a. 


a^  c^ 
«3     *3  ^3 


/3.  7. 


^3  /33  73 

«i +    /3|  +  c,  y,  a,  a,  +    /S^  +  c,  7,  a,  a,  H-        +  c,  7, 

a,a,  4-  i,/3,  H-  c^y,  a,a,  4-  i,/3,  +-  c^y^  a^cc,  +  b^^,  -f-  c^y, 

«3ai     *3/3|  +  ^^,7,  ^a^a  +  *3/3,  +  c,y,  a,oc,  +  6,/33  H-  c,y, 

^,  /3|  +    7i  ^2     *i  ^2  +  ^1 7-2 

K^i  +  ^27l  ^2^2  H-  ^2^2  H-  ^272 


a,oc, 


a^oc, 


a,  b, 


a. 


H- 

P. 

7< 

H- 

7« 

«2 

a,  7, 

Pour  demontrer  le  theoreme  dans  toute  sa  generalite,  reprenons  le  pro- 
duit general  effectue  plus  haut,  et  considerons  le  mineur  forme  avec  les 
q  premieres  lignes  ou  colonnes  du  second  membre,  et  qui  ne  renferme  que 
les  elements  des  q  premieres  lignes  de  chaque  facteur.  C'est  un  determi- 
nant a  q^  elements  polynomes  qui  ont  chacun  p  termes,  et  qui  se  decom- 
pose consequemment  en     determinants  a  q^  elements  monomes,  obtenus 

en  prenant  de  toutes  les  faqons  possibles  une  sous-colonne  dans  chacune 

26. 
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des  colonnes;  mais  il  y  en  a  un  grand  nombre  qui  sont  nuls,  parce  que 
dans  chacune  des  colonnes  les  sous-eolonnes  de  meme  rang  sont  egales  a 
un  facteur  pres.  L'un  de  ces  determinants  s'obtiendra  done  en  prenant 
dans  chacune  des  q  colonnes  une  sous-colonne,  de  telle  facon  que  deux 
d'entre  elles  n'aient  pas  le  meme  rang  dans  les  colonnes  dont  elles  font 
respectivement  partie.  II  resulte  de  la  qu*un  terme  quelconque  de  ce  de- 
terminant suppose  developpe  sera  le  produit  de  q  lettres  a  prises  dans  les 
q  premieres  lignes  du  premier  facteur,  une  dans  chaque  ligne  et  dans 
q  colonnes  differentes,  par  q  lettres  a  prises  de  la  meme  fa^on  dans  les 
q  premieres  lignes  du  second  facteur;  de  sorte  que,  si  Ton  considere  le 
produit  des  deux  determinants  obtenus  en  ne  prenant  dans  les  q  pre- 
mieres lignes  de  Tun  et  I'autre  facteur  que  les  q  colonnes  qui  ont  fourni 
ces  lettres,  le  terme  considere  se  retrouvera  dans  ce  produit.  Reciproque- 
ment,  le  produit  de  deux  mineurs  de  cette  espece,  pris  dans  Tun  et  T autre 
facteur,  se  retrouvera  toujours  dans  le  mineur  considere  du  determinant 
produit.  Par  exemple,  le  produit 


^1  I  ^\  ,p-q-*-t  ' 


a 


*9 


a 


2q 


^q.p^^K 

<^qt^q,p-q+i' 


9  9P 


s'y  retrouvera  evidemment,  puisqu*il  provient  de  la  suppression  dans  cha- 
cune des  q  colonnes  de  ce  mineur  des  p  —  q  premieres  sous-col onnes.  II 
est  d'ailleurs  facile  de  verifier  Tegalite  du  nombre  des  monomes  du  mineur 
considere  ainsi  decompose  en  p{p  —  i).  .  .{p  —  ^  +  i)  =  q^-G^  deter- 
minants simples  et  de  la  somme  de  produits  a  laquelle  il  est  egal,  lequel 
nombre  est 


q\'C^  =  l.2.  ..q.pip  .  .{p  —  q^i). 
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2.  Nous  appellerons,  suivant  Tusage,  mineur  d*ordre  k  d'un  determi^ 
riant  tout  mineur  obtenu  en  supprimant  dans  le  determinant  k  lignes  et 
k  colonnes.  D'apres  cela,  on  voit  facilement  que  tons  les  mineurs  d'ordre 
donne  k  d'un  determinant  S  a  aj^  elements  sont  en  nombre  carre  egal  a 

On  peut  done  les  considerer  comme  les  elements  d'un  nouveau  determi- 
nant, dans  lequel  on  mettra  dans  une  memie  ligne  ou  eolonne  les  mineurs 
composes  d' elements  appartenant  aux  memes  lignes  ou  colonnes  de  S.  Ce 
nouveau  determinant  A  a  ete  considere  pour  la  premiere  fois  par  Cau- 
chy  (*);  afin  d'en  exposer  simplement  et  clairement  les  proprietes,  nous 
demontrerons  le  theoreme  suivant  : 

Th^oreme  II.  —  Le  determinant  A  ne  change  pas  si  Von  affecte  tons 
ses  elements  du  signe  que  leur  donne  la  regie  de  Laplace,  lorsquon  les 
re  garde  comme  mineurs  de  S. 

Ainsi  nous  supposerons  chaque  element  de  A,  mineur  d'ordre  k  de  S, 
affecte  du  signe  -h  ou  du  signe  — ,  suivant  que,  pour  passer  de  la  suite 
des  numeros  d'ordre  occupes  par  ses  colonnes  dans  S  ranges  dans  Tordre 
naturel  et  suivis  des  numeros  d'ordre  des  colonnes  restantes  egalement 
ranges  dans  Tordre  naturel*  a  la  meme  suite  relative  aux  lignes,  il  faut  un 
nombre  pair  ou  un  nombre  impair  d'inversions.  Cela  pose,  considerons 
les  elements  de  la  premiere  ligne  de  A;  ils  donneront  lieu  a  une  certaine 
suite  de  signes  et  — ,  et  ceux  de  la  premiere  eolonne  donneront  lieu  a 
la  meme  suite  de  signes  si  Ton  suit  dans  les  combinaisons  n  —  ^  a  n  —  k 
des  lignes  de  S  le  meme  ordre  que  dans  les  combinaisons  des  colonnes.  II 
est  clair  d'ailleurs  que  toutes  les  lignes  de  A  presenteront  la  meme  suite 
que  la  premiere,  ou  la  suite  inverse  dans  laquelle  tous  les  signes  sont 
changes,  suivant  que  le  premier  element  de  la  ligne  consideree  aura  le 


( ' )  Journal  de  I'icole  Poljrtechnique,  cahier  XVII,  p.  gS. 
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meme  signe  que  le  premier  element  de  la  premiere  ligne,  ou  le  signe  con- 
traire.  II  en  resulte  qu'en  changeant  tous  les  signes  dans  les  lignes  a  suite 
inverse,  c'est-a-dire  en  changeant  un  certain  nombre  de  fois  le  signe  de  A, 
on  obtiendra  la  m^me  suite  dans  toutes  Jes  lignes,  de  telle  sorte  qu'alors 
les  elements  d'une  meme  colonne  auront  tous  le  meme  signe,  qu'on  rame- 
nera  a  etre  le  signe  -h  en  changeant  le  signe  du  determinant  le  meme 
nombre  de  fois  qu'on  I'a  deja  fait :  ainsi  le  determinant  n'a  pas  change. 
Exemple  : 

;  «i    *i    ^'i  ^1 

^         a,    b.,  c, 

«3        ^3        ^3  «3 

a,    b,    c,  d. 


{c,d,) 

(a  A) 

M) 

M) 

le  tableau  des  signes  afFectes  par  la  regie  de  Laplace  aux  elements  de  A 
est  le  suivant : 


Changeant  tous  les  signes  dans  la  deuxieme  et  dans  la  cinquieme  ligne, 
puis  dans  la  deuxieme  et  la  cinquieme  colonne,  ce  qui  ne  change  pas  le 
signe  du  determinant,  on  aura  partout  le  signe  + . 


I 
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Cela  pose,  la  demonstration  du  theoreme  suivant  est  immediate  : 

ThEoreme  III  (*).  —  Le  produit  du  determinant  A  aux  mineurs 
d'ordre  k  de  B  par  le  determinant  b!  aux  mineurs  d'ordre  n  —  k  est  egal 
a  une  puissance  de  S. 

Multiplions  en  effet,  d'apres  la  regie,  les  deux  determinants,  apres 
avoir  affecte  tons  les  elements  de  Tun  d'eux  du  signe  que  lui  donne  la 
regie  de  Laplace.  Nous  aurons  un  nouveau  determinant  dans  lequel  tous 
les  termes  en  diagonale  representeront  precisement  S  developpe  sous  forme 
de  somme  de  produits  de  mineurs  complementaires,  tandis  que  tous  les 
autres  seront  nuls  comme  representant  le  meme  determinant  developpe 
de  la  memefa^on,  apres  y  avoir  remplace  les  elements  d'une  ligne  ou  eo- 
lonne  par  ceux  d'une  autre  ligne  ou  colonne.  Le  nombre  des  lignes  et 
colonnes  est  d*ailleurs  egal  a  C^j^;  on  a  done 

(l)  AA'  =  SC-*. 

ThEor^me  IV  (^).  —  Le  determinant  A  est  egal  a  une  puissance  de  8. 

Si  Ton  a  egard  aux  conditions  de  divisibilite  des  fonctions  entieres,  le 
theoreme  a  demontrer  est  implicitement  renferme  dans  la  formule  de  Gau- 
chy  (i)  :  S  est,  en  effet,  une  fonction  lineaire  des  elements  d'une  meme 
ligne  ou  d'une  meme  colonne;  il  en  resulte  immediatement  qu'en  dehors 
des  fonctions  de  la  forme  AS^,  oil  A  est  un  des  nombres  o,  i ,  2,  C„j^ 
et  A  un  facteur  numerique,  il  ne  pent  y  avoir  dans  S^"  *  aucune  fonction 
entiere  et  decomposable  des  elements  de  S.  Le  cas  particulier  ou  tous  les 
elements  de  S  sont  nuls,  sauf  ceux  de  la  diagonale,  prouve  que 

A  =  i. 


(')  Cauchy,  Journal  de  V£cole  Poly  technique^  cahier  XVII,  p.  102. 

(')  Ce  theoreme  a  ele  enonce  el  demontre  par  M.  Franke  [Journal  de  Crelle,  t.  LXF,  p.  354). 
La  demonstration  que  nous  indiquons  a  ete  donnee  par  M.  Borchardt  dans  une  Note  qui  accom- 
pagne  le  travail  de  M.  Franke. 
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D'ailleurs  A,  etant  de  degre  C„  f^  par  rapport  a  ses  Elements,  est  de  degre 
{n  —  k)  C„  f,  par  rapport  a  ceux  de  S;  on  en  conclut 

(/i-^)C„.,  =  «A,    d'oii   A  =  ^i^C„.,  =  C^..„ 

par  suite, 

(a)  A  =  5^"-'%  A'=SC«-'*-s 

formules  qui  se  d^duisent  Tune  de Tautre  en  changeant  ken  n — A*,  comme 
c*^tait  necessaire,  et  qui  ne  sont,  comme  on  le  voit,  qu'un  dedoublement 
Evident  de  la  formule  de  Cauchy. 

Corollaire  I.  —  Si  Ton  forme  de  la  meme  feqon  le  determinant  A^  aux 
mineurs  d'ordre  n  —  it  —  i  de  S,  on  a  A^  =  A,  a  cause  de 

Par  exemple,  le  determinant  aux  mineurs  du  premier  ordre,  qu'on  ap- 
pelle  ordinairement  et  improprement  (')  le  rSciproque  du  premier,  est 
^gal  au  determinant  forme  avec  tous  les  mineurs  a  quatre  elements.  Le 
determinant  aux  mineurs  du  second  ordre  est  egal  au  determinant  forme 
avec  tous  les  mineurs  a  neuf  elements,  et  ainsi  de  suite. 

Corollaire  II  {^).  —  Si  S  a  ete  obtenu  en  faisant  le  produit  de  deux 
autres  determinants  A  et  B,  il  en  resulte,  en  vertu  du  theoreme  I,  que  le 
determinant  a  C^.*  elements,  dont  un  element  s'obtiendra  en  prenant 
n  —  k  lignes  dans  Aetn  —  k  lignes  dans  B,  et  faisant  la  somme  des  pro- 
duits  deux  a  deux  de  deux  mineurs  correspondants  pris  Tun  dans  les 
n  —  k  lignes  de  A,  Fautre  dans  les  n  —  k  lignes  de  B,  est  egal  a  [AB]^"-' 


(M  Impropremenl,  car  le  reciproqae  de  ce  determinant  n*est  pas  le  determinant  primitif.  Los 
AlleuMinds  Tappellent  d^rmimant  adjoint  do  premier,  ce  qni  ne  rant  gnere  roieax. 
( '  \  SnYssm,  Cambridge  and  Dmblim  Mathematical  Journal^  t.  VIII,  p.  6o. 
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Tni^oRifeME  V  (*).  —  rapport  de  deux  mineurs  complementaires, 
pris  Vun  dans  A,  V autre  dans  A',  est  une  puissance  de 

Nous  demontrerons  d'abord  le  theorenie  pour  le  cas  oil  Tun  des  mi- 
neurs se  reduirait  a  un  element  de  A,  par  exemple.  Supposons  pour 
cela  que  Ton  ait  developpe  A'  par  rapport  aux  elements  de  la  Hgne  de 
rang  i.  Le  coefBcient  de  Telement  a,y  de  A'  correspondant  a  J'element  a,y 
de  A  sera,  au  signe  pres,  un  certain  mineur  du  premier  ordre  A,y  de  A'; 
developpons  maintenant  S  d'apres  la  regie  de  Laplace  sous  forme  de 
somme  de  produits  de  mineurs  complementaires,  dont  les  uns  seront  pris 
dans  toutes  les  lignes  du  mineur  a^y,  element  considere  de  A^;  le  coefficient 
de  a,y  sera,  au  signe  pres,  le  mineur  complementaire  dans  S,  c'est-a-dire 
Felement  correspondant  a^  dans  A.  D*ailleurs,  le  premier  developpement 
etant  egal  a  SC«-t.*-t^  gj  nom  le  divisons  par  j|  Jeviendra  egal 

au  second,  qui  est  unique,  et,  en  identifiant  les  coefficients  de  a,y,  on  a, 
au  signe  pres, 

d'ou 

(3)  h  =  ^n-,.k-r-\ 


On  aurait  de  meme 

(4)  !^  = 


B,y  etant  le  mineur  du  premier  ordre  correspondant  dans  A. 

Pour  etendre  le  theoreme  au  cas  d'un  mineur  quelconque,  il  suffit  de 
remarquer  que,  en  vertu  de  Tequation  (4),  si  Ton  multiplie  chaque  ele- 
ment de  a'  par  a'  deviendra  precisement  le  reciproque  de  A,  et 
alors,  en  vertu  d'un  theoreme  connu,  un  mineur  d'ordre  h  du  nouveau 
determinant  sera  egal  au  mineur  complementaire  M  de  A  multiplie  par 


(*)  FBAir&Sy  Journal  de  Crelle,  t.  LXI,  p.  352. 
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A^n.A-A-t^  D'ailleurs,  ce  mineur  d'ordre  h  aura  C„  f^ — h  lignes  ou  co- 
lonnes  et  sera  ^videmment  egal  au  mineur  correspondant  /u  de  A'  multi- 
pli^  par  une  puissance  de  S  egale  a 


On  aura  done 


(C„.»-A)(C„_..,-i)  =  A. 
Rempla^ant  A  par  sa  yaleur  et  divisant  par  SC„_,.*(c«.*-a)^  jj  yient 


d'ou  enfin 

(5) 


M 


La  demonstration  que  nous  venons  de  donner  du  theoreme  de  M.  Franke 
est  logique,  en  ce  sens  qu'eile  indique  la  raison  d'etre  du  theoreme.  Une 
autre  demonstration ,  plus  elegante,  est  due  a  M.  Borchardt  {*). 

Soient 


A  = 


a,,  . 

a,, 

•  •        •  •  %  •  • 

•  •  • 

•  •  •  • 

•      •  •  •  •  • 

•  •  «AC,.* 

•  •             •    •    •  • 

•  •  •  • 

*  •        f  •  •  • 

les  mineurs  M  et  /u,  seront,  par  exemple. 


M  = 


«2A 


«A-f-a.C„.A 
^Cn.k.Cn.k 


(>)  Journal  de  Crelle,  i.  LXI,  p.  353. 
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Le  premier  peut  s'ecrire 


M  = 


•    •  • 

•   mm  • 

•  •  ^2.h 

'  '  ^2,Cn.k 

O 

O 

o 

I 

o 

O 

O 
• 

O 

0 

o 

I 

o 

o 

O 

o 

o 

o 

I 

Faisant  le  produit  Ma'  d'apres  la  regie,  on  aura,  d'apres  ime  remarque 
deja  faite  a  propos  du  produit  AA^, 


MA'= 


o 

o 

o 

•  •  «i.C„.* 

o 

S 

o 

o 

•  •   •  •  • 

•  •  ^2.Cn.k 

o 

o 

o 

.  s 

•  •  ^h.Cn.k 

o 

o 

o 

o 

o 

o 

o 

•  • 

0 

^h+2.h^l 

••••••  • 

o 

o 

o 

o 

d'ou 

Corollaire.  —  Les  mineurs  d*ordre  j^^^  de  A'  sont  egaux  respecti- 
vement  a  leurs  complementaires  dans  A,  mineurs  d'ordre  G^i.^  dans  ce 
dernier  determinant. 

II  sufBt,  pour  le  voir,  de  faire  varier  h  dans  la  relation  (5).  Tant  que 
h  sera  plus  petit  que  C^,.*^,,  le  mineur  /u  de  A'  sera  une  fonction  des 
elements  de  S  de  degre  superieur  a  celui  du  mineur  M  de  A.  Pour 

37. 
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A  =  C,^,  jk_,,  ces  degres  deviennent  egaux,  et  la  relation  (5)  donne  alors 


et  M  est  mineur  d'ordre  C^,,  .^  de  A.  Enfiii,  si  h  depasse  cette  valeur,  le 
degre  de  M  surpasse  celui  de  u ;  mais,  en  posant 

on  pent  ecrire  la  relation  (5) 

et  Fexposant  de  S  reste  positif. 

Cela  pose,  nous  allons  chercher  dans  A  et  dans  A'  la  representation  des 
divers  mineurs  de  S.  Nous  commencerons  par  les  mineurs  d'ordre  inferieur 
a  ^,  et  nous  demontrerons  les  theoremes  suivants  : 

Th^oreme  VI  (*).  —  Les  dwers  mineurs  de  S,  d*ordre  h  inferieur  a  A, 
sont  reprhentes  par  des  mineurs  de      C„_^  j^_;i  lignes  ou  colonnes. 

Considerons,  en  effet,  un  mineur  d'ordre  h  de  S,  que  nous  appelle- 
rons  m^^  et  formons  le  determinant  dont  les  elements  sont  tous  les  mineurs 
d'ordre  k  —  A  de  m^^;  ces  derniers  sont  des  mineurs  d'ordre  ^  de  S  et,  par 
suite,  des  elements  de  A;  d'ailleurs  ceux  d'entre  eux  qui  proviennent  d'ele- 
ments  appartenant  aux  memes  lignes  ou  colonnes  de  S  et  sont,  par  suite, 
dans  une  meme  ligne  ou  colonne  de  A  proviennent  aussi  d* elements  ap- 
partenant aux  memes  lignes  ou  colonnes  de  my^,  qui  est  un  mineur  de 
leur  ensemble  forme  done  un  mineur  M  de  A,  qui  a,  par  definition, 
C,^^h,k-h  lignes  ou  colonnes,  et  qui,  d*apres  les  identites  (2),  est  egal  a 

(6)  rn^^n-h-^.k^h^ 


( ' )  Comptes  rendus  des  stances  de  VAcademie  des  Sciences,  t.  LXXXVI,  p.  3io. 
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Tni^OREfifE  VII  (*).  —  Si,  dans  un  determinant  Ban  lignes  ou  colonnes, 
on  considere  un  ndneur  m^f^  a  h  lignes  ou  colonnes,  et  si  Von  forme  tous 
les  mineurs  a  k  lignes  ou  colonnes  {k  >  h)  da  premier  determinant  qui  ne 
renferment  ni  toutes  les  h  lignes  ni  toutes  les  h  colonnes  da  mineur  con- 
sid&ri,  on  peut  en  former  un  determinant  /u,  a  C„ —  Gn__^ lignes  ou 
colonnes  qui  est  egal  a 

m^  etant  dans  S  le  mineur  complementaire  de  m^_j^. 

Pour  le  demontrer,  supposons,  comme  precedemment,  que  Ton  ait 
forme  Je  mineur  M  de  A,  a  C^^.a-a  lignes  ou  colonnes,  qui  est  egal  a 
(my^)^"-*-'  ^-'^j  et  considerons  le  mineur  correspondant  ^t,  dans  A',  c'est- 
a-dire  celui  dont  les  elements  respectifs  sont  les  mineurs  complementaires 
dans  S  des  elements  de  M,  et  qui  a,  par  consequent ,  le  meme  nombre 
d'elements  que  M.  D'apres  la  loi  de  formation  de  M,  ce  mineur  a  pour 
elements  tous  les  mineurs  a  k  lignes  ou  colonnes  de  S  qui  admettent  comme 
mineur  le  mineur  m^f^  a  h  lignes  ou  colonnes  complementaire  de  m,^  dans  S. 
Imaginons  maintenant  le  mineur  complementaire  de  fx^  dans  A^;  M  et 
seront  deux  mineurs  complementaires,  Fun  dans  A,  I'autre  dans  A';  d'ail- 
leurs,  Tordre  de  ^  est  egal  au  nombre  des  lignes  ou  colonnes  de  M,  c'est- 
a-dire  a  G^^^j^^^^.  On  a  done  entre  ces  deux  determinants  la  relation  (5) 

(7)  ^  =  MS^^"-' 

ou,  en  remplaqant  M  par  sa  valeur, 

^C«-A-i.A-Ag(C«-i.*-i  — Cn-A  A-A)^ 
A 

Le  theoreme  est  done  demontre  si  Ton  fait  voir  que  le  mineur  fx  est 
forme  avec  le  determinant  S  et  son  mineur  m^__^^  complementaire  de  m^, 
comme  I'indique  Tenonce.  Pour  cela,  rappelons  que  son  complementaire 


( ' )  Comptes  rendus  des  stances  de  I'Academie  des  Sciences ,  t.  LXXXVI,  p.  3n . 
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fjL^  dans  a  pour  elements  tons  les  mineurs  a  k  lignes  ou  eolonnes  de  Z 
qui  admettent  comme  mineur  m^_^.  11  faudra  done,  pour  avoir  toutes  les 
lignes  de  yu  dans  A',  supprimer  parmi  les  combinaisons  A:  a  A-  des  lignes 
de  S  toutes  eelles  qui  renferment  toutes  les  lignes  de  son  mineur  m^^\  de 
meme  pour  les  eolonnes  :  a  done  pour  elements  tous  les  mineurs  a 
k  lignes  ou  eolonnes  de  Z  tels  que,  dans  ehaeun  d'eux,  ni  les  k  lignes  ni 
les  k  eolonnes  ne  renferment  pas  toutes  les  h  lignes  ou  toutes  les  h  eolonnes 
de  m^^^. 

CoroUaiie.  —  Le  determinant  a  C^_<  jk..,  lignes  ou  eolonnes,  dont  les 
elements  sont  tous  les  mineurs  d'ordre  A:  de  S  que  Ton  pent  former  avec 
les  elements  d'un  mineur  du  premier  ordre  de  S,  et  le  determinant  a 
C„jt  —  C^_,.A-i  ou  C„_^  lignes  ou  eolonnes,  dont  les  elements  sont  les 
mineurs  a  A*  lignes  ou  eolonnes  de  S  qui  n' admettent  pas  pour  element 
Felement  de  S  complementaire  de     ,  sont  egaux  Tun  et  Fautre  a 

11  sufBt,  pour  s'en  convaincre,  de  faire  h—  i  dans  les  equations  (7) ;  il 
vient 

^6  =  M  =  Trfi'"'^^-\ 

Dans  ce  cas  particulier,  les  deux  determinants  pen  vent  etre  definis  de  la 
meme  faijon ,  car  ne  pas  admettre  tous  les  elements  du  mineur  comple- 
mentaire de  m^,  c'est  n'en  admettre  aucun,  puisqu'il  n'en  a  qu'un.  Le 
premier  est  le  determinant  aux  mineurs  d'ordre  k  —  i  de  ,  le  second 
est  le  determinant  aux  mineurs  d'ordre  n  —  k  —  i  de  ;  ainsi  leur  egalite 
resulte  encore  du  corollaire  I  du  theoreme  III. 

Afin  de  trouver  maintenant  dans  A  et  A'  la  representation  des  mineurs 
de  S  d'ordre  superieur  a  A,  nous  demontrerons  le  theoreme  suivant,  qui 
est  d'une  tres-grande  generalite. 

Theoreme  VIII  ).  —  Etant  donnas  deux  determinants  AetBan^  eU- 
ments,  si  dans  Vun  d'eux,  A,  on  substitue  de  toutes  les  fagons  possibles, 
a  la  place  de  q  eolonnes,  q  des  eolonnes  deB,  on  obtient  une  serie  de  deter- 


(»)  Comptes  rendus  des  stances  de  1' Academic  des  Sciences ,  t.  LXXXVI,  p.  1 1 18. 
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minants  a  /i*  elements,  en  nombre  Sgal  a  C^.y,  que  Von  peut  considirer 
comme  les  ^Uments  d'un  nouveau  determinant  V  qui  est  egal  a 

Remarquons  d'abord,  en  effet,  que,  si  les  q  colonnes  de  B  sont  fixes,  on 
peut  les  placer  dans  A  de  diverses  famous,  en  nombre  evidemment  ^gal  a 
C„  y;  les  determinants  ainsi  obtenus  formeront,  par  exemple,  les  elements 
de  la  premiere  ligne  de  V ;  a  chaque  combinaison  q^q  des  n  colonnes  de  B 
correspondra  de  meme  une  ligne  de  V,  d'oii  Ton  voit  bien  que  les  elements 
de  V  sont  bien  en  nombre  egal  a  C^.^. 

Pour  trou ver  sa  valeur,  nous  developperons,  d'apresla  regie  de  Laplace, 
chacun  de  ses  elements  en  somme  de  produits  de  mineurs  complementaires, 
les  uns  pris  dans  les  n  —  q  colonnes  de  A  qui  n'ont  pas  change,  les  autres 
dans  les  q  colonnes  de  B  qui  ont  ete  substituees.  Gela  pose,  il  n'est  besoin 
d'aucun  calcul  pour  voir  dans  le  determinant  v,  dont  les  elements  sont  ces 
determinants  ainsi  developpes,  le  produit,  efTectue  suivant  la  regie,  du 
determinant  A  aux  mineurs  d'ordre  y  de  A  par  le  determinant  A'  aux 
mineurs  d'ordre  n  —  ^  de  B,  a  condition  toutefois  que,  dans  Tun  d'eux, 
A  par  exemple,  on  ait  prealablement  affecte  chacun  d'eux  du  signe  -H  ou 
du  signe  — ,  suivant  la  regie  de  Laplace,  ce  qui,  comme  nous  Tavons  vu, 
ne  change  pas  ce  determinaiit.  II  en  resulte  que  Ton  a 

(8)  V  =  AA'=  A^''-''/B^"~'^-'.  c.  Q,  F.  D. 

II  est  clair  que  Tun  des  elements  de  V  peut  aussi  provenir  de  la  substitution 
de  /i  —  q  colonnes  de  A  a  la  place  d'un  meme  nombre  des  colonnes  de  B; 
sa  valeur  ne  doit  done  pas  changer  si  Ton  y  change  A  en  B  et  y  en  w  — 
ce  qu'il  est  facile  de  verifier. 

Ce  theoreme  peut  facilement  s'etendre  au  cas  oil  les  deux  determinants 
n'ont  pas  le  meme  nombre  d'elements;  il  suffit  pour  cela  de  completer 
le  plus  petit  avec  des  lignes  et  des  colonnes  en  nombre  suffisant,  dont  tons 
les  elements  seront  des  zeros,  sauf  ceux  de  la  diagonale  principale,  qui 
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seront  egaux  a  Tunite,  ce  qui  ne  changera  pas  la  valeur  du  determinant. 
Cette  remarque  nous  servira  dans  ce  qui  va  suivre. 

Thi^oreme  IX  (*).  —  Etant  donnS  un  mineur  a  6lements  d\m 
determinant  B  a  n^  Elements,  si  on  le  horde  de  toutes  les  fagons  possibles 
avec  q  des  lignes  et  des  colonnes  restantes,  on  obtient  les  Slejnents  d'un 
nouveau  determinant  (jl^  a  C^_A.y  Elements  qui  est  Sgal  a 


ou  encore,  en  posant 


iltant  donne  un  mineur  m„_^  a  Moments  d'un  determinant  Z  a  n^  Ele- 
ments, si  Von  forme  tous  les  mineurs  a  k  lignes  ou  colonnes  de  S  qui 
Vadmettent  comme  mineur,  on  obtient  les  elements  d^un  nouveau  dSter- 
minant  jut^  a  C„_;,^f^_h  Hg^^^  ou  colonnes  qui  est  Sgal  a 


(9) 


n  —  h  ' 


Soient,  en  efFet, 


a 


2h 


a,,     ...  a^; 


hh 


( » )  Ce  theor^mc  important  a  ele  enonce  par  M.  Sylvest<»r  ( Philosophical  Magazine,  4*  serie, 
t.  ly  p.  3o4;  avnl  i85i)  et  demontre  par  liii  aii  moyen  de  la  notation  orobrale.  Nous  ferons 
observer  qu'li  propos  mhme  d*un  cas  particulier  de  ce  theor^me,  celui  oh  q  =  M.  Sylvester 
^met  des  doutes  sur  la  possibilite  qu'il  y  aurait  de  le  demontrer  sans  le  secoiirs  de  la  notation 
ombrale.  On  voit  que  la  notation  ordinaire  permet  de  demontrer  non-seulement  le  theor^me  lui- 
m^me  pour  une  valeur  quelconque  de  mais  encore,  et  pour  ainsi  dire  sans  calcul,  le  theor^me 
qui  le  precede  et  dont  il  n'est  qu*un  cas  particulier. 
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^n~  h  P^w*  s'ecrire 

a,,  ...     a,  ^      o     .     ...  o 

flfj,        ttjj        ...     a^./i       ^     •     •  •  •  ^ 

«A2         •  •  •     «M        o     .      .  .  .  o 


««l  •     •       «nA  O       ....  I 

Appliquons  maintenant  a  m^_^  et  a  S  reparation  que  nous  avons  fait 
subir  a  A  et  a  B  dans  le  theoreme  precedent,  et  formons  le  determinant  V 
en  supposant  d'abord  q  <  A.  Ghaque  combinaison  q'^q  des  h  premieres 
colonnes  de  S  fournira  une  ligne  de  V  dont  un  seul  element  est  different  de 
zero  et  egal  a  w^^;  il  y  en  aura  ainsi  un  nombre  egal  a  Q^,  dont  les  ele- 
ments m„_.y^seront  dans  la  diagonale  de  V.  Ghaque  combinaison  q^  q  des 
colonnes  de  S,  oii  n'entrent  que  h  —  i  des  h  premieres  colonnes,  ou  la 
demiere  est  remplacee  par  une  des  autres  colonnes,  fournira  une  ligne 
de  V  dans  laquelle,  outre  G^^  elements  a  lettres  qui  n'auront  pas  d'in- 
fluence,  il  y  aura  n  —  A  elements  a  (A  + 1)^  lettres,  qui  seront  le  mineur  m^_^ 
borde  avec  une  ligne  et  une  colonne  de  S,  et  des  elements  nuls.  Les  h  —  i 
premieres  colonnes  de  la  combinaison  consideree  restant  fixes,  et  la  der- 
niere  venant  a  varier  parmi  les  /i  —  h  dernieres  colonnes  de  S,  on  aura 
ainsi  n  —  h  lignes  analogues  dans  v,  ce  qui  fournira  en  diagonale  de  V  le 
determinant  aux  bordures  simples  de  II  en  sera  de  meme  pour  chaque 
combinaison  h  —  i  a  A  —  i  des  h  premieres  colonnes  de  S,  et  le  determi- 
nant aux  bordures  simples  sera  ainsi  en  diagonale  dans  A  un  nombre  de 
fois  egal  a  G^^^^ .  On  aura  de  meme  le  determinant  aux  bordures  doubles 
un  nombre  de  fois  egal  a  C^,^^^^  le  determinant  aux  bordures  avec  k  lignes 
ou  colonnes  un  nombre  de  fois  egal  a  G^^.^^^,  de  sorte  que,  V  se  reduisant  a 
leur  produit,  on  a,  en  designant  ce  dernier  par  m^, 

XLF'  Cahier.  q8 
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qui  se  verifie  facilement  de  la  meme  fagon  pour  q  =  i ,  on  voit  que,  en 
remplacant  m^,  m^,  . . . ,  par  leurs  valeurs,  il  vient  pour  Texposant 
de 

^n-hj  dans  le  premier  membre, 
Or,  d'apres  une  propriete  combinatoire  bien  connue,  si  Ton  ajoute 
a  r  expression  precedente,  on  a  precis^ment 
On  aura  de  mSme,  pour  Texposant  de  S, 
expression  qui  est  egale,  pour  la  meme  raison,  a 


c 

de  sorte  qu'il  vient  finalement 

(9  bis)  ^g  =  /u^  r=  m^«-*-M8c»-.A-,.^-,^ 


G.  Q.  F.  D. 


Un  exemple  suflira  pour  faire  comprendre  ce  que  le  raisonnement  pre- 
cedent pent  laisser  subsister  d'obscur  :  nous  supposerons,  par  exemple, 


8  = 


b^    Cj  rfjj 


^8     ^3     ^3  ^8 

a,  rf, 

«5     ^5     ^5     ^5  ^5 


«2  ^2 


a,  o    o  o 

ttj    ftj    o    o  o 


a,  *3  I  o  o 
^4  6»  o  I  o 
«5    ^5    o    o  I 
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I ,  on  aura 


219 


d'oii 

Pour  q  —  ^i  on  aura 


0 

0 

0. 

0 

0 

0 

0 

0 

{a.b^d,) 

(a.b^d^) 

(e,  K) 

K 

{a, he,) 

=  m„_^m^, 


O 
O 

o 
o 


o 
o 
o 
o 


K^aO  (^.^^^4) 
(«.^,)     KMa)  KM.) 
K^)      (^i^^a)  (''i^a^^s) 

000 

(c,</,)  (c.Va)  (^iMi)  (^,Vs)  (^.Mj)  (^.Mi) 
{C^e,)      (c.Va)  (^.^^s)      (^iVa)  (^i^A) 

W^a)      WVa)  WVs)      (^i^a^a)    («.<^a^4)  K«^A) 


K^O   («i^^4)  (''.^^•J 

(^.Ma)  («.M4)  («.^2^s) 
(^A^i)    (^A^a)  (^A^,) 


o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 


o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 


o 
o 
o 
o 
o 


(^.^^4)  (^.^Ms)  (^A<^A) 
i^A^z^i)  i^A^z^i)  (^A^i^y) 
(^,M3^4)  KMa^s)  i^A^^i) 


,11  est  clair  que  ce  determinant  se  reduit  au  produit  des  mineurs  encadr^s 
en  diagonale  :  le  premier  est  /w^^,  les  deux  autres  sont  et  le  quatri^me 
est  m^.  Or  nous  venons  de  voir  que 


ii  vient  done 


et  ainsi  de  suite. 

Le  th^oreme  qui  vient  d'etre  demontre  est  la  generalisation  d'un  theo- 

reme  important,  relatif  a  un  determinant  et  a  son  reciproque.  Pour  le  faire 

voir,  re  venons  aux  determinants  A  et     et  considerons,  dans  le  premier, 

28. 
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le  mineur  M  a  C^_/,.^_>i  lignes  ou  colonnes,  qui  est  le  determinant  aux 
mineurs  d'ordre  k  da  mineur  de  S,  complementaire  de  m„_^.  Le  mineur 
correspondant  de  A',  que  nous  avons  designe  par  ^c, ,  a  pour  elements  les 
mineurs  de  S  complementaires  de  ceux  qui  sont  les  elements  de  M,  par 
consequent,  tons  ceux  qui  admettent  pour  mineur  le  mineur  m^,^  de  o; 
c'est  done  precisement  le  determinant  |u.^  du  theoreme  precedent,  lequel 
pourra  des  lors  s'enoncer  comme  il  suit  : 

Theoreme  X .  —  J^tant  donne  un  mineur  rrtf^  d'ordre  h  d'un  determi- 
nant 8  a  n  lignes  ou  colonnes,  si  Von  forme  le  determinant  M  a^x  mi- 
neurs d'ordre  q  de  m^^  et  si  dans  ce  determinant  on  remplace  chaque 
element,  mineur  d'ordre  h--h  q  de^^  par  le  mineur  complementaire  dans 
on  forme  un  nouvcau  determinant  fjt,^  Sgal  a 

f^^n-h  ^tant  dans  S  le  mineur  complementaire  de  m^. 

On  voit  que,  si  Ton  suppose 

q  =  n  —  k  —  1 , 

M  est  nif^  lui-meme,  et  ^c,  le  mineur  correspondant  dans  le  reciproque 
de  S;  la  relation  devient  alors 

ce  qui  est  bien  le  theoreme  connu. 

Nous  sommes  maintenant  en  mesure  de  demontrer  le  theoreme  suivant  : 

Th]^orI;me  XI  ( * ) .  —  Si  dans  un  determinant  Ban  lignes  ou  colonnes 
on  considere  un  mineur  m^  d'ordre  /t,  et  si  Von  forme  tous  les  mineurs 
d'ordre  k{k^h)  du  premier  determinant  tels  que  ni  toutes  leurs  lignes 


.')  Comptes  rendiu  des  seances  de  VAeademie  des  Sciences,  t.  LXXXVI,  p.  3ii. 
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nitoutes  leurs  colonnes  n  appartiennent  au  mineur  m^,  qui  chemuchent  par 
consequent  sur  ce  mineur  a  la  fois  par  leurs  Ugnes  et  leurs  colonnes  ou 
qui  appartiennent  tout  a  fait  a  son  complementaire  on  peut  en  for^ 

mer  un  determinant  M,  a  C„  —  Q^n-h^k-h  Hgf^^  ou  colonnes,  qui  est  egala 

n—h 

Remarquons  d'abord  que  cet  enonce  est  totalement  different  de  celui 
du  theoreme  VII,  applique  au  mineur  m„_^.  En  efFet,  le  determinant  qui 
en  est  Tobjet  est  forme  avee  tous  les  mineurs  de  meme  ordre  de  S,  mi- 
neurs  ayant  plus  d'elements  que  m„_^j  qui  n'admettent  ni  toutes  les  lignes 
ni  toutes  les  colonnes  de  m„_^.  Le  determinant  considere  actuellement  est 
au  contraire  forme  avec  les  mineurs  de  meme  ordre  de  S,  ayant  moins 
d* elements  que  m^j  dont  ni  toutes  les  lignes  ni  toutes  les  colonnes  n'appar- 
tiennent  a  m^.  Pour  le  cas  limite  de  k  =  ces  deux  enonces  seront  iden- 
tiques;  en  changeant  dans  Tun  d'eux  A  en  n  —  A,  on  obtiendra  I'autre. 

Pour  demontrer  le  dernier,  il  suffit  de  considerer  dans  A  le  mineur  M, , 
complementaire  de  /u^  dans  A',  ou  encore  de  M  dans  A,  puisque  M  et  ^a, 
se  correspondent  dans  A  et  dans  a'.  M,  est  precisement  forme  par  rapport 
au  mineur  de  S,  comme  Findique  Tenonce,  puisqu'il  est  dans  A  com- 
plementaire de  M,  qui  est  le  determinant  aux  mineurs  d' ordre  k  —  A  de 
ntj^.  Ses  elements  sont  tous  les  mineurs  d'ordre  k  de  S,  dont  ni  toutes  les 
lignes  ni  toutes  les  colonnes  n'appartiennent  a  m^j  et  il  a 

^n.k  Cn-h.k'-h 

lignes  ou  colonnes,  puisque  M  en  a  C„^^^f,_;,.  Si  maintenant  nous  appliquons 
a  et  a  la  relation  (5),  en  remarquant  que  I'ordre  de  ^a,  dans  A'  est 
le  nombre  des  lignes  on  colonnes  de      dans  A,  il  vieiit 

tL  =  ^n-Lk-i  —  ^nk-^^n-hk^h^ 
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d'oii 

et,  remplacant  /jl^  par  sa  valeur  (9), 

i  n — h 

—  m^i-;^-'  ^-*8^''-«  *~^''-*-'  *--\  c.  q\  f.  d. 


j^pplication  des  theor ernes  precedents. 

Soit 


K 

K 

d. 

K 

K 

Supposons  ^  =  3,  nous  aurons,  en  designant  un  mineur  par  son  terme 
principal,  produit  des  elements  en  diagonale, 


(«.«.) 

Ad,) 

M) 

A",) 

A",) 

Ae,) 

(«.*,) 

(*.«^,) 

M) 

Ad,) 

M) 

A',) 

A^,) 

Ae,) 

Ac,) 

M) 

Ad,) 

Ml 

A',) 

A",) 

Ae,) 

Ac,) 

A<i^ 

Ad,) 

M) 

A^,) 

A^,) 

(c,e,) 

A',) 

M 

(b,c,) 

■  M) 

Ad,) 

Ad,) 

A«,) 

Ae,) 

A",) 

Ae,) 

("A) 

Ac,) 

(".rf.) 

Ad,) 

Ad,) 

Ae,) 

Ae,) 

Ae,) 

Ae,) 

{"A) 

AO 

Ad,) 

M) 

A^,) 

A",) 

Ae,) 

("A) 

Ac^i 

■  {"A) 

Ad,) 

Ad,) 

A^,) 

A",) 

{"A) 

(*.<^,) 

("A) 

Ad,) 

Ad,) 

Ae,) 

{c,e,) 

A^,) 

("A) 

(*.^.) 

Ad.) 

Ad,) 

Ad,) 

Ae,) 

Ae,) 

(c,e,) 

Ac,) 
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aa3 


(r 

in  \ 
i"s^AJ  • 

(^3^4^») 

(h  r  d\ 
V^3S"s) 

(ah  d\ 

Ir  ft  \ 

ih  d  p\ 

{ndfi\ 

(^2^A) 

In  hp\ 

Ih  r  d\ 

(^A^&) 

(n  hd\ 

(nh  r\ 

M^) 

(^i«A) 

(^i^A) 

Ik  ^  rt\ 

(^iMs) 

{^M 

(Ma) 

(Ma) 

(«1^3^J 

l^tVs) 

(^M&)' 

(^A^i) 

(aj>,d,) 

M<) 

(b.d^e,) 

(«i^s^s) 

(^.Vs) 

(^.^s^s) 

(^.Mi) 

(^Ms) 

(«,Ms) 

(«.Ms) 

(«.^a) 

(^^a) 

(^i<^A) 

(«.Vs) 

(^Ms) 

(«.M») 

(«.Ms) 

(«.Vs) 

(Va) 

(Ma) 

(W4) 

(^1^4) 

(^3^4) 

(^A^4) 

(«,M4) 

(^•<0 

•  (^.vJ 

(«I<^3^4) 

(^.^4) 

(V3^4) 

(«.M4) 

(^1^4) 

M^i) 

(^I^A) 

(«.^a) 

(^.^4) 

(^,^4) 

(b,c,d,) 

(a,c,d,) 

(«.^a) 

(^^A) 

(«.<^3) 

:  (^.c^e,) 

(«1^A) 

(^.M,) 

(^iMs) 

(«IV*) 

Gomme  consequence  du  coroUaire  du  theoreme  I,  on  a  aussi,  en  rem- 
placant  k,  qui  est  egal  a  3,  par  n  —  k  —  1 ,  qui  est  ^gal  a  i , 


{b,c,d,e,) 
ib,c,d,e,) 
{b,c^d,e^) 
{b,c^d,e,) 


(a^c^d.e^) 
{a,c,d,e^) 

{a,c^d,e,) 


{a^b,d,e,) 
{a,b,d,e,) 
{a,b^d^e^) 
(a.b^d^e^) 
(a^b^d^e,) 


(a^b^c.e,) 

{a,b,c,e,) 
{a,  b,c,e^) 


{a,b,c^d^) 
{a,b^c^d^) 
{a,  b^c.d^) 
{a,b^c,d,) 
(a,  b^c^d,) 


Nous  avons  vu  que  ce  theoreme  est  general  et  que  le  determinant  reci- 
proque  d*un  determinant  S  est  toujours  egal  au  determinant  aux  mineurs 
a  4  elements  de  8.  De  meme,  le  determinant  aux  mineurs  du  second  ordre 
est  egal  au  determinant  aux  mineurs  a  9  elements,  ce  qui  donne  ici 

A'  =  A'. 

Si  nous  designons  par  M  le  mineur  a  9  elements  pris  dans  les  trois  pre« 
mieres  lignes  et  colonnes  de  A,  par  M^  son  compl^mentaire,  et  par  /u^ 
et      comme  precedemment,  les  mineurs  correspondants  de  A',  on  voit 
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qu'alors  M  est  le  reciproque  du  mineur  {a^b^CJ^)  de  8,  et  Ton  a 


On  a,  d'apres  le  theoreme  IX, 


a, 

«3  ^\ 


II  est  facile  de  le  verifier. 


On  a  en  efFet,  en  posant  — 


^5  ^5 


{Cid^e^)  (bid^e^)  (ajrf^e,) 
{ctd^Ct)  (b^d^e^)  (at^*^*) 
{Cid^e^)    {b^d^et)  (^i^/ies) 

Cs     — (di  ej)  4-  Cs  {d^  e*)     b^^m^  —  b,,  (rf,  e,)  4-  b^  [d^  e,)  a^m^—ai,(d^  e,)  -f  e*) 

c,  m, — C4     e,)  4-  c,  (^i,  e^)     b^m^—  b^  (rf,  e,)  4-  i,  (^/,  C4)  a,  w,  —  a*  (^i,  e,)  4-  a,  (rf,  c*) 

Ci mj  —  C4 (fij e,)  4- Cj (rfj e*)     i,  m,  —    (rfj ej) 4- (^ii ^4)  a^m^—a,,  (d^ e^)  4- a, (rfi e*) 


En  considerant  les  parentheses  comme  des  monomes,  on  pent  resoudre 
ce  determinant  en  vingt-sept  determinants  a  elements  monomes  en  prenant 
de  toutes  les  fa^ons  possibles  une  sous-colonne  dans  chacune  des  trois 
colonnes;  mais  on  pent  remarquer  des  a  present  que  ceux  d'entre  eux 
qui  sont  independants  de  m,  e'est-a-dire  obtenus  en  ne  prenant  jamais  la 
premiere  sous-colonne,  sont  nuls  comme  ayant  necessairement  deux  co- 
lonnes egales  a  un  facteur  pres,  par  exemple 


^.(^3^5)    ^K^5)  o.,{d,e,) 

^4(^2^5)  *4K^5)  ^'4(^2^5) 
C4«^5)        *4K^5)  ^M,e,) 


=  0; 
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il  y  en  a  huit :  il  en  restera  done  dix-neuf.  L'un  d'eux  renfermera  mj,  six 
renfermeront        et  douze  renfermeront        en  facteur;  le  coefficient 


de      sera  evidemment 


K 

a. 

(11) 

K 

Le  coefBcient  de  m\  sera  la  somme  des  six  determinants 


-I- 


—  ^.(rf.e,)    6,  a, 
c,    b,{d,e,)  a, 
c,    b^{d^e,)  a. 
c\    b^{d,€^)  a, 


C5(c?,e,)   b,  a, 
by  —a,{d,e,) 
c,    b^  —a,{d^e^) 
b,  e,) 


—  ^4(<=^3^5)  «, 

c,  —b,{d^e^)  a, 
c,    —b,{d^e^)  a, 


Si  Ton  decompose  les  deux  premiers,  eu  egard  a  ce  que  les  parentheses 
sont  des  binomes,  ils  deviennent 


ou  bien 


(12) 


c,  d. 


C5 


XLV  Cahier. 


K 

«3 

^3 

«» 

d. 

+  c^d^ 

K 

^ 

a, 

e. 

«. 

d. 

K 

«3 

<^3 

K 

«3 

d. 

K 

a.. 

^2 

«2 

d, 

«. 

«l 

«3  ^3 

C5  «s 


«2  *a 
«s  *3 


d, 

d, 
29 
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Pour  la  meme  raison,  les  quatre  autres  deviennent 


(i3)  ( 


a,  d, 
a.  d. 


K 

*4 


«5  «8 


^1 

d. 

c. 

d. 

K 

d. 

Cherchons  maintenant  le  coefficient  de  :  sur  les  douze  determinants 
dont  la  somme  fait  ce  coefficient,  six  sont  nuls,  savoir  ceux  que  Ton  ob- 
tient  en  prenant  la  premiere  sous-colonne  dans  une  des  trois  colonnes,  et 
la  deuxieme  a  la  fois  dans  les  deux  autres  ou  la  troisieme  a  la  fois  dans 
les  deux  autres  :  ils  ont,  en  efTet,  deux  colonnes  egales  a  un  facteur  pres. 
Les  six  autres  sont : 


—  ^ 

(^3«s)  f^i{d»e,) 

b'A 

[d»e,) 

—  a,{d,e,) 

[die,)  a,{d^e^) 

[d^e,) 

^a,{d^e,) 

c,  —b. 

{d,e,)  a,{d,e,) 

^5 

{d,e,) 

—  a,{d,e,) 

~c,  {d^e^ 

)    b,  a,{d,e,) 

cAd,e, 

)  K 

~c,{d^e. 

)    b^  a,{d^e,) 

H- 

c,{d^e, 

)  K 

—  e,) 

—  c,{d,e^ 

)                    «5  (^1 

c,{d,e. 

)  ^ 

—  a,{d,e,) 

—  cM^e, 

)        ^sK^O  «3 

—  c,{d^€^ 

-h 

{d^e. 

b,  (d^e,)  a. 

—    {d,  e. 

)    ^Ad^e,)  a, 

c,{d,e^ 

f^Ad,e,)  a, 

fen  decomposant  les  parentheses,  le  premier  se  decompose  en  quatre 
autres  dont  deux  sont  nuls  comme  ayant  deux  colonnes  egales  a  pn  fac- 
teur pres,  et  il  reste 


-hb.e^a^d, 


d, 


Cj  d.^ 
c,    d,  e, 


-+-  b^d^a^e^ 


c,  «3  d, 
Cj  rf. 


d, 
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OU 


Pour  la  mdme  raison,  le  second  devient 


^4  ^4 

d.^ 


et  leur  somme  est  ^gale  a 

(i4) 


«4  *4 


d. 

d. 

d. 

Le  troisi^me  et  le  quatrieme  s'obtiendront  en  permutant  b  et  c  dans  le 
resultat  precedent  et  cbangeant  les  signes,  ce  qui  donne 


(i5) 


—  m. 


b,  d,  e, 
6j  d^ 

^»     da  «j 


Enfin,  en  permutant  a  et  ^  dans  (i5)  et  changeant  les  signes,  on  aura 
les  deux  demiers,  savoir  : 


(16) 


«^4  ^4 

*5  ^5 


a^  d^ 
d^ 

«3     ^3  ^3 


Le  coefficient  de  renfermant  en  facteur,  et  le  terme  independant 
etant  nul,      sera  divisible  par     ,  et  Ton  aura  definitivement,  en  tenant 

^9- 
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compte  des  valeurs  trouvees  (ii),  (12),  (i3),  (i^),  (16), 


«5  *5 


^5  ^5 


*1  < 

*5 


«5  ^5 


^4 


<'5 


«. 

d. 

''2 

«3 

d. 

«, 

a, 

«. 

d, 

a. 

d. 

«3 

«4 


«3  ^5 

a,  d. 


d. 


*5  ^5 


^3 

«. 

<'3 

C3 

^3 

a, 

«2 

«3 

«. 

^. 

a. 

a, 

^. 

La  parenthese  n'est  autre  que  le  determinant  S  developpe  d'apres  la 
regie  de  Laplace,  de  sorte  que 


Quant  a  M^,  on  aura,  en  vertu  du  theoreme  V, 


C.  Q.  F.  D. 


Enfin,  d'apres  le  meme  theoreme, 


a,    h,  ^ 


Co 


«3     ^.1  C3 
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Supposons  maintenant  que  Ton  developpe  A  d'apres  la  regie  de  La- 
place en  prenant  les  mineurs  formes  avee  les  elements  des  trois  premieres 
lignes  et  leurs  complementaires;  comme  A  renferme  dix  lignes  ou  co- 
lonnes,  le  nombre  des  termes  du  developpement  sera 

et  Ton  aura 

A  =  S*=2MM,. 


Si  Ton  developpe  aussi  S  de  la  meme  facon  avee  les  elements  m  des 
trois  premieres  et  les  elements      des  deux  dernieres,  on  aura 

(17)  8*  =  S^[2mmJ^  =  2MM,. 

Le  nombre  des  termes  de  ce  second  developpement  sera  d'ailleurs 

^5.3  =  10, 


et,  dans  le  carre  8%  le  nombre  total  des  termes,  en  separant  ceux  qui  sont 
reunis  sous  un  meme  coefficient,  sera  egal  a  la  somme  des  coefficients  du 
carre  d'un  polynome  de  dix  termes,  ou  a  lo^  =  100.  Nous  allons  faire 
voir  que  vingt  des  termes  du  second  membre  de  (17)  sont  nuls  et  que  les 
cent  autres  s*identifient  avee  ceux  du  premier  membre.  Pour  cela,  nous 
remarquerons  que  les  mineurs  M  sont  de  quatre  especes  : 

I®  Ceux  qui  ne  renferment  que  des  elements  provenant  de  trois  co- 
lonnes  de  S,  par  exemple  M,  qui  est  forme  seulement  avee  les  trois  pre- 
mieres colonnes  de  S ; 

2**  Ceux  dont  les  elements  proviennent  de  quatre  colonnes  de  8 ; 

3®  Enfin  ceux  dont  les  elements  sont  pris  dans  toutes  les  colonnes  de  S. 

Les  premiers  ont  une  valeur  connue  (theoreme  I).  On  a,  par  exemple, 


M  = 


«2  ^2 


^3        ^3  ^8 


Digitized  by 


a3o  PICQUET. 

et^  pour  son  complementaire, 

etant  le  compl^mentaire  de  m  dans  S. 
Ds  sont  d'ailleurs  en  nombre  egal  a 

C,.3  =  lO, 

et  leur  somme  fera 

c*est-a-dire  les  dix  carres  dans  le  developpement  de 

Les  seconds  sont  au  nombre  de  vingt  et  sont  tons  nuls.  Si,  en  effet, 
nous  considerons  quatre  colonnes  de  S  et  trois  combinaisons  deux  a  deux 
de  ces  colonnes  qui  ne  soient  pas  formees  exclusivement  avec  trois  d'entre 
elles,  il  faudra  n^cessairement  que  Tune  des  quatre  colonnes  figure  dans 
les  trois  combinaisons,  par  exemple 

ab    ac  ad. 

Les  combinaisons  de  cette  espece  faites  avec  cinq  lettres  sont  au  nombre 
de  vingt;  la  lettre  a  fournit,  par  exemple,  les  trois  autres 

ab  ac 

ab    ad  ae 

ac    ad  ae. 

Les  mineurs  M  correspondants  sont  tous  nuls;  I'un  d'eux  est,  en  efFet, 
a^b^  —  a^b^    a^c^  —  a^c^    a^d^  —  a^d^ 

Une  des  methodes  qui  permettent  de  le  demontrer  consiste  a  deve- 
lopper  par  rapport  a  la  troisieme  colonne;  les  mineurs  correspondants 


Digitized  by 


ANALYSE  COMBINATOIRE  DES  DETERMINANTS. 

font  partie  du  reciproque  du  determinant 

a,    b,  c, 


23l 


m  = 


et  peuvent  alors  s'ecrire  respectivement 

a,w,    — a^m    et  a,/n, 

et  le  developpement  devient,  au  facteur  m  pres, 


a,    a,  rf, 

«2 

«3       ^3  ^3 


=  o. 


Chacun  de  ces  vingt  termes  est  done  identiquement  nul. 

Quant  aux  quatre-vingt-dix  autres,  qui  sont  tons  formes  avee  les  cinq 
colonnes  de  il  est  facile  de  voir  que  chacun  d'eux  est  le  produit  de 
deux  mineurs  m.  Considerons,  en  effet.  Tun  d'eux  : 


«l^3  —  ^3*1        ^1^3  —  «3^<        ^1^3—  *3^< 


Dans  celui-la  et  dans  tous  les  autres,  il  y  aura  n^cessairement  une  mSme 
colonne  de  8  qui  figurera  deux  fois;  ici  c'est  la  colonne  des  a  de  8  qui 
figure  dans  les  deux  premieres  colonnes.  Developpons  alors  par  rapport 
a  la  troisieme;  les  mineurs  seront  les  memes  que  precedemment,  et  il 
viendra 

a,  b,  d, 

m[a,  {b,  d^)  —    {b,  d^)     a,  [b^ rf,)]  =  m 


b.^  d^ 

«3    ^3  ^3 


—  mm.  c.Q.F.  D. 
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Si  Ton  change  aenb  o\x  c  en  rf,  le  produit  ne  change  pas,  et  le  deter- 
minant primitif  devient,  dans  tous  les  cas, 

a^b^  —  a^b^    b^c^—b^c^    a^d^  —  a^d^ 

qui  est,  par  consequent,  egal  au  meme  produit.  On  demontrerait,  par  des 
calculs  analogues,  que  les  deuK  complementaires      dans  A  sont  egaux  a 

de  sorte  que  la  somme  de  ces  deux  produits  MM^  fera 

et  enfin  les  quatre-vingt-dix  produits  analogues  donneront  les  doubles 
produits  du  developpement  S^[2m/nJ^.  c.  q.  f.  d. 

On  con^oit  que  la  meme  identification  se  ferait  dans  le  cas  general,  et 
Ton  aurait 

A  =  8^"-'*=  2MM,  ===2[(m;^/n^_.;i)^'«-*-'*-'^S^«-«*-C'«-*--*--*], 

quels  que  soient  les  mineurs  M  pris  dans  les  C^^  f,_^  premieres  lignes  de  A 
et  les  mineurs  /w^  pris  dans  les  n  —  h  premieres  lignes  de  S,  parce  que 
tous  les  mineurs  M  renferment  en  facteur 

Faisant  sortir  8  du  signe  2  et  divisant  par  gC"-*  ^-c^-a-.       \\  yient 


Le  premier  membre  est  le  developpement  de  la  puissance  C^;^., 


d' 


un 
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polynome  a  G„  ,,  termes,  dont  le  nombre  des  termes  est  egal,  en  separant 
tous  ceux  qui  sont  reunis  sous  un  meme  coefficient,  a 


k-h 


Chacun  d'eux  sMdentifiera  avec  un  de  ceux  du  second  membre  :  il  ren- 
fermera  un  produit  de  facteurs  qui  sera  egal  a  un  des  mineurs  M  et 
un  produit  de  facteurs  m„_^  qui  sera  egal  a  Tautre  mineur  divise  par 
gc«_,.A— c«-A_i.*-A^  nombre  des  termes  nuls  dans  le  second  membre 

sera,  par  suite, 

Cc«.A.C«-A.*-A 


II. A 


II  en  resulte  une  propriete  qui  nous  sera  utile.  Supposons  que  Ton  ait 
forme  le  determinant  A  aux  mineurs  d'ordre  A:  de  S  et  le  determinant 
aux  mineurs  d'ordre  k  d'un  autre  determinant  S^.  Isolons  dans  Tun  et 
Tautre  les  C„_^  j^__^  lignes  dont  les  elements  ne  proviennent  que  des  n  —  h 
premieres  lignes  des  determinants  donnes,  et  substituons  celles  de  a  la 
place  de  celles  de  A;  nous  obtiendrons  un  nouveau  determinant  A'^  qui, 
developpe  sous  forme  de  somme  de  produits  de  mineurs  complementaires 
par  rapport  aux  elements  des  colonnes  nouvelles,  donnera  le  meme  re- 
sultat  que  le  determinant  A,  aux  mineurs  d'ordre  k  du  determinant  ob- 
tenu  en  substituant  dans  S,  a  la  place  des  n  —  h  premieres  lignes,  les 
n  —  h  premieres  lignes  de  ,  avec  cette  difference  que  les  elements 
du  developpement,  au  lieu  de  renfermer  en  facteur  §c«_,.a-c«-a-..*-a^  p^j^. 
fermeront  SC«-^..*-c«_a-..*-a^  Qn  aura  done 


_  1 


}  "lCn_,.A--Crt~A-i.*-A 


Rempla^ant  A^  par  sa  valeur        *  et  simplifiant,  il  reste 

(17  his)  ~  §C„_A-,.A-A  8C«-,.*-C„-A-..*-A^ 

ce  que  nous  enoncerons  ainsi  qu'il  suit : 

XLF'  Cahier.  3o 
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Thi^or^mb  XII  {*).  —  Si  Von  forme  le  dSterminant  aux  mineurs 
d'ordre  k  d'un  determinant  donnS  B  a  Sl^ments,  ainsi  que  le  d^termi- 
nant  aux  mineurs  de  meme  ordre  d'un  autre  determinant  donn^  8,  a 
V?  eUments;  si  Von  isole  dans  chacun  d'eux  les  G^  j^  lignes  dont  les 
elements  provierment  de  n  —  h  lignes  fixes  de  8  et  de  8^ ,  et  si  Von  porte 
celles  du  second  a  la  place  de  celles  du  premier,  on  obtiendra  un  nouveau 
determinant  qui  sera  egal  a 

en  appelant  le  determinant  form6  avec  les  n  —  h  lignes  fi^es  de  8,  et 
les  h  autres  lignes  de  8. 

Nous  allons  maintenant  revenir  sur  les  consequences  du  theoreme  VIII. 
A  chaque  determinant,  element  de  v  forme  en  substituant  a  la  place  de 
q  colonnes  de  A,  q  des  colonnes  de  B,  correspond  un  determinant,  qu'on 
pent  appeler  conjugue  du  premier,  et  forme  avec  les  q  colonnes  restantes 
de  A  et  les  /I  —  q  colonnes  de  B  non  employees ;  il  y  a  done  lieu  de  con- 
siderer  un  determinant  v'  dont  les  elements  seront  les  conjugues  respectifs 
des  elements  de  v*  On  pent  demontrer  sur  les  determinants  v  et  des 
proprietes  analogues  a  celles  qui  ont  ete  demontrees  relativement  a  A 
et  a'.  Nous  savons  deja  que  Ton  a 

(8)  v  =  Ac«  '-^Bc-'^-'. 

L'identite 

(a)  A  =  8^"-'* 

n'est  qu'un  cas  particulier  de  la  pr^cedente;  il  sufBt  pour  le  voir  de  rem- 
placer  B  par  un  determinant  a  n^  elements,  qui  sont  tons  nuls,  excepte 
ceux  de  la  diagonale,  qui  sont  egaux  a  Funite ;  mais,  comme  elle  a  servi 
a  etablir  la  premiere,  on  ne  peut  pas  Ten  deduire.  De  la  relation  (8)  on 


( » )  Comptei  rendus  des  stances  de  I'Jcad^mie  des  Sciences,  t.  LXXXVI,  p.  1 1 19. 
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tire,  en  changeant  q  en  n  — 
d'oii 

(i8)  ^^^^ABf-S 
identite  analogue  a  la  formule  de  Cauchy 

qui  n'en  est  qu'un  cas  particulier,  en  faisant  la  m^me  hypothese  sur  B.  On 
peut  pousser  Tanalogie  plus  loin;  nous  avons  yu,  en  effet,  que,  dans  le 
determinant  qui  est  le  produit  AA^,  tous  les  elements  sont  nuls,  excepte 
ceux  qui  sont  en  diagonale,  qui  sont  egaux  a  S;  il  est  facile  d'etablir  ega- 
lement  que,  dans  le  determinant  qui  est  le  produit  vv'>  tous  les  elements 
sont  nuls,  excepte  ceux  qui  sont  en  diagonale,  qui  sont  egaux  a  AB.  II 
faudra  seulement  supposer  que,  avant  de  faire  le  produit,  on  a,  comme 
pour  le  premier,  afTecte  dans  I'un  des  determinants  facteurs,  v'  par 
exemple,  cbaque  element  du  signe  que  lui  donne  la  regie  de  Laplace,  eu 
egard  a  la  combinaison  des  colonnes  de  A  et  de  B  dont  il  provient. 

Gonsiderons,  pour  cela,  le  premier  terme  de  la  diagonale;  il  est  egal  a 
la  somme  des  produits  des  elements  de  la  premiere  ligne  de  v  par  les  ele- 
ments respectivement  conjugues  dans  la  premiere  ligne  de  v'>  pris  avec 
leurs  signes  respectifs.  On  peut  supposer  que  la  premiere  ligne  de  v  a  ete 
obtenue  au  moyen  des  determinants  resultant  de  la  substitution  de  q  co- 
lonnes variables  de  B  a  la  place  de  q  colonnes  fixes  de  A ;  alors  les  con- 
jugues resulteront  de  la  substitution  a  la  place  des  n  —  q  autres  colonnes 
fixes  de  A  de  n  —  q  colonnes  variables  de  B.  Pour  evaluer  la  somme  des 
produits  deux  a  deux  de  ces  determinants,  posons 

A  _       ^21       ^22        •  •  •        ^2./t-V       ^2.ll-^+<         •  •  •        ^2. /I  ^ 

3o» 
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7  7 

.  rt— ^      ^/i .  /I— v+ 1 


et  supposons  que  les  /?  —  q  colonnes  fixes  de  A  soient  les  —  q  premieres ; 
alors,  si  a^,  a^,  .  . ,  a^;^^  sont  tous  les  mineurs  possibles  a  (/i  —  ^f)*  ele- 
ments foroies  avee  ces  colonnes,  im  terme  quelconque  de  la  premiere  ligne 
de  V,  developpe  suivant  la  regie  de  Laplace,  pourra  s'ecrire,  avec  une  cer- 
taine  succession  de  signes, 

en  designant  par  j3/,,  |3,j,,  ...  les  mineurs  a  elements  formes  avec  les 
q  colonnes  de  B  substituees  dans  A  pour  fournir  le  determinant  considere, 
Element  de  v,  et  |3,^  etant  forme  avec  les  q  lignes  complementaires  de  celles 
de  a^.  De  meme  le  determinant  conjugue,  element  de  v',  pourra  s'ecrire, 
avec  la  meme  succession  de  signes, 

«'i     ±  «2  Py2  ±  •  •  •  ±  ac..,/3,.c„.,, 

Pyo  i3y2)  etant  les  mineurs  a  {n  —  qf  elements  formes  avec  les 
n  —  q  colonnes  de  B  qui  n'ont  pas  et^  substituees  dans  A,  et  ,  a'^,  ... 
les  mineurs  a  q^  elements  formes  avec  les  q  colonnes  de  A  qui  ont  ete 
remplacees  par  des  colonnes  de  B,  dp  etant  forme  avec  les  q  lignes  com- 
plementaires de  celles  de  a^,  et  j3y^  avec  les  memes  lignes  que  a^.  Le  terme 
considere  du  produit  vv'  sera  alors  egal  a 

2  ±  («!  P,-,  ±  a,  /3,.,  ±  .  .  .  ih  ac„.^/3,c„.,)  «  h^  ±  «2      ±  •  •  •  ±  ac„.,  ^yCn.,) 

lorsque  i  et  j  varient  de  i  a  C,,.^.  Dans  cette  somme,  les  a  sont  fixes,  tandis 
que  les  p  varient  d'un  terme  a  I'autre.  Si  Ton  y  cherche  le  coefficient  du 
produit  de  deux  a  a  meme  indice,  a^,  on  trouve  2  ±  ^ip^jpj  c'est-a-dire 
B,  puisque,  lorsque  i  et  j  varient,  et  pour  une  meme  valeur  de  /?,  p,.^  et  ^jp 
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sont  deux  mineurs  complementaires  de  pris  respect! vement  dans  q  lignes 
fixes  et  dans  les  /i  —  q  lignes  complementaires.  Quant  au  produit  de  deux 
a  a  indices  difFerents,  a^a'^,  son  coefficient  sera  idz^^^jSy^,  c*est-a-dire 
zero,  car  il  represente  le  determinant  B,  developpe  d'apres  la  regie  de 
Laplace,  apres  y  avoir  remplace  une  ou  plusieurs  lignes  par  d'autres  lignes 
du  meme  determinant.  Definitivement  il  restera,  en  mettant  B  en  facteur, 

BldzoCpUj,    ou  AB, 

de  sorte  que  Ton  peut  enoncer  ce  theoreme  : 

Th^oreme  XIII  —  Etant  donnSs  deux  determinants  A  et  B  a 
n^  SlSments,  si  Von  en  forme  deux  autres,  Vun  avec  n  —  q  colonnes  fixes 
de  Aet  q  colonnes  ^variables  de  B,  1' autre  avec  les  q  colonnes  fixes  restantes 
de  Aet  les  n  —  q  colonnes  variables  restantes  de  B,  si  Von fiiit  leur  produit 
et  qu'on  Vajfecte  du  signe  qui  lui  est  assignd  par  la  regie  de  Laplace,  eu 
egard  a  la  combinaison  des  colonnes  de  Aet  deB  dont  il  provient,  la  somme 
algihrique  des  produits  ainsi  obtenus  lorsque  les  q  colonnes  de  B  variant 
de  toutes  les  manieres  possibles  est  egale  au  produit  des  deux  determinants 
primitifs, 

II  etait  clair,  a  priori,  que  le  produit  devait  etre  symetrique  par  rapport 
au  determinant  B,  dont  toutes  les  colonnes  viennent  defiler  successivement 
devant  q  on  n  —  q  colonnes  fixes  de  A;  mais,  le  produit  etant  egalement 
symetrique  par  rapport  a  A,  cela  prouve  que  le  resultat  est  independant, 
au  signe  pres,  de  la  combinaison  adoptee  pour  les  colonnes  de  A. 

Comme  consequence,  si  Ton  permute  une  des  q  colonnes  de  A  dans  le 
premier  groupe  avec  une  de  celles  du  second  groupe,  qui  en  renferme 
n  —  <7,  le  determinant  A  et,  par  suite,  le  produit  restent  les  memes,  au 
signe  pres.  De  meme,  si  Ton  fait  le  premier  echange  sans  faire  le  second, 
le  produit  est  nul,  parce  que  Tun  des  determinants  primitifs  est  nul;  d'oii 
il  resulte  que,  dans  le  produit  vv\  tous  les  elements,  sauf  ceux  qui  sont 


(')  Stlvesteh,  Philosophical  Magazine,  4'  serie,  t.      jiiillet  i85i,  p.  i^n. 
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en  diagonale,  sont  nuls,  car  chacun  d'eux  resulte  de  T operation  prece- 
dente,  faite  sur  deux  determinants  dont  Tun  est  nul.  Cest  ce  que  nous 
avions  annonce,  et,  comme  verification,  on  voit  que  le  produit  w'  se 
reduit  des  lors  au  produit  des  elements  en  diagonale,  c'est-a-dire  a  [AB]^«  ^7. 
G'est  la  relation  (i8). 

Th^oreme  XIV  (').  —  Le  rapport  de  deux  mineurs  complSmentaires 
dans  V     v'  €st  egal  au  produit  d'une  puissance  de  A  par  une  puissance 

Nous  demontrerons  d'abord  le  theoreme  pour  le  cas  oil  Tun  des  mineurs 
se  reduirait  a  un  element  a^j  de  p^^r  exemple.  Supposons,  pour  cela,  que 
Ton  ait  developpe  par  rapport  aux  elements  de  la  ligne  de  rang  i.  Le 
coefficient  de  Telement  de  v',  correspondant  a  Telement  a^  de  v?  sera, 
au  signe  pres,  un  certain  mineur  du  premier  ordre  de  v'.  Faisons 
maintenant  la  somme  des  produits  deux  a  deux  des  elements  de  la  ligne 
de  rang  /  de  v  p^r  l^s  elements  respectivement  correspondants  de  la  ligne 
de  rang  /  de  v';  nous  aurons,  d' a  pres  le  theoreme  precedent, 

1  ±1  Uija^j  =  AB. 

D'ailleurs,  le  premier  developpement  etant  egal  a 

A^~'-^~'B^""'-^, 

si  nous  le  divisons  par 

il  deviendra  egal  au  second,  qui,  comme  celui  de  Laplace,  est  unique;  et, 
en  identifiant  les  coefficients  de  a,^,  on  a,  au  signe  pres. 


( ' )  Comptes  rendus  des  tiances  de  I'Jcad^mie  des  Sciences,  t.  LXXXVI,  p.  1 1 19. 
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d'ou 

(19)  A^"-'^-'-'B^»-M-'. 
On  aurait  de  m^me 

(20)  ^  —  /^C„^t.q-l  fiC;.-...^-.-!  ^ 

B^.  etant  le  mineur  du  premier  ordre  correspondant  dans  v* 

Pour  elendre  le  theorerae  au  cas  d'un  mineur  quelconque,  il  suffit  de 
remarquer  que,  en  vertu  de  Tequation  (20),  si  Ton  multiplie  chaque 
element  de  v'  par 

v'  deviendra  precis^ment  le  reciproque  de  v,  et  alors,  en  vertu  d*un  theo- 
reme  dqa  rappele,  un  mineur  d' ordre  h  du  nouveau  determinant  sera  egal  a 

M  etant  le  compl^mentaire  dans  y.  D'ailleurs  ce  mineur  d' ordre  h  aura 
C^^  —  h  lignes  ou  colonnes  et  sera  evidemment  egal  au  mineur  corres- 
pondant ^  de  v\  multiplie  par  une  puissance  de  A  ^gale  a 

fC..,-A][C„..,-i]  =  A, 

et  par  une  puissance  de  B  ^gale  a 

[C„.,-A][C^,^.-i]  =  A.. 

On  aura  done 

uA^i  B^«  =  M  V^"^  ~  *  - ' . 

Rempla^nt  v  par  sa  valeur,  et  divisant  par  At^''-^""''^^"-'^  et  par 
BtC"  ^-^]^"-"/-',  il  vient 

^(AB)^-c-^  =  MA-c«~.^B--C''-'^-«, 
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^  iVl 


On  peut  encore  donner  de  ce  theoreme  une  demonstration  analogue  a 
celle  de  M.  Borchardt  pour  le  rapport  des  mineurs  complementaires  des 
determinants  A  et  A'.  Soient 


V  = 


7 


les  mineurs  M  et  /U  seront,  par  exemple, 


*aC, 


^A-+-I.A-4-2 

^A-H2.A4-< 

^^4-2 .  A-f-2 

^h^2.Cn.q 

^k2 

^C„.^.A^2  ••• 

^Cn.q.Cn.q 

Le 

premier  peut  s'ecrire 

«<2 

...     a,;^     .  . 

^iCng 

«22 

...     a^f^     .  . 

•  •  •  ^2Cn.q 
...         .  •  .  • 

M  = 

0 

«>i2 
0 

...        0  I 

•  •  •  ^h,C„.q 
0 

0 

0 

...  0 

0  I 

0 

0 

0 

0 

0  0 

...  I 

Faisant  le  produit  M v'  d'apres  la  regie,  on  aura,  d'apres  un  theoreme 
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a4i 


precedent, 


Mv'  = 


AB  o  o 
o     AB  o 


o 
o 


o  o 
o  o 


^2.A4-l 


AB  a^i.^i^, 


=  (AB)V, 


d^ou 


CoroUaire.  —  Les  mineurs  d'ordre  C„_,.^_,  de  v'  sont  egaux  respecti- 
vement  a  leurs  complementaires  dans  v  multiplies  par  une  puissance  de  B, 
et  les  mineurs  d^ordre  C„_,  .y  sont  egaux  a  leurs  complementaires  multi- 
plies par  une  puissance  de  A. 

Pour  apercevoir  la  reciprocite  de  la  relation  (21),  on  pent  aussi  poser 

/,-hA'=C„.,; 

h'  sera  alors  Tordre  du  mineur  M  de  v;  ^lle  devient,  dans  ce  cas, 
M 


ou  bien 


ThEor^me  XV  (').  —  Le  mineur  N  a  0^^^^^,,^  lignes  et  colonnes  de  v  dont 
les  elements  sont  formes  avec  n  —  q  colonnes  de  A  prises  dans  n  —  h  co- 


(' )  Comptes  rendus  cies  stances  He  I'Acaddmie  des  Sciences,  f.  LXXXVI,  p.  1 1 19. 
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^  M 


On  peut  encore  donner  de  ce  theoreme  une  demonstration  analogue  a 
celle  de  M.  Borchardt  pour  le  rapport  des  mineurs  complementaires  des 
determinants  A  et  A'.  Soient 


V  = 


V  — 


les  mineurs  M  et  fi  seront,  par  exemple, 


«2C„.^ 


a.,,  a,. 

«,A 

^A-+-i.A-4-2 

M  = 

•  •  •        •  •  • 

ttjA 

,   f4  = 

^A-H2.A-f-2 

^k^2 

«AA 

A+< 

^Cn.q.h^2  •'• 

Le 

premier  peut  s'ecrire 

...    a,;^  . 

•  •  •  ^iCmq 

•  •  • 

•  •  •  ^aC„.^ 

...        .  .  •  • 

M  = 

«A« 

«A2 

...  . 

•  •  •  ^h.Cnuf 

o 

o 

...  0 

I 

...  o 

o 

o 

...  0 

>  o 

I 

o 

o 

o 

o 

o 

o 

...  I 

Faisant  le  produit  M v'  d'apres  la  regie,  on  aura,  d'apres  un  theoreme 
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a4i 


precedent, 


Mv'  = 


AB  o  o 
o     AB  o 


o 
o 


o  o 
o  o 


o      o  o 


o  a 


o  oc 


a.  A+f 


AB 


=  (AB)V, 


d'ou 


M  "~  (AB)» 


P^n—i.q  —  j  —  h  jgC/t  -  x,q — h  ^ 


Coroliaire.  —  Les  mineurs  d'ordre  C^_,.^_,  de  v'  sont  egaux  respecti- 
vement  a  leurs  complementaires  dans  v  multiplies  par  une  puissance  de  B, 
et  les  mineurs  d^ordre  C„_,  .^  sont  egaux  a  leurs  complementaires  multi- 
plies par  une  puissance  de  A. 

Pour  apercevoir  la  reciprocite  de  la  relation  (21),  on  pent  aussi  poser 

h'  sera  alors  Tordre  du  mineur  M  de  v;  elle  devient,  dans  ce  cas, 
M 


ou  bien 


TaioREME  XV  (').  —  Le  mineur  N  a  C^^.^.^.,,  lignes  et  colonnes  de  v  dont 
les  Elements  sont  formes  ai^ec  n  —  q  colonnes  de  A  prises  dans  n  —  /*  co- 


( ' )  Comptes  rendus  des  seances  de  I  'Acadimie  des  Sciences,  f .  LXXXVI^  p.  1 1 19. 
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lonnes  fixes  de  ce  determinant  {q>  h)^  et  wee  les  q  eolonnes  correspon- 
dantes  de  B,  lesquelles  renferment  consiquemment  les  h  eolonnes  de  B 
compUmentaires  des  n  —  h  eolonnes  fixes  de  A,  est  Sgal  a 

D  Stant  le  determinant  provenant  de  la  substitution  des  n  —  h  eolonnes 
fixes  de  Aa  la  plaee  de  leurs  eorrespondantes  dans  B. 

En  efFet,  il  resulte  du  theoreme  I  que  ce  mineur,  appartenant  a  un 
determinant  v  qui  est  le  produit  efFectue  suivant  la  regie  du  determinant  A 
au\  mineurs  d'ordre  q  A  par  le  determinant  A'^  aux  mineurs  d'ordre 
n  "  y  de  B,  est  egal  a  la  somme  des  produits  deux  a  deux  de  tons  les 
mineurs  possibles  M  a  C„  ./,^„yi  lignes  ou  eolonnes  formes  avec  les  0,^._h,q~k 
lignes  de  A  dont  il  provient,  multiplies  respectivement  par  leur  corres- 
pondant  dans  a'^  ;  mais  le  correspondant  dans  A'^  ne  differe  du  comple- 
mentaire  M,  dans  le  determinant  A,  aux  mineurs  d'ordre  de  B  que  par 
un  facteur  constant.  On  a 

II  en  resulte 

N  =  2Mac,  =B^«-m-^-c„-..^2MM,. 

Dans  cette  relation,  les  mineurs  M  etant  formes  avec  Gn--h.q~h  lignes  de  A, 
et  les  mineurs  avec  les  lignes  complementaires  de  A,,  le  developpe- 
mentlMMf  representera  le  developpement  du  determinant  K,  provenant 
de  la  substitution  des  lignes  de  A  a  la  place  des  lignes  eorrespon- 

dantes de  A, ,  d'oii 

N  =  KB^'»-*-^-*-^"— 

D'ailleurs  nous  avons  vu  (17  bis)  que,  en  appelant  D  le  determinant  pro- 
venant de  la  substitution  dans  B  des  n  —  h  eolonnes  fixes  de  A  a  la  place 
de  leurs  eorrespondantes,  on  a 
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Substituant  cette  valeur  de  K  dans  celle  de  N,  on  obtient 

—D^^n    h    x.q -h'QCn^h^f.f,    h    1^  C.  Q.  F.  D. 

Nous  terminerons  par  la  cet  expose,  bien  incomplete  d'une  theorie 
appelee  peut-^tre  a  recevoir  d'importantes  applications,  et  qui  nous  a  paru 
assez  interessante  par  elle-meme  pour  ineriter  une  place  plus  large  que 
celle  qui  lui  a  ete  reservee  jusqu'a  ce  jour  en  Algebre  superieure. 


3i 
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SUR 

L'APPLICATION  DU  PROBLfiME  DES  TROIS  CORPS 

A  LA  D^TBBMINATION 

DES  PERTURBATIONS  DE  JUPITER  ET  DE  SATURNE; 
Par  M.  Emile  MATHIEU. 


On  peut  partager  la  plupart  des  travaux  relatifs  au  probleme  des  trois 
corps  en  deux  especes  :  dans  les  uns,  on  n'etudie  ce  probleme  qu'a  un 
point  de  vue  purement  theorique,  en  s'occupant  principalement  d'abaisser 
Tordre  des  equations  differentielles  autant  que  possible  et  sans  examiner 
s'il  y  a  moyen  de  faire  servir  a  T  Astronomic  les  resultats  de  ces  recherches. 
Dans  les  autres  travaux,  au  contraire,  on  ne  s'attache  qu'a  la  question 
d' Astronomic  que  Ton  se  propose  de  resoudre,  et,  bien  que  Ton  n'ait  a 
etudier  que  les  mouvements  de  trois  corps  ou  plutot  les  mouvements  de 
deux  d'entre  eux  autour  du  troisieme,  on  part  cependant  des  memes  for- 
mules  que  si  Ton  avait  a  considerer  un  nombre  quelconque  de  corps. 

Mais,  en  traitant  le  probleme  des  trois  corps  d'une  maniere  theorique, 
je  me  suis  en  meme  temps  propose  d'en  rendre  utile  I'application  a  la 
Mecanique  celeste.  On  sait  que  Jupiter  et  Saturne  possedent  des  masses 
beaucoup  plus  grosses  que  les  autres  planetes;  ce  sont  deux  planetes  con- 
secutives  dansl'ordre  de  distance  au  Soleil,  el,  de  plus,  cinq  fois  le  moyen 
mouvement  de  Saturne  different  tres-peu  de  deux  fois  le  moyen  mouve- 
nient  de  Jupiter;  ces  diflferentes  circonstances  font  que  les  actions  mu- 
tuelles  de  ces  deux  planetes  sont  beaucoup  plus  considerables  que  celles 
qu'elles  recoivent  des  autres  corps.  II  est  done  fort  naturel,  pour  etudier 
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les  mouvenients  de  ces  deux  grosses  planetes,  de  commencer  par  cher- 
cher  leurs  perturbations  mutuelles  qui  seront  les  plus  iiuportantes  et  les 
plus  difficiles  a  determiner  et  de  ealculer  seulement  ensuite  les  perturba- 
tions qu'elles  eprouvent  de  la  part  des  autres  corps.  Aussi,  vers  la  fin  de 
1873  et  au  commencement  de  1874,  ayant  pense  qu'il  devait  y  avoir  une 
veritable  utilite  a  etudier  les  effets  des  actions  mutuelles  de  ces  deux  pla- 
netes par  des  formules  speciales  au  probleme  des  trois  corps,  j'avais  pre- 
pare differentes  formules  pour  les  mettre  en  nombres.  Bientot  apres, 
M.  Le  Verrier  ayant  public  dans  les  Annales  de  V  Ohsermtoire  les  resul- 
tats  d'immenses  calculs  sur  les  mouvements  de  Jupiter  et  de  Saturne,  j'a- 
bandonnai  la  continuation  du  travail  que  j'avais  entrepris,  bien  que  je 
gardasse  entierement  la  conviction  de  Tutilite  de  mes  formules  pour  traiter 
cette  question.  Je  fis  toutefois  de  mes  recherches  un  premier  extrait  que 
j'ai  public  sous  le  titre  de  Memoire  sur  le  probleme  des  trois  corps 
{Journal  de  Mathematiques,  t.  II,  p.  345;  1876);  ce  que  je  public  ac- 
tuellement  est  un  second  extrait  du  meme  travail. 

On  sait  combien,  dans  toutes  les  questions  analytiques,  on  doit  faire 
attention  au  choix  des  variables  et  combien  on  doit  rechercher  ordinaire- 
ment  a  les  reduire  au  plus  petit  nombre  possible,  car  le  nombre  des  equa- 
tions qui  les  determinent  se  trouve  en  meme  temps  diminue,  et,  si  Ton  ne 
peut  determiner  ces  inconnues  rigoureusement,  on  pourra,  en  general,  les 
determiner  par  des  approximations  d'une  maniere  plus  facile  et  avec  plus 
de  precision.  Or,  dans  le  Memoire  actuel,  j'obtiens,  au  moyen  de  huit 
equations  canoniques,  les  inverses  des  grands  axes  des  deux  orbites,  les 
parametres  de  ces  ellipses,  les  mouvements  des  perihelies  sur  les  orbites 
et  les  epoques  des  passages  des  planetes  en  ces  points,  tandis  que,  si  Ton 
emploie  la  methode  habituelle,  ces  quantites  entrent  dans  un  systeme  de 
douze  equations  differentielles.  Tel  est  Tavantage  principal  de  la  methode 
que  je  propose. 

Voici,  d'autre  part,  le  desa vantage  que  presente  ma  theorie  :  c'est  que 
la  fonction  perturbatrice  renferme  des  lermes  qui  se  presentent  sous  la 
forme  fractionnaire,  termes  qui  sont  multiplies  par  des  puissances  paires 
du  sinus  de  la  moitie  de  la  tres-petite  inclinaison  mutuelle  des  deux  or- 
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bites  (cette  inclinaison  etait,  au  i*^*^  Janvier  i85o,  egale  a  i^'iS'iS'^oS) ; 
inais  on  doit  considerer  que  ces  termes  tres-petits  donnent  dans  les  ex- 
pressions des  elements  troubles  d'autres  termes  qui  peuvent  etre  calcules 
par  quadrature,  et  qu'il  est  possible  aussi  d'extraire  des  termes  fraction- 
naires  de  la  fonction  perturbatrice  les  parties  qui  produisent  des  inegalites 
seculaires  dans  les  elements  troubles.  II  en  resultera,  a  la  verite,  certains 
calculs  qui  pourront  avoir  quelque  longueur;  mais,  si  Ton  rencontre  dans 
I'application  de  cette  theorie  certains  calculs  qui  ne  se  presentent  pas  dans 
la  theorie  habituelle,  le  nombre  des  operations,  en  echange,  sera  beaucoup 
diminue.  Or,  ce  qui  rend  aujourd'hui  si  penible  ce  genre  de  recherches, 
ce  n'est  pas,  en  general,  la  difficulte  de  quelques  calculs  isoles  qu'on  pent 
y  introduire,  ma  is  le  nombre  excessivement  grand  des  calculs  qu'on  y 
emploie. 

Quand  les  perturbations  provenant  des  actions  mutuelles  de  Jupiter  et 
de  Saturne  auront  ete  ainsi  calculees,  il  faudra  encore  les  ramener  au  plan 
de  TecHptique  d'une  epoque  determinee,  et  cette  operation  sera  facilitee 
par  les  faibles  inclinaisons  des  deux  orbites  sur  ce  plan  et  leur  variabilite 
excessivement  petite. 

La  question  du  probleme  des  trois  corps  renferme  la  theorie  de  la 
Lune;  mais,  dans  cette  theorie,  le  corps  dont  on  veut  etudier  le  mouve- 
ment  autour  de  la  Terre  ayant  une  tres-petite  masse  par  rapport  a  Tastre 
troublant,  le  Soleil,  Tapplication  de  la  methode  de  ce  Memoire  presente- 
rait  une  nouvelle  difficulte,  et  c'est  veritablement  aux  mouvements  de 
Jupiter  et  de  Saturne  que  cette  methode  est  destinee. 


liquation  aux  differences  partiellcs  de  laquelle  depend  le  probleme. 

\ .  Reprenons  les  notations  de  mon  Memoire  sur  le  probleme  des  trois 
corps  {Journal  de  Mathematiques,  t.  II,  p.  345;  1876). 

Soient  m,  m^  les  masses  des  deux  corps  fictifs,  r,  r,  leurs  distances  a 
rorigine  des  coordonnees  o;  designons  par  P  le  plan  qui  passe  par  o,  m, 
m,,  par  ^,  0,  les  angles  de  r,     avec  la  trace  du  plan  P  sur  le  plan  inva- 
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riable,  enfin  par  A,  A,  les  vitesses  aiigulaires  de  dans  le  plan  P. 

Posons 

G  =  m/-*A,    G,  =m^r]A^ ; 
nous  avons  trouve  pour  Texpression  de  la  force  vive  (p.  354) 

^  etant  Taxe  du  plan  invariable .  Posons 

rfT         ,  dT  , 

p^  =  —^  =  mr,    p^=-^.=  mr^^ 

les  quatre  quantites  p^y  p^^,  G,  G,  sont  conjuguees  de  r,  r,,  ^,  0,,  et,  si 
Ton  d^signe  par  U  la  fonction  de  forces,  Vetude  du  mouvement  est  ra- 
menee  a  la  recherche  d'une  solution  complete  de  Tequation  aux  diffe- 
rences partielles 


dont  le  premier  membre  a  ete  obtenu  en  remplacant  dans  T  les  quan- 
tites Pn  Piy  G,  G,  par 


et  en  ajoutant  • 


rfV     ^    ^  liV 

dr '    rfr, '     rf{  ' 


Examen  des  equations  du  mouvement  dans  le  cas  ou  les  deux  masses  m^m^ 
sont  seulement  attirees  par  un  point  fixe. 

2.  Nous  allons  examiner  ce  que  deviennent  les  equations  du  mouve- 
ment quand  les  deux  corps  m,  m,  sont  sans  actions  mutuelles  et  sont  seu- 
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lement  attires  par  un  point  fixe.  Nous  aurons  ainsi  des  equations  qui  don- 
neront  le  mouvement  elliptique  de  m,       au  moyen  des  variables  r,  r^, 
Quand  on  les  aura  integrees,  on  tiendra  compte  de  Taction  mu- 
tuelle  par  les  formules  de  perturbation. 

Designons  par  M  la  masse  attractive  situee  a  Torigine;  on  aura  alors 
pour  fonction  de  forces 

,1       Mm  Mw, 

U  =  \  J 

r  n 

et  il  faudra  remplacer  U  par  cette  expression  dans  T equation  aux  diffe- 
rences partielles  precedente. 

Le  principe  des  aires  a  lieu  par  rapport  a  chacun  des  corps  m  et 
pris  separement;  or,  en  composant  les  deux  aires  decrites  par  m  dans  le 
plan  P  et  normalement  a  ce  plan,  on  a 

b  designant  une  constante,  ou,  enremplacant  K  par  sa  valeur  donnee  au 
n"*  13  du  Memoire  cite, 

=  0,  —  0  etant  Tangle  de  /•  et  r^ .  Cette  equation  represente  une  inte- 
grale  des  equations  canoniques ;  on  a  de  merae  la  deuxieme  integrale 

ib)  r^.-(G-^G.nsin'j^^,. 

designant  une  constante  arbitraire. 

Dans  la  recherche  d'une  solution  complete  de  Tequation  aux  differences 

partielles,  G,  G,  doivent  representer  -7f »  77=-  >  niais,  pour  que  Gd^  4-  G, 

puisse  etre  une  differentielle  complete,  quand  on  tire  G  et  G,  des  equa- 
tions (a),  (6),  il  faut  et  il  sufBt,  d'apres  un  theoreme  connu,  que  Ton  ait 
identiquement,  en  designant  par         les  premiers  membres  de  ces  equa- 

Xir*  Cahier.  32 


Digitized  by 


a50  MATHIEU. 

tions, 

du  dui       du  dui       du  dut       du  dut  _ 
dl  dG dTt  dif,  ~  dG 'dl  ~' dll  ~  ° ' 

et  Ton  peut  verifier  que  cette  identite  a  effectivement  lieu.  Nous  pouvons 
done  poser 

^  ^  dv 

On  reconnatt  immediatement  qu'on  satisfait  a  I'equation  aux  differen- 
tielles  partielles  au  moyen  des  equations  (a),  {b)  et  en  posant 

dt  —  * 
dY       .  /      A*       iftW  r 


/,  /,  etant  deux  constantes  arbitraires. 

3.  Nous  allons  resoudre  les  deux  equations  (a)  et  {h)  par  rapport  a  G 
et  G, .  De  ces  deux  equations  on  deduit 

1  sin'gf  ^  ' 


•         V  sin*^  V     •  6 

Ajoutons,  apres  avoir  pose 

(Gh-G,)»=--^Y% 

et  elevons  ensuite  au  carre ;  nous  aurons 

[2sin^sin^,cos^Y»     {IC  —  b^  —  ftJ)sin»g-]» 
=  4(Y*sin*?,-t*sinV)(Y'sin'0  — ftjsin'^), 
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ou,  en  ordonnant, 

+  4  [sin?  sin?,  cosg{k'  ~     —  b\)+  b'  sin^?  +  b\  sin*?,] 

+  [(^«  _    _  b]y  —  /ib'b]]  sin'g  =  o. 

Dans  le  cas  particulier  oil  les  deux  orbites  seraient  dans  un  meme  plan, 
K  et  K,  seraient  nuls,  on  aurait  G  =  6,  G,  =  ,  (6  -f-  ft  J*  =  A*,  et  une 
des  valeurs  de  donnees  par  cette  equation  serait  nulle ;  e'est  la  valeur 
de  Y*  s'annulant  dans  ce  cas  particulier,  qu'il  faut  obtenir.  Posons 

{b^b.y-k'^fi; 

fi  sera  tres-petit  dans  le  cas  oil  Finclinaison  des  deux  orbites  entre  elles 
sera  tres-petite,  et  nous  aurons 

—  4sin*?sin*?iY* 

H- 4[sin?sin?,cosg^(2AA|  —  w)  H-  ft*sin*?+  ftJsin*?,]Y* 

—  »i(4iA,  —  w)sin*g^  =  o; 

en  resolvant,  on  obtient 

yi  b*sm*l  >H  t|  sip*    +  ^bbi  sin  I  sin^t  cosg  —  t3  sing  singt  cosg 

2  sin*  5  sin*  ^1 

 L  z 

asin*|8in*{i  ^ 

avec 

Z*  —  (ft* sin*?     ftjsin*?,  -h  aftft,  sin?sin?,  cosg^)* 

—  2sin?sin?,  [(ft*sin*?-h  ft*Jsin*?,)cosg^  4-  2ftft,  8in?sin?,]>i 
sin*?sin*?,>f*. 

0 

On  portera  ensuite  cette  valeur  de  Y*  dans  les  deux  expressions 

G,  G,  etant  des  fonctions  de  ?,  ?, ,  representons-les  par  G(?,  ?,) 

3a. 
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^ii^i        Gd^-hG^d^^  est  la  differentielle  totale  de 
on  a  d'ailleurs 

G,(o, 

Nous  obtenons  done  pour  solution  complete  de  Tequation  aux  diffe- 
rences partielles  la  formule  suivante  : 

Jo    V  >>iu-ff 


Nous  en  deduisons  les  integrales  du  premier  ordre 

4.  Definissons  les  constantes  /,  6,  au  moyen  des  elements  des 

deux  ellipses  qui  servent  d'orbites  aux  deux  corps.  Les  rayons  niaximuin 
et  minimum  de  Torbite  de  m,  d'apres  la  premiere  equation  (c),  sont 
donnes  par  Tequation 

-h  2Mm^r  —  6^  =  o, 

et,  si  Ton  designe  par  a  son  demi-grand  axe  et  par  e  son  excentricite ,  ils 
ont  pour  grandeur  a(i  +  e)^  a[i  —  e)\  on  en  conclut 

b^^Um'aU  —  e'). 

En  marquant  d'un  indice  les  quantites  relatives  a  m^,  nous  aurons  de 
meme 

JLUx  *  1      »  \  1/ 
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Nous  prendrons  pour  limites  inferieures  des  deux  premieres  integrales  de 
V  les  plus  petites  valeurs  de  r,  r^,  savoir  a(i  —  c),  a,  (i  —  e,). 
On  a  J  pour  les  integrales  du  second  ordre, 

•         7^  =  ^'  = 

E,  ,  T,  T,  etant  des  constantes  arbitraires ;  et,  en  effectuant  les  differen- 
tiations, on  obtient,  pour  ces  quatre  integrales, 


mrdr 

.  =  ^  -h  T, 


nit  '*!  1 


f  -bdr  f    ^sm'g-Ygsiu'g,  ^ 

 <«  +  ?,  =  £,; 

—  T,  —  representent  les  temps  du  passage  des  corps  m,  a  leur  pe- 
rihelie. 

5.  Examinons  la  signification  des  deux  constantes  E,  E,. 

Concevons  une  sphere  dont  le  centre  soit  a  I'origine  des  coordonnees; 


le  plan  P,  les  orbites  de  m  et  et  le  plan  invariable  coupent  cette  sphere 
suivant  des  grands  cercles  representes  sur  la  figure  par  mm^j  Fm, 
Fm,,  AG. 

Dans  la  derniere  integrale  faisons  0  =  o ;  I'integrale  prise  de  o  a  ^ 
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f  etant  nul,  le  point  m  est  sur  le  plan  invariable  et  par  suite  sur  la  ligne 
des  noeuds ;  done  devient  la  distance  angulaire  du  noeud  F  au  point  m^ , 
et,  si  Ton  fait  en  outre  r^  —  a^{^  —  ^,),  le  point  m,  vient  a  son  perihelie 
et  Ton  a 

^.  =  E.; 

done  E,  represente  la  distance  du  perihelie  du  corps  au  point  F.  De 
m^me,  E represented  distance  du  perihelie  du  corps  m  au  meme  point  F. 

On  pourrait  objecter  a  ce  raisonnement  qu'il  suppose  le  corps  m  sur  la 
ligne  des  noeuds  en  meme  temps  que  le  corps  est  a  son  perihelie ; 
mais  il  est  aise  de  comprendre  qu'on  pent  imaginer  un  temps  conside- 
rable pour  lequel,  m  etant  sur  la  ligne  des  noeuds,  sera  aussi  pres  du 
perihelie  qu'on  voudra,  et,  par  suite,  le  raisonnement  precedent  est 
legitime. 


Integration  des  deux  equations  qui  donnent  ^  et 

6.  La  determination  de  ^  et  ^,  en  fonction  de  t  au  moyen  des  deux 
dernieres  integrates  conduit  a  des  calculs  extremement  compliques ;  mais 
on  pent  les  eviter  facilement  par  des  considerations  geometriques. 

Designons  par  fl,  Q^  les  distances  angulaires  F/w,  Fm^  de  m,  m,  a  la 
ligne  des  noeuds,  et  par  I  Tangle  des  deux  orbites;  on  a 

arcwm,  =:  —     +  ^  =r  g-, 
(d)  cosg  =  cosdcosd^  H-  sinOsinfl,  cosl. 

Si  nous  designons  par       les  inclinaisons  des  deux  orbites  sur  le  plan 
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invariable,  nous  avons,  au  moyen  des  deux  triangles  F/nS,  Fm^S, 


sin^           sin 9         sinf,    sinfli 

siiiii       sinFijm'     sinij  sinFSm' 

et,  par  suite, 

sinj    sinOsini 

sin^i      sin&tsinf'i ' 


on  en  tire 


tang  ^  -5  —  . — .     .  ;  tang  ^ — ^  • 


Comme  on  a  [Memowe  sur  le  probleme  des  trois  corps,  n®  15) 

.    .      iisinl       •    .        — isinl 
sin«=      — J    smr,  —  — — > 

il  en  resulte 

(^)  tang^^ — =^  3= -i-— — ,  .   '  tang^* 

Au  moyen  des  formules  [d)  et  (e),  on  pourra  calculer     puis  > 

et  par  suite  0,  si  0,  0,  sont  connus.  Or,  Tare  fl  est  la  somme  de  la 
distance  E  du  perihelie  de  m  au  noeud  et  de  Fanomalie  vraie  de  ce  corps. 
Si  done  on  pose 

on  aura,  d*apres  une  formule  connue, 

(/)    0  =  E  +  /i(«  -hr)  -f-  aesin/i(*-|-T)  H-|e*sin2/i(«-HT)  -h  .  .  .  . 
On  aura  de  meme 

[g)  fl,  =  -h  W|  (<  4-  )  -f-  ^e, sin/i,  (f  )  H-  fcj sinan,  (<  -h  )  4- . . . 
en  faisant 
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Les  formules  (d)  et  {c)  donnent  done  les  valeurs  de  ^,  ^,  a  un  instant 
quelconque. 

Developpements  des  valeurs  de  r,  r, ,  0,     en  series. 

7.  Les  quantites  r,  r, ,  ^,  ^,  sont  developpables  en  series  que  nous 
allons  determiner. 

Nous  avons  trouve  ci-dessus  I'integrale 

r  mrdr 

c'est  Tequation  qui  exprime  r  en  fonction  de  t;  elle  revient  a  la  formule 
bien  connue 

-  =  1  —  ecos/i(<4-T)  —  ~[cos2n(<-f-  t)  —  i] 

—  -g  [3cos3/i(^  -f-  t)  —  3  cosn{t  -h  t)] 

—  ^[cos4n(^-f-  t)  —  cos2n{t-+  r)] 

—  2^  [5'*COs5/i(^  +  t)  —  5.3'cOSr3/2(f +  t)  -4-  I OCOS/l(f-hT)] -{-..., 

On  a  de  meme,  pour  la  seconde  integrale  du  n"*  4, 

^  =  1  —  e,cosAi,  (M-      —  ^^\^cos!in^  {t-\-  r^)  —  i]  —  .... 

De  la  formule  {d)  on  peut  deduire,  en  ayant  egard  aux  valeurs  de  fl,  fl, , 
faisant    =  sin^  et  negligeant  les  termes  en  7*, 

g-  =  E  — E,  +  /^  (^H~t)  -hae  sin/i  (^-Ht)  -f-^e^sina/i  (^-hr)  ^  .  » 

— /l^(^^-T,)— 2e,sin/i,(^-hTj  — ■^^Jsin2/2,(^-t-Tj4  ... 


R 


4  /  68in*0  Rin*0,singrcos/^  8sin*0sin' 
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oil  Ton  a 

R  =:  sin^fl  +  sin^fl,  —  ssindsind^cosg'. 

Dans  le  second  niembre  de  la  formule  (a) ,  il  faudra  remplacer  g  par 
une  valeur  approchee  deduite  de  la  formule  (a)  nieme.  En  negligeant  7*, 
on  deduit  de  la  formule  (d) 

cosg  =  cos(fl  —  fl,)  —  2>*sinflsin9,, 

et,  par  suite»  aussi 

R  ^  sin^  (fl  —  fl| )  "h      sin^ 9  sin^ 9, . 

La  quantite  g  entre  dans  la  fonction  perturbatrice,  et  ce  sont  les  termes 
fractionnaires  qui  entrent  dans  g  qui  font  la  seule  difficulte  de  la  theorie 
que  j'expose.  Mais  ces  termes  sont  fort  petits;  car  Tinclinaison  mutuelle  7 
des  orbites  de  Jupiter  et  de  Saturne  est  tres-petite,  et  Ton  a 

\ogy  —  2,o3goo64* 

Au  moyen  des  formules  (rf),  (e),  on  trouve,  pour  les  valeurs  de  ^, 
les  expressions  suivantes,  en  negligeant  les  termes  en  y\ 

I,  ~  E,  H- 71,  (f -h T, )  -t-  2e,sin«,(i  H-T,)  +|cJsin2/i,(f-hT,)  -h. . . 
-,rctang['*"^:!Xr;-'°^] 


o/A-uA  \^  a  8in»esin*0t  sing (13  +T cosg) 


J^LP'  Ca/iier.  33 
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V  =  {b  —  b,)smQsinQ,. 

Les  angles  9,  9^  sont  d'ailleurs  donnes  par  les  formules  (/'),  (g)  du 
numero  precedent. 

Formules  de  perturbation  relatives  au  mouvement  de  deux  planetes. 

8.  Si  Ton  suppose  que  les  deux  masses  m,  soient  infiniment  petites, 
ou  si  Ton  neglige  leur  action  mutuelle,  on  sait  que  ces  deux  corps  de- 
crivent,  par  Tattraction  du  corps  M,  des  ellipses  dont  M  occupe  un  foyer, 
et  nous  avons  obtenu  (n'^  4),  pour  les  constantes  de  ce  mouvement,  les 
quantites  /,         ft,,  r,  t,,  E,  E,.  Alors  la  fonction  de  forces  est 

UMm  Mm< 
r  ri 

Concevons  generalement  que  la  fonction  de  forces  soit  changee  en 
U  -h  U ;  alors  on  imagine  que  le  mouvement  est  encore  donne  par  les 
m^mes  formules,  mais  que  les  huit  constantes  /,  ,  ...  sont  devenues 
des  quantites  variables  avec  le  temps,  et,  d'apres  les  integrales  (A)  du 

4,  les  quantites  l^^  b^  .  .  . ,  devenues  variables,  satisfont  aux  equa- 
tions canoniques 


dl 

dQ. 

dx 

dQ 

dt 

dt  ~~ 

dlt 

_  dQ 

dr, 

dQ 

dt 

It  ~ 

dh' 

dh 

dQ. 

dE 

dSl 

dt 

dt  ~" 

db' 

db. 

dQ 

dE, 

da 

dt 

~  dEt' 

dt  ~ 

db/ 

Ainsi,  au  lieu  que  les  formules  de  perturbation  renferment  douze  in- 
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connues,  comme  cela  a  lieu  quand  on  applique  la  theorie  habituelle,  ces 
formules  n'en  renferment  que  huit,  ce  qui  est  evidemment  un  grand 
avantage,  surtout  si  Ton  veut  determiner  les  termes  de  ces  quantites  qui 
sent  du  second  et  du  troisieme  degre  par  rapport  aux  masses  des  pla- 
netes. 

Aux  deux  equations  qui  donnent  les  derivees  de  t  et  , 

dr   dxi    dQ. 

di~~'di'    Tt  ~~lU,' 

il  sera  utile  d'en  substituer  deux  autres.  A  cet  effet,  au  lieu  d'examiner 
les  variations  de  r  et  t,  ,  on  etudiera  celles  des  anomalies  moyennes 

A  =  w («  -h  t)  ,     A,  =  72,     4-     ) . 

Gette  substitution  se  faisant  comme  dans  la  theorie  ordinaire,  il  n'y  a  pas 
lieu  de  s'y  arreter. 

Sur  la  fonction  perturbatrice. 

9.  Supposons  deux  planetes  dont  les  masses  soient  fz^  et/^e,,  et  qui 
tournent  autour  du  Soleil  de  masse  /^^.  Nous  allons  remplacer  les  deux 
masses  /Uj,  /u^  par  deux  masses  fictives,  conformeraent  a  ce  que  j'ai  fait 
dans  mon  Memoire  Sur  les  inegalites  s6culaires  des  grands  axes  des  or- 
bites  des  planetes  {Journal  de  M.  Borchardt,  t.  LXXX,  p.  97). 

Designons  par  (X,,  Y,,  Z,),  (X^,  Y^,  Z^),  (X3,  Y3,  Z,.)  respective- 
ment  les  coordonnees  rectangulaires  de  yu,,  lu^j  lu^.  En  supposant  Tori- 
gine  des  coordonnees  plac^e  au  centre  de  gravite  du  systeme,  on  a 

^^X^-h^jX^-h  ^5X3  =  0, 
^,Y,-+-^,Y,4-^3Y3  =  o, 
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Ghangeons  de  variables,  en  posant 

X3  =  a^x,  +  6,0:2,    Y3  =  a^y,  +  63 j,,    Z,  =  a^z,  ^.z,, 

7n  etant  les  nouvelles  variables,  et  les  quantites  a,  h 

ayant  pour  valeurs 

«i  =  — «3  =  o» 
La  demi-force  vive  du  systeme  des  Irois  corps,  qui  a  pour  expression 

T=i^4(t)v(§)v(§y]. 

«  ^tant  susceptible  des  valeurs  i,  2,  3,  deviendra 

T=>p)--(^yH-(^^)>>,p)v(t)v(t)'] 


en  posant 


Prenons  (ar,,  j,,  z,),  (a?^,  Ja,  Zj)  pour  les  coordonnees  rectangulaires 
de  deux  points  dont  les  masses  sont  m,  ;  T  sera  aussi  la  demi-force 
vive  de  ces  nouvelles  masses.  Designons  par  U  la  fonction  de  forces  rela- 
tive aux  trois  masses  ju^^j  /u^;  nous  prendrons  aussi  U  pour  la  fonc- 
tion de  forces  relative  au  systeme  des  masses  m,  . 

On  obtient,  pour  les  masses  des  deux  corps  fictifs. 


m 
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elles  different  des  masses  des  planetes  yte^,  ^3  de  tres-petites  quantites  par 
rapport  a  leurs  valeurs  memes.  Les  positions  de  yte^,  ^3  different  tres-peu 
de  celles  de  m,.  Enfin,  on  reconnait  facilement  que  Torbite  decrite 
par  la  planete  fx^  autour  de  fx^  est  homothetique  avee  Torbite  decrite  par 

;  le  rapport  de  similitude  est  1  +  —  >  et  le  rayon  veeteur  mene  de  fjL^  a 

fjL^  est  I'homologue  du  rayon  mene  de  Torigine  a  m.  Le  calcul  du  mouve- 
ment  de  m,  pourra  done  servir  immediatement  a  la  determination  du 
mouvement  de  yu^  autour  de  /u,. 

II  sufBra  de  faire  un  calcul  semblable  en  permutant  yu^,  (jl^^  pour  ob- 
tenir  Torbite  de  ^3. 

La  fonction  de  forces  est 

ft  fl 

Pa>  p8  ^tant  les  distances  entre  fx^  et  u,,  (jl^  et      fx^  et  fx^.  On  a 
(X,  -  X.)»  +  (Y, -  Y.)'  +  (Z,  -  Z,)%  etc. , 
et  par  suite,  en  posant,  pour  abreger, 

I  H  —  *zir, 

et  designant  par  r,     les  distances  de  a  Toriginei  et  par  g  Tangle 

des  deux  rayons  r,  r^,  on  a 

pj  =  r* —  2^rr^cosg^H-cr*rJ, 

p2  =  ^    —  ^    ^[  ''^i  ''N 


10.  Nous  pouvons  deduire  le  mouvement  des  deux  corps  du 
mouvement  obtenu  au  n®  7,  et  ou  la  fonction  de  forces  est 

UMm    .  Mm. 
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il  faudra  pour  cela  evidemment  introduire  une  fonction  pertnrbatrice  CI 
egale  a  U  —  U,,  ou 

qui  est  la  meme  pour  m  et  m^. 

La  valeur  de  M  est  arbitraire,  pourvu  toutefois  qu*elle  soit  tres-peu 
differente  de  ^, ;  pour  simplifier  la  deuxieme  partie  de  Q,  je  ferai 

yu,/u,  =  M/w,    ou    M  =  ^^; 
la  premiere  partie  de  Q  est,  d'apres  cela,  en  ayant  egard  a  la  valeur  de  p,, 

et,  si  Ton  neglige  les  termes  du  quatrieme  degre  par  rapport  a  ju^^  tfj,  elle 
devient 

On  a  done  enfin 

(1  =  ^,,.3  (l  -  7  +  Z'.^,  -  ^)  +  A*.A^3  ^- 

La  premiere  partie  de  Q.  se  developpera  sans  difficulte,  puisque  r  est  le 
rayon  vecteur  de  Tellipse  decrite  par  le  corps  m  dans  le  mouvement  non 
trouble.  Comme  dans  Texpression 

p^  =  ^V^ —  a^sr  ^rr,  cos  £^  +  ^^r^ 

le  rapport  ^  est  tres-petit,  et  que  ^  peut  se  developper  comme     le  de- 

veloppement  de  la  deuxieme  partie  de  se  fera  aussi  tres-rapidement.  La 
longueur  du  calcul  portera  done  presque  entierement  sur  la  troisieme 
partie  de  fl. 
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Comme  nous  avons  dit,  le  calcul  des  elements  de  1  orbite  de  m  donnera 
immediatement  ceux  de  T orbite  de  la  planete  iul^. 

Pour  calculer  les  elements  de  Torbite  de  la  planete  yUj,  on  changera  la 
fonction  perturbatrice,  qui  deviendra  i^^.  Cette  fonction  se  composera  de 
trois  parties  analogues  a  celles  de  £i ;  les  deux  premieres  parties  seront  dif- 
ferentes  dans  ft  et  fi^,  mais  elles  se  calculent  tres-rapidement ;  la  troisieme 
partie,  qui  est,  au  contraire,  longue  a  calculer,  sera  la  meme  dans  ft  et  ft^ . 

H.  II  est  aise  de  verifier  que  le  plan  invariable  des  corps  fictifs  m, 
est  le  meme  que  celui  des  corps     ,  fx^^  /u,. 

D'abord  nous  savons  que  les  trois  equations  des  aires  pour  les  corps 
ju^f  fjL^  ont  lieu  autour  du  centre  de  gravite,  qui  a  ete  pris  pour  origine 
des  coordonnees.  Nous  avons,  pour  ces  trois  equations, 


(  y  dZ: 
\  dt 

7  dY, 

[^i-dF- 

X,  § 

2^,1 

Y 

dt 

D,  D',  D''  etant  des  constantes  et  2  un  signe  de  sommation  qui  s'etend  aux 
valeurs  de  i  egales  a  i,  2,  3.  En  substituant  les  expressions  les  plus  gene- 
rales  {a)  des  quantites  X,,  Y,,  Z„  et  ayant  egard  aux  equations 

+/-*2^2  -^f^^K 
A^l  «l  *|  H-  ^2  ^2  ^2  +  f^Z  «3  *S  =  O  > 

dont  U  troisieme  exprime  que  les  doubles  produits  des  derivees  dispa- 
raissent  dans  Texpression  de  T  transformee,  on  trouve  les  trois  equa- 
tions 


m 
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qui  sont  les  equations  des  aires  pour  le  systeme  des  corps  m,  m^  par  rap- 
port a  Torigine  de  leurs  coordonnees.  Les  constantes  des  seconds  membres 
etant  les  memes  dans  ces  equations  et  dans  celles  dont  on  les  a  deduites, 
I'axe  du  plan  invariable  est  le  meme  en  grandeur  et  en  direction  pour  le 
systeme  des  masses     ,  ^^j,  /ut^  et  pour  celui  des  masses  m^. 

Sur  les  inegalites  s4culaires. 

12.  Les  inegalites  seculaires  qui  ne  sont  que  du  premier  degr^  par 
rapport  aux  masses  perturbatrices  dependent,  comme  on  sait,  des  parties 
constantes  de  la  fonction  perturbatrice.  Pour  calculer  ces  inegalites  secu- 
laires, on  considerera  deux  sortes  de  termes  de  cette  fonction ;  les  pre- 
miers de  ces  termes  seront  ceux  qui  sont  multiplies  par  des  puissances 
des  excentricites  et  qui  sont  independants  de  I'inclinaison  des  deux  or- 
bites ;  on  calculera  ceux  de  ces  termes  qui  sont  constants  par  la  methode 
ordinaire.  La  fonction  perturbatrice  contient  en  outre  des  termes  qui  de- 
pendent des  puissances  paires  du  sinus  y  de  la  moitie  de  TiHclinaison  des 
deux  orbites,  et  qui  sont  fractionnaires.  Ces  termes  iractionnaires  de- 
pendent des  deux  angles  ,  distances  angulaires  de  a  la  ligne 
des  noeuds ;  on  en  extraira  la  partie  constante ,  en  en  prenant  la  valeur 
moyenne,  qu'on  obtiendra  en  les  integrant  par  rapport  a  d  et  6^  de  zero 
a  27r  et  divisant  le  resultat  par  lyTr^. 

On  pourra  calculer  les  termes  de  la  fonction  perturbatrice,  du  second 
degre  par  rapport  aux  masses,  comme  je  I'ai  fait  au  n^  6  de  mon  Memoire 
deja  cite  Sur  les  inegalites  seculaires  des  grands  axes.  Ceux  de  ces 
termes  qui  ne  se  presenteront  pas  sous  la  forme  purement  periodique  se- 
ront constants  ou  se  composeront  d'une  partie  constante  deja  calculee, 
multipliee  par  le  temps  et  par  un  facteur  periodique.  Les  termes  constants 
s'obtiendront  comme  nous  avons  dit  ci-dessus;  quant  aux  seconds  termes, 
ils  se  calculeront  sans  difHculte. 
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Calcul  de  Vorbite  de  la  planete  /x^. 

13.  Quand  on  aura  obtenu  les  valeurs  des  quantites  /,  l^ ,  b^^  E,  , 
d'apres  les  equations  du  8,  on  en  pourra  conclure  completement 
les  mouvements  des  deux  corps  m  et  dans  leurs  orbites.  Les  quantites 
/,  l^j  bf  b^  donneront  les  dimensions  des  deux  orbites  de  m  et  autour 
de  M,  en  regardant  ces  deux  orbites  comme  des  ellipses  variables  (n®  4) ; 
E,  Ef  donneront  ensuite  les  distances  des  perigees  a  la  ligne  des  noeuds 
(n®  5).  On  aura  les  rayons  vecteurs  r,  r,  par  les  formules  du  n**  7.  On 
aura  les  distances  angulaires  de  Wj  a  la  ligne  des  noeuds  par  les  for- 
mules 

0  =E  -f-;^  4-  2e  sin;^  -f-fe^sinaA  + .  .  . , 
9,  =  E,  4- A,  4-  2e,sinA,  H-|eJsin2A,  4-  .  .  . . 

Si  Ton  designe  par  I  Tinclinaison  des  orbites  des  deux  corps  m^,  et 
par  k  la  grandeur  de  I'axe  du  plan  invariable,  qui  est  constante,  on  a 

k'=,b'^b]-^M,cosJ, 

en  se  rappelant  la  signification  des  quantites  b,  b^^  donnee  au  n^  2,  et 
composant  les  axes  bj  b^  relatifs  aux  aires  decrites  par  les  corps  tw,  m,. 
On  calculera  la  variation  de  Tangle  I  par  la  formule 


smi  T  — 


que  Ton  obtient  en  differentiant- la  precedente.  On  tire  de  la  m^me 
equation 

P  —  (ft  +  by  ^.  —  /ibb,  sin^  1-=^  —  4**,7'. 
Nous  avons  trouve  (n**  8)  les  deux  formules 

^  _  rfa       _  da^ 

dt  ~  dV      dt  ~  r/Ei' 
XLf"*  Cahier.  3-f 
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or,  il  est  aise  de  voir  que  E  et  E,  n'entrent  dans  fl  que  parleur  difference 
E  —  E< ,  quand  on  neglige  dans  CI  les  termes  multiplies  par     ;  done 

^  4-  ^  est  de  I'ordre  de  7^,  et,  si  d'apres  cela  nous  posons 


dt  dt 

nous  aurons 


db       dbt         9  f 


+  +  ^^) 

—    y   •  ^  ;  L  , 


dl 

dt~  '  1 

2 661  COS - 
2 

formule  qui  renferme  y  en  facteur.  Dans  le  second  membre  de  cette  for- 
mule,  on  prendra  pour  I  Tangle  des  deux  orbites  vraies  pour  Tepoque  a 
partir  de  laquelle  on  compte  le  temps,  ce  qui  n'est  pas  rigoureusement 
exact,  mais  ce  qui  doit  etre  admis  dans  la  premiere  approximation,  ou 
Ton  neglige  ce  qui  est  du  second  degre  par  rapport  aux  masses  perturba- 
trices. 

On  aura  Tinclinaison  i  de  Torbite  de  m  sur  le  plan  invariable  par  la 
formule 

cet  angle  i  est  aussi  celui  de  Torbite  de  la  planete  fx^  avec  le  plan  inva- 
riable. On  aura  ensuite,  pour  Tangle  de  Torbite  de      avec  le  meme  plan, 

•    •  isinl 

smi,  =  

14.  Nous  avons  ensuite  a  examiner  le  mouvement  de  la  ligne  des 
noeuds  commune  aux  deux  orbites  de  m  et  m,  sur  le  plan  invariable.  De- 
signons  par  N  la  distance  angulaire  d'une  droite  fixe  situee  dans  le  plan 
invariable  avec  la  ligne  des  noeuds ;  on  a  cette  formule 

dN   tangfl  di 

dt  sini:  dt^ 
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qui  se  trouve  dans  le  Memoire  de  Jacobi  Sur  le  probleme  des  trois  corps 
{Journal  de  Crelle,  t.  XXVI). 

Gette  formule  ne  sera  pas  toutefois  commode  a  appliquer  quand  d  sera 

voisin  de  -  ou  —\  car,  pour  ces  valeurs  memes,  tangfl  sera  infini  et 

^  sera  nul.  Mais  alors  on  pourra  en  general  appliquer  la  formule  sem- 
blable 

dt  sin  7*1  dt 

^  s'annulera  pour  =  o  et  fl,  ==  o ;  done  ^  est  nul  dans  le  premier  cas 
et  ^  dans  le  second.  La  premiere  valeur  de  ^  pent  s'ecrire 

_ii\T  •  A   ^  sini  +  iicosi  — 

rfN          — sinfl    dt  *       dt  ^ 

dt      Asim'cos/  cos^  ' 


pour  6  =  ^  et  ~9  le  second  facieur  du  second  membre  se  presentera 

sous  la  forme  ^ »  et  Ton  en  pourra  obtenir  la  valeur  en  differentiant  par 

rapport  a  t  ses  deux  termes ;  mais  cela  donnerait  lieu  a  un  calcul  tres- 
complique. 

En  combinant  les  deux  expressions  de  >  on  en  pourra  deduire  cette 
troisieme, 

sin  a  9  di      sin  2  01  di^ 

dH    sin  I  di       sin/,  dt 

"37  a(cos"eH-cos'e,)  ' 

formule  qui  sera  toujours  applicable ,  pourvu  que  0,  9,  ne  soient  pas  a  la 

fois  tres-voisins  de  ^  ou       D'ailleurs,  si  les  distances  angulaires  9,  des 

deux  corps      m^  a  la  ligne  des  noeuds  sont  a  un  certain  instant  extreme- 

ment  voisines  de  -  9  et  qu'au  bout  d'un  certain  laps  de  temps  les  distances 

34. 
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angulaires  reviennent  a  tres-peu  pres  aux  mSmes  valeurs,  la  ligne  des 
iioeuds  reprendra  tres-sensiblement  le  nieme  mouvement. 


15.  D'apres  ce  qui  precede,  Torbite  du  corps  fictif  m  se  trouve  cal- 
culee ;  on  aura  Torbite  de  la  planete  (jl^  en  imaginant  une  orbite  homo- 
thetique  de  celle  de  m  et  dont  le  rapport  de  similitude  a  la  seconde  soit 

I  H-  —  •  De  plus,  les  rayons  vecteurs  menes  de  la  planete  jut^  au  Soleil  fx^ 

sont  constamment  paralleles  a  ceux  qui  sont  menes  au  meme  instant  de  m 
a  Torigine. 

Pour  calculer  Torbite  de  la  planete  ^5,  on  imaginera  un  second  sys- 
teme  fictif  de  masses  m',  ni^  dont  la  fonction  perturbatrice  soit  (n®  10). 
La  masse  rri^  d^crira  une  courbe  homothetique  avec  celle  de  ^e,,  et  le  rap- 
port de  similitude  sera  i  a  14-^-  On  pourra  calculer  Tinclinaison  de 

cette  orbite  sur  le  plan  invariable,  qui  est  le  mSme  pour  le  systeme  vrai 
et  pour  les  deux  systemes  fictifs  (n®  11).  On  calculera  aussi  le  mouvement 
de  la  ligne  des  noeuds  de  cette  orbite  sur  ce  plan  fixe ;  la  ligne  des  noeads 
de  Torbite  de  ne  coincidera  pas  exactement  avec  celle  de  Torbite  de  yu^, 
mais  elle  en  difTerera  extremement  pen ;  ces  deux  lignes  se  couperont  sous 
un  tres-petit  angle  a  a  Torigine  des  coordonnees ;  «,  i'  etant  les  angles  des 
deux  orbites  vraies  avec  le  plan  invariable,  on  determinera  la  droite  d'in- 
tersection  des  deux  orbites  vraies  et  Tangle  suivant  lequel  elles  se  coupent 
par  la  resolution  du  triangle  spherique  qui  a  pour  cote  a  et  pour  angle 
e,  i'.  Le  cote  a  etant  tres-petit,  ce  triangle  pourra  kXve  regarde  comme  rec- 
tiligne,  et,  en  designant  par  V  Tangle  des  deux  orbites  vraies,  on  aura 

D'autre  part,  on  a,  pour  Tangle  1  des  orbites  fictives  du  premier  systeme, 

etant  pris  positivement,  tandis  qu'il  a  ete  regarde  comme  negatif  ci- 
dessus ;  il  en  resulte 
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Faisons  t  =  o  dans  le  second  membre  de  cette  formule ;  V  deviendra 
une  donnee  qui  se  deduit  facilement  de  robservation;  i'  seront  deter- 
mines par  les  formules  que  nous  avons  indiquees,  et  Ton  obdendra,  par 
la  formule  (a),  la  valeur  de  Tangle  des  deux  orbites  fictives  de  //i,  m,, 
que  Ton  devra  adopter  quand  on  passera  a  la  seconde  approximation,  ou 
Von  tietit  compte  des  termes  qui  sont  du  second  degre  par  rapport  aux 
masses  perturbatrices ,  tandis  que,  dans  la  premiere  approximation,  on  a 
pu  supposer  I  egal  a  V. 


PIN  DU  XLV*  CAHIER. 
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GEOMETRIE  des  polynomes, 

Par  M.  Fivix  LUCAS, 

Ingenieur  en  chef  des  Fonts  et  Chaussees. 


Soit  F(z)  un  polynome  algebrique,  du  degre fonction  d'une  variable 
imaginaire 

z  =  a?4-7v/— I. 

A  chaque  valeur  A  de  ce  polynome  correspondent p  valeurs  de  racines 
de  Tequation 

F(z)  =  A; 

on  pent  representer  A  par  un  point  directeur  L  et  les  valeurs  correspon- 
dantes  de  z  par  des  points  racines  M. 

Si  L  decrit  un  lieu*geoinetrique  determine,  le  systeme  des  points  M  en 
deerit  un  autre  plus  ou  moins  complexe.  Nous  nous  proposons  d'etudier, 
dans  ce  Memoire,  les  correlations  qui  existent  entre  le  lieu  des  points 
racines  et  celui  du  point  directeur. 

Notre  travail  est  divise  en  quatre  Parties,  savoir  : 

§  1.  —  Considerations  pr^liminaires. 

§  II.  —  lYafisformation  des  contours  ferm6s. 

§111.  —  Transformation  des  droites . 

§  IV.  —  Application  aux polynomes  cubigues. 

LXFP  Cahier.  i 
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Nous  pensons  que  les  resultats  de  ces  recherches  pouiront  trouver  des 
applications  dans  la  theorie  generale  des  equations  algebriques  de  tous 
les  degres. 

§  I.  —  Considerations  pr^liminaires. 
Directeur  et  racines.  —  Considerons  une  variable 

et  un  polynome  du  degre  p,  a  coefficients  reels  ou  imaginaires, 

Soit  d'autre  part 

(3)  A=Ac  +  vv/^ 

un  parametre  arbitraire* 
Posons  enfin 

(4)  F(^)  =  A. 

A  chaque  valeur  de  A  correspondront  p  valeurs  de  z,  et,  si  nous  desi- 
gnons  ces  dernieres  par 

Z|  ,  .  .     ,  Zpy 

nous  aurons  identiquement  • 

{5)F{z)-^  =  {z-z,){z-z,)...{z-z,,)  =  {X-f,)-^{Y-v)y/^. 

Traqons  dans  le  plan  deux  axes  rectangulaires  des  coordonnees.  Chaque 
valeur  de  A  sera  la  coordonnee  d'un  point  directeur  L ;  les  valeurs  corres- 
pondantes  de  z  seront  les  coordonnees  de p  points  racines 

La  correlation  qui  existe  entre  le  directeur  L  et  le  groupe  (M)  des  racines 
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correspondantes  determine  im  mode  de  transformation  des  figures  dans 
lequelles  angles  conservent  generalement  leurs  valeurs. 

Racines  a  I'infini.  —  Soit  la  coordonnee  d'une  position  quelconque  L' 
du  directeur  et 

Z Z^j    ,  .  ,  y  Zj, 

les  coordonnees  du  groupe  (M')  correspondant.  L' Equation  (4)  peuts'ecrire 

(6)  F(z)-A'=A-V, 
soit  encore 

(7)  — ^'1)  — ^2) . . .  -  ^;)= A — 

elle  est  necessairement  verifiee  par  chacune  des  coordonnees 

(8)  ^1  >  ^•2>   •  •  •  9 
du  groupe  (M). 

On  a  done,  pour  chaque  point  de  ce  groupe,  la  relation  segmentaire 

(8)  mm;.mm;  ...mm;  =  li/ 

et  la  relation  angulaire 

(9)  mm;  s + mm;  s  + . . .  +  mm;  s  =  ll's  ±  2*77, 

dans  laquelle  S  designe  le  point  a  Tinfini  de  Taxe  des  a?  et  ^  un  entier 
quelconque. 

Si  L  s'eloigne  indefiniment  de  L'  dans  une  direction  quelconque,  tons 
les  points  du  groupe  (M)  passent  a  Tinfini,  Designons  par  Gle  centre  des 
moyennes  distances,  evidemment  commun  a  tons  les  groupes  de  racines; 
les  formules  (8)  et  (9)  pourront  etre  remplacees  par  les  formules  approxi- 
matives 

(10)  mg''=ll', 

(11)  p{MGS)  =  LVS±2k7r. 
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Par  consequent,  lorsque  le  groupe  (M)  passe  a  Vinfini,  ses  points 
forment  les  sommets  d'un  poly  gone  rSgulier  de  p  cotes. 

En  faisant  tourner  la  droite  I/L  autour  de     d'un  angle  o),  on  ferait 


tourner  le  polygone  autour  de  G  d'un  angle  -•  Si    =  27r,  le  polygene 

tourne  de  Tangle  ^  et  reprend  par  consequent  sa  situation  premiere,  avec 
cette  circonstance  que  les  racines  (M)  ont  permute  leurs  positions* 


Action  algebrique  d'un  groupe.  —  On  pent,  par  la  pensee,  materia- 
liser  tons  les  points  du  groupe  (M),  en  leur  attribuant  Tunite  de  masse,  et 
supposer  qu'ils  repoussent  un  point  quelconque  P  en  raison  inverse  de 
leurs  distances  a  ce  point.  La  resultante  des  diverses  forces  par  lesquellesP 
se  trouve  alors  sdllicite  constitue  ce  qu'on  pent  appeler  V action  algebrique 
du  groupe  sur  ce  point. 

Pour  determiner  cette  action  totale,  il  suffit  de  calculer  la  position  d'un 
point  Q  jouissant  de  cette  propriete  qu'il  suffirait  d'y  concentrer  tons  les 
points  du  groupe  (M)  pour  engendrer  en  P  la  force  cherchee. 

Soit  z  la  coordonnee  du  point  P  et 

F(z)  — A=o 

Tequation  du  groupe  (M).  La  coordonnee  ^  du  centre  resultant  Q  est 
determinee  par  la  formule  tres-simple 

(12)  J^. 

Cette  formule  exprime  que  Q  est  Vharmonique  de  P  relativement  au 
groupe  (M)  (*). 


(')  Voir  ma  Note  sur  la  Mecanique  des  atomes  [Cotnptcs  rendtis  des  stances  de  I'Jcademie  des 
Sciences  du  20  jiiillet  1868)  et  nies  Etudes  analytiqucs  sur  l(i  thcoric  gencrale  des  courbes  planes 
(1864,  Mallet-Bachclier;  i  voL  iiw8). 
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On  trouve,  par  un  calcul  assez  facile, 


(.3) 


-sf- 


(X_p)«  +  (Y_v)' 


L' action  algebrique  exercee  par  (M)  sur  P  a  done  pour  projections  sur 
les  axes  des  coordonnees  les  deux  composantes 

/  /\        ^  <lx  dx      _  I  ^/[(X-fx)'4-(Y-v)'] 

(X_ft)'-|-(Y  — v)'  ~2  c/x  ' 

^    ^'  ''^  ^    '  ''^  _i ^/r(x-Mr4-(Y-v)'i 

V^)  (X-f*)«  +  (Y— y)'  —a  ' 

dans  lesquelles  /  designe  un  logarithme  neperien. 
On  voit  ainsi  que  I'expression 

i/[(x-^r+(Y-rr] 

represente  le  potentiel  des  actions  exercees  par  le  groupe  (M)  sur  le 
point  P. 

Transformation  da  cercle  et  de  la  droite.  —  Si  Ton  fait  decrire  au 
directeur  L  une  circonference  ayant  son  centre  en  L',  chaque  point  du 
groupe  (M)  se  meut  sur  un  lieu  determine  par  la  relation  geometrique 

(16)  mm;  .  mm;  . . .  mm;  =  const. , 
ou,  ce  qui  revient  au  meme,  par  la  relation  analytique 

(17)  (X  —  f^y  +  ( Y  —  vy  =  const. 

Ce  lieu,  algebrique  et  du  degre  2/7,  est  une  cassinoide  a  p  foyers  situ^s 
en  (M').  On  voit  qu'il  represente  une  courbe  de  niveau  relativement  a 
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Taction  algebrique  du  groupe  focal.  Par  consequent,  V action  algebrique 
d'un  groupe  de  points  sur  un  point  quelconque  du  plan  est  normale  a  la 
cassinoide  ay  ant  ses  foyers  sur  ce  groupe  et  passant  par  ce  point.. 

Si  Ton  fait  decrire  au  directeur  L  une  dioite  passant  par  I/,  chaque 
point  du  groupe  (M)  se  meut  sur  un  lieu  determine  par  la  relation  geome- 
trique 

(18)  tang(MM;  S  -4-  MM^S  -i- .  .  .  -h MM;  S)  =  const. , 
ou,  ce  qui  revient  au  meme,  par  la  relation  analytique 

/     \  (Y-v') 

(19)  (X-fxO""^^"^^' 

Ce  lieu,  algebrique  et  du  degre presente  p  branches  hyperboliques. 
II  suffit  de  transporter  Torigine  des  coordonnees  au  centre  des  moyennes 
distances  G,  commun  a  tous  les  groupes,  pour  faire  disparaitre  tons  les 
termes  du  degre  {p  —  i)  dans  Tequation  (19).  II  en  resulte  que  les  asym- 
ptotes de  la  courbe  concourent  au  point  G;  comme  d'ailleurs  les  points 
a  rinfini  de  cette  courbe  forment  les  sommets  d'un  polygone  regulier, 
les  asymptotes  divisent  le  plan,  autour  de  G,  en  2/7  angles  egaux.  Par 
allusion  a  cette  disposition  etoilee,  je  donne  a  la  courbe  le  nom  de  stel-- 
loide.  Cette  courbe  passe  par  le  groupe  (M')  et  coupe  normalement  toute 
cassinoide  ayant  ses  foyers  sur  ce  groupe. 

Par  consequent,  V action  algebrique  d'un  groupe  de  points  sur  un 
point  quelconque  du  plan  est  tangente  a  la  stelloide  passant  par  ce  groupe 
et  par  ce  point. 

En  rendant  la  droite  LL'  parallele  a  Taxe  des  /,  on  obtient  la  stelloide 

(20)  X  =  ^'i 

en  rendant  cette  meme  droite  parallele  a  I'axe  des  a?,  on  obtient  la 
stelloide 

(21)  Y  =  v'. 

Les  courbes  (20)  et  (21)  se  coupent  orthogonalement  suivant  le 
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groupe  (iW).  Les  asymptotes  de  Tune  sont  bissectrices  des  angles  formes 
par  les  asymptotes  de  Tautre. 

Conjugues  d'un  point.  —  Tout  centre  resultant  Q  des  actions  exercees 
par  le  groupe  (M)  correspond  a  [p  —  i)  points  P,  generaleraent  distincts^ 
dont  les  coordonnees  z  sont  determinees  par  Teqnation  (12).  J'appelle 
ces  points  P  les  conjugues  de  Q  relatwement  au  groupe  (M). 

Chacun  d'eux  verifie  Tune  et  Vautre  des  relations 

(22)  — - — z=B  ^  =  max.  ou  min., 

PQ 

(23)  tang(M,PQ  +  M,PQ+.  .  .+M^PQ)  =  max.ou  min. 

Considerons  les  deux  stelloides  rectangulaires  representees  par  les  equa- 
tions (20)  et  {21),  et  posons  d' autre  part 

Les  polaires  du  point  Q  relativement  a  ces  deux  courbes  ont  respecti- 
vement  pour  equations 

(a5)  (»;-S)^15^)+ty_,)^<^>_;,{X-^')  =  o, 
(.6)  (._|)^(^HH(^_,)!?iI^_.(Y-/)  =  o, 
auxquelles  on  peut  substituer  1' equation  unique 

(27)  (,_^)F'(z)-;,[F(2)-A']  =  o. 

Cette  derniere,  d'apres  la  formule  (12),  determine  les  conjugues  de  Q 
relativement  au  groupe  (M').  Par  consequent,  les  conjugues  d'un  point 
relativement  a  un  groupe  (M')  sont  situes  sur  la  polaire  de  ce  point  relati- 
vement  a  toute  stelloide  passant  par  ce  groupe. 

En  rempla^ant  A'  par  A  dans  T  equation  (27),  on  peut  ecrire 

(28)  F (2)  -        F'(z)  -  a'  =  A  —  A' ; 
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si  Ton  regarde  ^  comme  constant,  le  premier  membre  forme  un  polynome 
du  degre  [p  —  i)  qui  determine  un  groupe  (P)  pour  chaque  position  de  L. 

Si  L  decrit  une  circonference  ayant  son  centre  en  L',  le  groupe  (P)  decrit 
une  cassinoide  du  degre  ^[p  —  i)  ayant  ses  foyers  en(P').  Si  L  decrit 
une  droite  passant  par  L',  le  groupe  (P)  decrit  une  stelloide  du  degre 
{p  —  i)  passant  par  (P') 

Dans  ce  dernier  cas,  le  lieu  geometrique  du  groupe  (P)  n'est  autre  que  la 
polaire  du  point  Q  relativement  a  la  stelloide  du  degre  p  qui  passe  par  (M') 
et  correspond  a  la  droite  LL'.  Par  consequent,  la  polaire  d'un  point  rela- 
tivement a  une  stelloide  da  degre  p  est  une  stelloide  da  degre  [p  —  i). 

Points  centrauxet  points  critiques.  —  Si  le  point  Q  s'eloigne  a  I'infini, 
r equation  (12)  se  reduit  a 

(ag)  F'(z)  =  o, 

et  determine  les  conjuga4s  de  Vinfini  relativement  a  un  groupe  quel- 
conque, 

Ces  points,  independants  du  groupe  (M),  sont  au  nombre  de  (/?  —  i) 
et  generalement  distincts.  Nous  les  designerons  par  la  lettre  J  et  nous  leur 
donnerons  le  nom  de  points  centraux. 

II  est  evident,  d'apres  la  definition  de  ces  points,  que  Inaction  alge- 
hrique  d'un  groupe  quelconque  de  racines  sur  un  point  central  est  nulle. 
De  la  ces  consequences  :  premierement,  que  Joute  droite  menee  par  un 
point  J  traverse  necessairement  le  groupe  (M),  c'est-a-dire  que  les  points 
de  ce  groupe  se  repartissent  des  deux  cotes  de  la  droite,  et,  secondement, 
que  tout  contour  convexe  environnant  le  groupe  (M)  environne  neces- 
sairement  tons  les  points  centraux. 

La  coordonnee  z  de  chaque  point  central  rend  maximum  ou  minimum 
le  polynome  F(z)  —  A;  on  a  done,  pour  tout  groupe  (M), 

(30)  JM,  .JMj.  .  .  JM^=max.  ou  min., 

(31)  tang(JM^SH- JM2S  +  .  . .-(- JM^S)  =  max.  ou  min., 

S  designant  le  point  k  Tinfini  de  I'axe  des  x. 
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L'equation  F(z)  =  A  prend  une  racine  double  si  Ton  attribue  a  A  line 
valeur  convenablement  choisie;  or,  les  coordonnees  de  ces  diyerses  racines 
doubles  verifient  necessairenient  Tequation 

F'(s)  =  o; 

on  retrouve  ainsi  les  points  centraux  que  nous  avions  definis  d'une  ma- 
niere  hi  en  difFerente, 

Chaque  point  central  J  faitpartie  d'un  groupe  de  racines  special,  cor- 
respondant  a  une  position  determinee  I  du  directeur.  On  donne  a  ces 
points  I  le  nom  de  points  critiques;  ils  sont  generalement  distincts  et  au 
nombre  de  {p  —  i). 

II  pent  arriver  exceptionnellement,  lorsqu'il  existe  certaines  relations 
entre  les  coefficients  du  polynome  F(2),  qu'une  valeur  de  A  fasse  acquerir 
a  Tequation 

F(=)  =  A 

une  racine  double,  triple,  etc.  La  designation  d'un  point  central  exige 
done,  pour  etre  complete,  non-seulement  Tindication  de  sa  position  J 
dans  le  plan,  mais  aussi  Vindication  de  son  clegre.  Nous  dirons  qu'un 
point  central  est  du  degre  i,  2,  3, . .  .,  selon  qu'il  resulte  d'une  racine 
double,  triple,  etc. 

II  pent  arriver  aussi  qu'une  valeur  de  A  fasse  acquerir  a  Tequation 

F(3)  =  A 

deux  ou  plusieurs  systemes  de  racines  egales.  Un  meme  point  I  correspond 
alors  a  deux  ou  plusieurs  points  J,  de  positions  distinctes,  simples  ou  mul- 
tiples. Dans  tons  les  cas,  le  degre  d'un  point  critique  est  egal  a  la  somme 
des  degres  des  points  centraux  correspondants.  I^a  designation  complete 
d'un  point  critique  exige  Vindication  de  sa  position  dans  le  plan,  celle  de 
son  degre  et,  si  ce  degre  est  superieur  a  I'unite,  sa  decomposition  en 
degres  de  points  centraux  correspondants. 

Pour  obtenir  Tequation  en  A  du  degre  {p  —  i)  qui  determine  les  coor- 
donnees des  points  critiques,  il  suffit  d'egaler  a  zero  le  produit  des  carres 

XLFP  Cahier.  a 
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des  differences  des  racines  de  I'equation  transformatrice 

F(z)  =  a; 

on  sait  que  ce  produit,  fonction  symetrique  des  racines  de  cette  equation, 
s'exprime  rationnellement  au  moyen  de  ses  coefficients. 

§  II.  —  Transformation  des  contours  ferm^s. 

Figures  semblables.  —  Proposons-nous  maintenant  de  rechercher  les 
lois  generales  qui  president  a  la  transformation  des  contours  fermes  quel- 
conques. 

Pour  y  parvenir,  nous  commencerons  par  etudier  les  deux  cas  extremes, 
en  considerant  d'abord  un  contour  dont  le  perimetre  passe  a  Finfini  et 
ensuite  un  contour  dont  le  perimetre  tend  vers  zero. 

Prenant  un  point  quelconque a Tinterieur  d'un  contour  donne  {fig.  i), 

Fig.  I. 


nous  pourrons  obtenir  une  serie  de  figures  homothetiques  en  multipliant 
par  un  nombre  variable  les  longueurs  des  rayons  L'L  menes  du  centre  de 
similitude  L'  aux  divers  points  L  de  ce  contour. 

En  faisant  croitre  jusqu'a  I'infini,  puis  decroitre  jusqu'a  zero  le  rapport 
de  similitude,  on  realisera  les  deux  cas  extremes  dontil  s'agit. 

Transformation  d*un  contour  infini.  —  Supposons  d'abord  le  rapport 
de  similitude  infiniment  grand.  Au  directeur  passant  a  Tinfini  dans  la 
direction  L'L,  correspond  un  groupe  (M)  dont  les  points  forment  les 
sommets  d'un  polygone  regulier. 
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Lorsque  la  droite  L'L  tourne  de  Tangle  itt  autour  du  point  IV,  le 


polygene  regulier  (M)  tourne  de  Tangle  —  et  reprend  finalement  son  rayon 
primitif. 

Par  consequent,  lorsque  Le  directeurh  deer  it  un  contour  ferme  infini- 
ment  grand,  le  groupe  correspondant  (M)  decrit  une  seule  courbe Jermee, 
compos ee  de p  arcs  superposables . 

Transformation  d'un  contour  infinitesimaL  —  Passons  a  la  transfor- 
mation d'un  contour  infinitesimal. 
Soit 

(32)  F(z')  =  y 

Tequation  du  groupe  (M^)  correspondant  au  centre  de  similitude  Posons 
d'ailleurs 

(33)  A  =  A'+g 
et 

(34)  z  =  z'^u\ 
T  equation  transform  atrice 

F(z)  =  A 

pourra  s'ecrire 

(35)  F(z'+i/)  =  A'+0- 

Recourant  a  la  serie  de  Taylor  et  tenant  compte  de  Tequation  (3^), 
nous  trouverons 

(36)  FV)«-i-FV)^^,+  .  ''+^'^-)t£:7,  =  '' 

Supposons  d'abord,  ce  qui  est  le  cas  le  plus  general,  que  L'  ne  soit  pas 
infiniment  voisin  d'un  point  critique ;  F'(z')  prend  alors  une  valeur  finie, 
et  Ton  a,  pour  les  tres-petites  valeurs  de 


F'(^') 
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Par  consequent,  si  L  deer  it  autour  de  U  un  contour  ferm6  infinite- 
simal^ chaque  point  da  groupe  (M)  decrit  en  general,  autour  de  son 
corrcspondant  da  groupe  (SV)^  un  contour  exactemcrU  semhlable  et  par- 
couru  dans  le  menie  sens, 

Supposons  maintenanl  que  IV  coincide  avec  un  point  critique  I  du 
premier  degre^  auquel  correspondra  un  point  central  simple  J.  Dans  cette 
hypothese,  la  coordonn^e  z'  de  J  tnnulera  F'(z')  sans  annuler  F'^(z'),  et 
Foil  aura 

Par  comequmit :  si  L  dicrit  mHour  d'un  point  critique  simple  I  un 
contour  fermi  mfinkSstmal]^  deux  points  du  groupe  (M)  decrivent  ensemble, 
aMour  du  paint  central  corrcspondant  J,  une  scale  courbe  fermee.  La 
droite  M,  qui  Joint  ces  deux  points  est  constamment  proportionnelle  a 
la  racme  carrie  de  LI;  elle  passe  par  le  point  J  qui  forme  son  milieu; 

elle  tourne  de  V angle  ^  lor s que  LI  tourne  de  I' angle  a>.  Finalement,  les 

positions  premieres  des  raeines  M,  et      se  trowent  permut^es. 

II  pent  arriver  que  le  point  critique  I  soil  du  degre  q  et  corresponde 
a  un  seul  point  central  J  du  meme  degre.  On  a  alors 


(39)  ur*  = 


I, a. .  .(y-H)g 


Par  consequent,  si  L  decrit  un  contour  ferme  infinitesimal  autour 
d' un  point  critique  If  du  degre  q^  corrcspondant  a  un  seul  point  central  3, 
{q  H- 1)  points  da  groupe  (M)  decru^ent  ensemble  une  seule  courbe  fermee. 
Ces  points  occupent  constamment  les  sommets  d'un  polygene  rSguUer 
ayant  son  centre  en  J  et  dont  le  rayon  est  proportiowiel  a  la{q  + 1)'^'"* 

racine  dehli  oe pofygane  tourne  de  I' angle         lorsque  LI  tourne  de 

Vangh  m.  Finalement,  les  positmm  premieres  des  sommets  du  polygone 
se  troment permuties  citculaircment. 

Si  Je  point  I  est  multiple  et  correspond  a  plusieurs  points  centraux  J 
Bimples  ou  multiples,  dbacun  de  ces  derniers  rassemble  autour  de  lui  un 
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systeme  circulaire  de  points  (M)  dont  le  nombre  surpasse  son  degre 
d'une  unite  et  qui  decrivent  ensemble  une  seule  courbe  ferniee. 

En  general,  iin  contour  ferme  infinitesimal  decrit  autour  du point  L  se 
transforme  en  autant  de  contours  fermes  quily  a  de  points  distincts  dans 
le  groupe  (M)  correspondant. 

LEAIMES.  • 

Avant  de  passer  a  la  transformation  d'un  contour  ferme  de  dimensions 
finies,  il  est  utile  d'etablir  quelques  lemmes  preliminaires, 

Lemme  I.  —  Les  trajectoires  simultanement  decrites  par  les  points  du 
groupe  mobile  (M)  ne  se  coupent  jamais  entre  elles. 

En  effet,  comme  a  chaque  valeur  de  z  correspond  une  seule  valeur 
de  A,  deux  groupes  de  racines  ne  peuvent  avoir  aucun  point  commun. 
Toutefois,  il  pent  arriver  que  deux  ou  plusieurs  trajectoires  des  points  (M) 
arrivent  a  une  sorte  de  contact  en  un  point  central,  ou  viennent  se  reunir 
deux  ou  plusieurs  points  du  meme  groupe;  il  en  est  ainsi  quand  la  trajec- 
toire  directrice  passe  par  un  point  critique. 

Lemme  II.  —  Les  trajectoires  simultanement  dicrites  qui  ^viennent  en 
contact  autour  d'un  point  central  du  degri  q  sont  au  nombre  de  [q  i)\ 

chacune  d*elles  presente  un  coude  brusque  ou  bee  d' angle        ;  ces  bees 

sont  regulierement  disposes  autour  du  point  central  et  figurent  ensemble 
une  etoile  a  2  (^r  +  i)  rayons. 

Soit,  en  effet,  I  le  point  critique  correspondant  au  point  central  J  con- 
sidere.  Les  deux  elements  rectilignes  qui  se  presentent  sur  la  trajectoire 
directrice,  de  part  et  d'autre  du  point  I,  font  entre  eux  Tangle  tt  ;  done 

chaque  trajectoire  transformee  presente  en  J  un  bee  d'angle •  D'autre 

part,  un  point  L  pris  sur  la  trajectoire  directrice  dans  Textreme  voisi- 
nage  du  point  I  donne,  par  la  transformation,  (^+1)  points  (M)  formant 
les  sommets  d'un  polygone  regulier  dont  le  centre  est  en  J;  done  les 
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trajectoires  qui  passent  en  J  sont  au  nombre  de  (5^  +  1),  et  leurs  tan- 
gentes  prennent  autour  de  ce  point  une  disposition  etoilee.  ha  fig.  2  indique 
ce  qui  se  passe,  par  exemple,  autour  d'un  point  central  du  second  degre. 

Lemme  III.  —  Si  le  contour  directeur  se  dSforme,  suimnt  une  loi 
continue  quelconque,  sans  rencontrer  aucun  point  critique,  le  nombre  des 
courbes  distinctes  dont  se  compose  le  contour  transforme  reste  constant. 

En  efFet,  deux  ou  plusieurs  des  courbes  transforniees,  n'ayant,  a  aucun 
instant^  aucun  point  de  soudure,  ne  peuvent  pas  se  reunir  en  une  seule. 
Comme,  d'autre  part,  les  trajectoires  respectives  (fermees  ou  non)  de 

Fig.  2. 


divers  points  (M)  ne  peuvent  a  aucun  instant  presenter  deux  ou  plusieurs 
parties  separees,  aucun  des  contours  transform es  ne  pent  se  decomposer 
en  plusieurs  contours  distincts. 

Lemme  IV.  —  Les  reunions  et  decompositions  des  courbes  dont  se 
compose  le  contour  transforme  s'operent  lors  des  passages  du  contour 
directeur  par  les  points  critiques.  Les  reunions  de  courbes  se  produisent 
lorsque  les  points  critiques  penetrent  dans  le  contour  directeur;  les  decom- 
positions de  courbes  correspondent  aux  sorties  de  ces  points  critiques. 

Gonsiderons,  par  exemple,  le  contour  directeur,  passant  par  un  point 
critique  I,  qui  donne  naissance  a  la  courbe  a  noeud  passant  par  le  point 
central  du  second  degre  J  (Jig*  2).  Si  ce  contour  se  deforme  infiniment 
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peu,  de  maniere  que  le  point  I  lui  devienne  interieur,  on  obtient  la  courbe 
unique,  tracee  en  pointille  mixte,  qui  entoure  le  point  J;  si  la  deformation 
du  contour  directeur  se  produit,  au  contraire^  de  maniere  que  I  lui 
devienne  exterieur,  on  obtient  trois  courbes  distinctes,  tracees  en  poinr 
tille  simple,  dont  aucune  n'entoure  !• 

Transformation  d'un  contour  quelconque.  —  Gela  pose,  considerons 
un  contour  ferme  quelconque,  et  supposons  d'abord,  ce  qui  est  le  cas 
le  plus  general,  qu'aucun  des  points  critiques  I  ne  se  trouve  sur  son  peri- 
metre.  Designons  par  (jl  la  somme  des  degres  des  points  critiques  interieurs 
et  par  v  celle  des  degres  des  points  critiques  exterieurs ;  on  a  evidemment 


\  Prenant  a  F interieur  de  ce  contour  (Jig.  i)  un  point  L'  etranger  au 

groupe  (I),  decrivons  autour  de  ce  point  une  courbe  fermee  infinitesi- 

/  male;  cette  courbe  se  transforme  en  p  courbes  distinctes  entourant  res- 
pectivement  les  points  (M')  et  n*environnant  aucun  point  central. 

1  Je  suppose  que  la  petite  courbe  directrice  croisse,  par  voie  continue, 

de  maniere  que  ses  positions  successives  ne  se  c^-jent  pas  entre  elles  et 
qu'elle  vienne  finalement  coincider  avec  le  contour  donne.  Si  /a,  est  egal 

I  a  zero,  aucun  point  critique  ne  penetre  dans  ce  contour  mobile;  on  a 
alors  v=p  —  I ,  et  le  transforme  du  contour  donne  se  compose  de 

\  (•^  +  i)  courbes  distinctes.  Si  (jl  diff^re  de  zero,  le  contour  mobile  franchit 
un  ou  plusieurs  points  critiques;  des  reunions  de  courbes  s'operent,  par 

L  consequent,  dans  son  transforme.  Lorsque,  par  exemple,  le  contour  mobile 
franchit  un  point  critique  I  du  troisieme  degre  correspondant  a  un  point 
^  central  simple  J  et  a  un  point  central  double  J',  il  y  a  d'une  part  fusion 
de  deux  courbes  en  une  seule  entourant  J  et  d'autre  part  fusion  de  trois 
courbes  en  une  seule  entourant  J';  en  derniere  analyse,  le  nombre  des 
^  courbes  distinctes  diminue  de  3,  c'est-a-dire  du  degre  de  I.  II  en  est  de 
meme  pour  les  passages  du  contour  mobile  par  les  autres  points  critiques 
interieurs  au  contour  donne;  le  transforme  de  ce  dernier  se  compose 
done  de  p  —    =  v     1  courbes  distinctes. 
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En  general,  le  transforme  d'un  contour  dhecteur  qui  ne  passe  par  auvun 
point  critique  se  compose  d'autant  de  courbes  distinctes  quil  y  a  d' unites 
plus  une  dans  la  somme  des  degrh  des  points  critiques  exterieurs  a  ce 
contour.  Une  courhe  transformee  est  monodrome,  cest-a-dire  parcourue 
par  une  seule  racine,  sielle  nenvironne  aucun  point  central;  dans  le  cas 
contraire,  elle  est  poly  drome  et  parcourue  par  (5^  +  1)  racines,  q  ctant  la 
somme  des  degres  des  points  centraux  quelle  ennronne.  Lcs  racines 
d'un  meme  groupe  (M)  sont  toutes  extSrieures  ou  toutes  interieures  aux 
contours  Iransformes ;  dans  ce  dernier  cas,  chaque  courbe  ennronne  autant 
de  racines  quelle  pent  en  a{>oir  sur  son  perimetre. 

Si  le  contour  directeur  passe  par  un  ou  plusieurs  points  critiques,  son 
transforme  comprend  une  ou  plusieurs  courbes  a  noeud,  passant  respecti- 
vement  par  les  points  centraux  correspondants.  En  considerant  les  boucles 
qui  rayonnent  autour  d'un  meme  point  central  comme  formant  ensemble 
une  seule  courbe,  on  trouve  encore  (v  +  i)  pourle  nombre  des  courbes 
distinctes,  v  designant,  comme  precedemment,  la  somme  des  degres  des 
points  critiques  exterieurs  au  contour  donne. 

En  general,  hrsquun  contour  directeur  pa^se  par  un  ou  plusieurs 
points  critiques  y  son  transforme  comprend  une  ou  plusieurs  courbes  a  noeud. 
Le  nombre  total  des  courbes  transformees  surpasse  d'une  unite  la  somme 
des  degres  des  points  critiques  exterieurs  au  contour  directeur.  Les 
boucles  des  courbes  a  noeud  peuvent  etre,  comme  les  courbes  simples, 
monodromes  ou  polydromes,  et  conservent  les  proprietes  indiquSes  plus 
haut. 

Application  aux  cassinoides.  —  Les  lois  precedentes  regissent  en  par- 
ticulier  la  transformation  des  circonferences.  Nous  avons  vu  qu'une  cir- 
conference  ayant  son  centre  en  L  se  transforme  en  une  cassinoide  ayant 
pour  foyers  les  points  du  groupe  (M)  correspondant  a  ce  centre;  cette 
observation  conduit  au  theoreme  suivant  : 

Chaque  branche  fermee  d'une  cassinoide  entoure  autant  de  foyers  plus 
un  que  de  points  centraux. 
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§111.  —  Transformation  des  droites. 


Forme  generate  des  stelloides.  —  Lorsque  le  directeur  L  decrit  une 
droite  indefinie  dans  les  deux  sens,  les  trajectoires  respectives  des 
racines  (M)  correspondantes  constituent  ensemble  une  courbe  algebrique 
du  degre  yu,  que  nous  avons  appelee  stclloide  et  dont  nous  avons  deja  fait 
connaitre  quelques  proprietes. 

Ces  trajectoires,  au  nombre  de  /?,  sont  des  branches  hyperboliques ; 
cliacune  d'elles  est  approchee  par  deux  rayons  de  Tetoile  asymptotique. 
Deux  branches  de  la  menie  stelloide  nese  coupent  jamais. 

Soit  L'  un  point  quelconque  de  la  droite  directrice;  celle-ci  presente, 
a  partir  de  L',  deux  directions  opposees  conduisant  a  Vinfini.  En  faisant 
parcourir  au  point  L  une  de  ces  directions,  on  fait  tendre  les  points  (M) 
vers  les  sommets  d'un  polygone  regulier,  dont  les  p  rayons  appartiennent 
a  Tetoile  asymptotique.  Par  la  direction  opposee,  on  fait  tendre  les 
points  (M)  vers  les  sommets  d'un  nouveau  polygone  regulier,  dont  les 
p  rayons  appartiennent  encore  a  I'etoile  asymptotique  et  sont  bissecteurs 
des  angles  formes  par  les  precedents.  11  est  evident  que  chaque  branche 
de  la  stelloide  va  d'un  sonunet  du  premier  polygone  a  un  sommet  du 
second. 

Ces  diverses  observations  se  resument  dans  le  theoreme  suivant : 

Toute  stelloide  du  degre  p  se  compose  de  p  branches  hyperboliques 
monodromes.  V angle  des  deux  asymptotes  d'une  meme  branche  est  tou^ 

jours  un  multiple  impair  de  ^  • 

Ge  theoreme  est  absolument  general  et  ne  comporte  aucune  exception. 
Lorsque  la  droite  directrice  passe  par  un  point  critique  simple,  deux 
branches  hyperboliques  passent  par  le  point  central  correspondant ;  cha- 
cune  d'elles  presente  en  ce  point  un  coude  ou  bee  rectangulaire ;  les 
deux  bees  se  raccordent  par  leurs  tangentes,  de  maniere  a  figurer  ensemble 
un  X  a  jambages  curvilignes.  Un  point  central  multiple,  du  degre  7  >  i , 

XLFr  Cahier.  3 
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devient  le  point  de  soudure  de  [q  H-  i)  branches  coudees;  les  bees  d'angle 

sont  regulierenient  distribues  autour  de  ce  point  central  et  se  rac- 

cordent  entre  eux  de  maniere  que  leurs  diverses  tangentes  forment  une 
^toile  a  2(^  +  1)  rayons. 

Zones  complementaires .  —  La  droite  directrice  divise  le  plan  en  deux 
moities,  dont  chacune  se  transforme  en  un  certain  nombre  de  zones  inde- 
finies.  Couvrons  de  hachures  Tune  des  moities  du  plan  {fig.  3)  et  les 
zones  correspondantes  {fig.  4). 

La  serie  hacliee  et  la  serie  blanche  sont  complementaires,  c'est-a-dire 


Fiff.  3. 


qu'a  elles  deux  elles  recouvrent  entierement  le  plan.  Toutes  les  racines  (M) 
d'un  meme  groupe  se  distribuent  necessairement  dans  Tune  ou  dans 
Fautre  de  ces  series,  suivant  que  le  point  directeur  L  est  pris  dans  Tune 
ou  Tautre  des  moities  du  plan. 

Dans  la  figure  directrice,  limitons  le  plan  par  une  circonference  infini- 
ment  grande,  ayant  son  centre  en  un  point  quelconque  de  la  droite.  La 
cassinoide  correspondante  est  elle-meme  assimilable  a  une  circonference 
de  rayon  infini,  decrite  autour  du  centre  des  etoiles  asymptotiques. 

Nous  obtenons  ainsi  des  contours  fermes,  satisfaisant  aux  lois  prece- 
demment  enoncees. 

Designons  par  /ul  v  les  sommes  des  degres  des  points  critiques  respec- 
tivement  situes  dans  les  parties  blanches  et  hachees  de  la  figure  directrice. 
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Si  la  droite  ne  passe  par  aucun  des  points  T,  on  a  necessairement 

At  H-  V  =    —  I . 

Dans  ce  cas,  le  contour  blanc  se  transforme  en  (v  H-  i)  contours  distincts 
et  le  liache  en  (,a  -h  i).  Supposons,  pour  fixer  les  idees,  ^  =  4?  =  i  ? 
v=  2;  nous  obtiendrons,  coninie  Tindique  la  figure, trois  contours blancs 
et  deux  baches.  Chacun  de  ces  contours  est  limite  par  un  certain  nombre 
de  branches  hyperboliques  et  par  un  nombre  egal  d'arcs  de  cassinoide. 
Deux  des  contours  blancs  sont  monodromes,  tandis  que  le  troisieine  est 
didrome;  Tun  des  contours  baches  est  monodrome,  I'autre  est  tridrome. 


En  general,  lorsqu'une  droite  ne  passe  par  aucun  des  points  critiques, 
soient  fx  et  v  [dont  la  somme  est  egale  a  p  —  i)  les  sommes  des  degr^s  des 
points  de  cette  nature  respectii^ement  situSs  dans  les  deux  moitiis  du  plan. 
Le  demirplan  /Jt  se  transforme  en  (v  H-  i)  zones  distinctes  et  le  demi-plan  v 
en  (,u  -h  i)  zones;  ces  deux  series  de  zones  comrent  ensemble  tout  le  plan. 
Les  racines  d'un  meme  groupe  se  distribuent  toutes  dans  les  zones  d*une 
m£me  serie.  Le  nombre  des  racines  quune  zone  peut  contenir  est  ^gal  a 
cclui  des  branches  hyperboliques  par  lesquelles  elle  est  limitee  et  surpasse 
d'une  unite  la  somme  des  degres  des  points  centraux  qu  'elle  contient. 

Le  passage  de  la  droite  directrice  par  un  ou  plusieurs  points  critiques 
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engendre,  pour  les  branches  stelloidales,  des  dispositions  etoilees  autour 
de  certains  points  centraux. 

Supposons,  par  exemple,  que  la  stelloide  doive  passer  a  la  fois  par 
un  point  central  simple  et  par  un  point  central  du  second  degre.  On 
obtiendra  les  dispositions  etoilees  representees  par  la  ^/Zg*.  5.  Deplacons 
successivenient  la  droite  directrice  dans  les  deux  sens,  parallelement  a 
elle-meme  et  infiniment  peu ;  les  stelloides  correspondantes  possederont 
respectivement,  entre  autres  branches,  celles  que  nous  avons  tracees  en 
pointille  simple  et  en  pointille  mixte.  Dans  le  premier  cas,  les  angles  haches 
qui  environnent  le  point  central  double  appartiennent  a  des  zones  dis- 
tinctes  et  les  angles  blancs  a  une  seule;  de  meme  autour  du  point  central 
simple.  Dans  le  second  cas,  les  clioses  se  passent  inversement. 


Fig.  5. 


Soient,  comme  precedemment,  ^  et  v  les  sommes  des  degres  des  points 
critiques  respectivement  situes  en  dehors  de  la  droite  directrice,  dans  les 
deux  moities  blanche  et  hachee  du  plan.  Les  courbes  figurees  en  poin- 
tille mixte  correspondent  au  mouvement  de  la  directrice  vers  la  moitie 
blanche,  disposition  pour  laquelle  le  plan  doit  se  trouver  divise  en 
(v  -H  4)  zones  blanches  et  (/u  -h  i)  hachees.  Inversement,  les  courbes  figu- 
rees en  pointille  simple  correspondent  au  mouvement  de  la  directrice  vers 
le  demi-plan  hache,  disposition  pour  laquelle  le  plan  doit  se  trouver 
divise  en  {ju.  -h  4)  zones  hachees  et  (v+  i)  blanches. 

Ramenant  la  ilirectrice  a  sa  position  normale,  convenons  de  regarder 
comme  appartenant  a  une  seule  zone  les  angles  haches  qui  environnent  ^ 
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un  point  central,  et  de  meme  pour  les  angles  blancs.  Nous  trouverons 
alors  que  le  plan  se  divise  en  (^-f-i)  zones  hachees  et  (v-+-i)  zones 
blanches. 

En  general,  lorsquune  droite  passe  par  un  ou  plusieurs  points  cri- 
tiques, soient  ijl  et  v  les  sommes  des  degrSs  des  points  de  cette  nature  respec- 
tii^ement  situes  en  dehors  de  cette  droite  dans  les  deux  moitics  du  plan. 
Le  demi^plan  (jl  se  transforme  en[y  -\-\)  zones  distinctes,  comprenant  une 
ou  plusieurs  zones  etoilSes;  le  demi-plan  v  se  transforme  en  (/u  -f-  i)  zones 
distinctes,  comprenant  aussi  une  ou  plusieurs  zones  etoilees.  Ces  deux 
series  de  zones  comrent  ensemble  tout  le  plan. 

Faisceaux  de  stelloides.  —  Faisons  maintenant  pivoter  une  droite 
indefinie  autour  du  point  L,  en  sens  contraire  des  aiguilles  d'une  montre. 
Une  branche  hyperbolique  de  stelloide  pivotera,  dans  le  meme  sens, 
autour  de  chacun  des  points  (M),  de  sorte  qu'on  obtiendra  des  faisceaux 
de  courbes  en  nombre  egal  a  celui  de  ces  points. 

Comme  deux  droites  du  faisceau  directeur  ne  se  coupent  qu'au  point 
L,  les  deux  stelloides  correspondantes  ne  peuvent  pas  se  couper  en  des 
points  etrangers  au  groupe  (M).  Chaque  faisceau  hyperbolique  se  confi- 
nera  done  dans  une  zone  determinee  du  plan.  Ces  di verses  zones  couvriront 
ensemble  tout  le  plan  et  seront  separees  entre  elles  par  des  lignes  diri- 
mantes  dont  il  est  facile  de  determiner  la  nature. 

Considerons  a  cet  effet  {fig*  6)  un  point  central  J  etranger  au 
groupe  (M),  et,  pour  fixer  les  idees,  supposons  que  son  degre  soit  egal 
a  2.  Lorsque  la  droite  directrice  passe  par  le  point  critique  I  correspon- 
dant,  trois  branches  hyperboliques  respectivement  issues  de  trois  points 
iu,  At',  fjd^  du  groupe  (M)  viennent  passer  par  J  en  y  presentant  chacune 

un  coude  brusque  d'angle  ^;  ces  courbes  ^JA,  iu!iM ^  /jd^iA!^  sont  figurees 

en  trait  plein.  Un  peu  avant  que  la  droite  directrice  n'alteigne  la  posi- 
tion LI,  les  branches  hyperboliques  se  disposent  comme  Tindiquent  nos 
traces  en  pointille  simple;  on  obtient  ensuite  les  branches  tracees  en 
pointille  mixte.  On  voit  que  les  arcs  JA,  JA',  JA'^  sont  les  dirimantes  qui 
separent  respectivement  les  faisceaux     et         et  fji\  fj"  et  ^. 
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En  general,  en  faisant  pwoter  une  stelh'ide  autour  du  groups  (M),  on 
dime  le  plan  en  autant  de  zones  quil  y  a  de  points  distincts  dans  ce 
groupe.  Chacune  de  ces  zones  est  occupee  par  un  faisceau  de  branches 
hyperholiques .  L ensemble  de  ces  zones  cou\^re  tout  le  plan.  Les  courbes 
dirimantes  sont  des  arcs  de  stelloide  issus  des  points  centraux  etrangers 
au  groupe  (M) ;  ces  arcs  font  partie  des  pivotantes  a  points  saillants.  Le 
nombre  des  arcs  dirimants  qui  emanent  d'un  point  central  du  degre  q  est 
egal  ai^q  +  i^^ces  arcs  vres entente  autour  du  point  central,  une  dispo^ 
sition  etoilee. 

Fig.  G. 


Si  le  pivot  directeur  L  ne  coincide  avec  aucun  point  critique,  tons  les 
points  du  groupe  (M)  sont  distincts;  le  plan  se  divise  alors  en  p  zones 
entre  lesquelles  se  repartissent,  a  raison  d'une  par  zone,  toutes  les  racines 
d'un  groupe  quelconque.  La  disposition  generale  des  arcs  dirimants 
depend  de  la  nature  des  points  centraux  J.  Si  ces  points  sont  tons 
simples,  chacun  d'eux  sert  d'origine  a  deux  arcs  dirimants  qui  se  rac- 
cordent  tangentiellement,  de  maniere  a  former  une  seule  courbe  indefinie 
dans  les  deux  sens;  on  compte  alors  2{p  —  i)  arcs  dirimants  formant 
{p  —  I )  courbes  continues.  Un  point  central  multiple  dont  le  degre  q  >  i 
est  impair  sert  d'origine  a  {q  -l-  i)  arcs,  se  raccordant  deux  a  deux  et  formant 

courbes  continues;  ces  raccordements  n'ont  pas  lieu  si  q  est  un 

nombre  pair. 
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En  general,  lorsque  le  groupe  des  pivots  (M)  se  compose  de  p  points 
distincts,  le  plan  se  dinse  en  p  zones  monodromes.  Les  arcs  dirimants  se 
repartissent  entre  autant  de  stelloides  differ entes  qiiilya  d* unites  dans  le 
nomhre  des  droites  distinctes  allant  du  pivot  directeur  L  aux  divers  points 
critiques. 

§  IV.  —  Application  aux  polynomes  cubiques. 


Choix  des  axes  des  coordonnSes.  —  On  voit,  par  les  theories  precedentes, 
que  les  changements  de  physionomie  generale  s'operent,  soit  dans  une 
serie  de  stelloides,  soit  dans  une  serie  de  cassinoides,  par  Tintermediaire 
des  courbes  a  noeud. 


Fig.  7. 


Jo        1,  0 


Pour  mettre  en  relief  le  mecanisme  de  ces  transformations,  nous  avons 
construit  une  serie  d'epures  concernant  les  stelloides  et  les  cassinoides 
qui  derivent  des  polynomes  cubiques. 

L'equation  generale  du  troisieme  degre  a  terme  constant  arbitraire  est 

(40)  +  az''  +  bz  =  A ; 

les  points  centraux  sont  determines  par  T equation  derivee 

(41)  3z^ -+- 2az b  —  o. 

En  general,  ces  deux  points  centraux  sont  distincts;  c'est  le  cas  que 
nous  allons  considerer. 

Prenons  pour  axe  des  x  (Jig.  7)  la  droite  qui  passe  par  ces  points 
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centraux  et  Jj,  pour  origine  des  coordonnees  leur  milieu  0,  et  pour 
unite  de  longueur  la  moitie  de  leur  distance  3^3  2-  Nous  ramenerons  T  equa- 
tion (4o)  a  la  forme 

(42)  z'—3z=:-?i. 

On  a  A  =  o  pour  z  —  o;  Torigine  des  coordonnees  se  reproduit  done 
par  la  transformation;  elle  donne  en  outre  deux  points  de  Taxe  des  x 
dont  les  abscisses  respectives  sont  \/3  et  — Les  points  critiques  I, 
et     sont  situes  sur  Taxe  des  x^  avec  les  abscisses  —  2  et  2. 

Spares  I  et  //.  —  Les  droites  directrices  paralleles  a  Taxe  des  j  ont 
pour  transformees  les  stelloides  representees  par  Tequation 

(43)  —  3xj'  —  3x  = 

ILL  designant  Tabscisse  a  Torigine  de  la  droite  directrice.  Chacune  de  ces 
courbes  est  symetrique  par  rapport  a  Taxe  des  x;  elle  admet  trois  asym- 
ptotes fixes,  parmi  lesquelles  figure  Taxe  desy. 

Placant  d'abord  la  droite  directrice  a  gauche  du  point  (Jig.  7),  nous 
la  faisons  mouvoir  parallelement  a  elle-meme  jusqu'a  droite  du  point 
et  nous  considerons  onze  positions,  auxquelles  correspondent  autant  de 
stelloides.  Celles-ci  se  composent  d'abord  (courbes  i,  2,  3)  de  branches 
hyperboliques  reparties  entre  les  angles  de  rang  impair  de  I'etoile  asympto- 
tique.  Au  moment  oil  la  directrice  passe  en  I^,  deux  branches  arrivent 
en  J,  en  y  formant  un  X  rectangulaire ,  a  jambages  curvilignes;  on 
obtient  alors  la  stelloide  4>  dont  nous  avons  renforce  le  trait.  Quand  la 
directrice  se  place  entre  et  0,  on  obtient  un  nouveau  type  de  stelloide, 
represente  par  la  courbe  5.  Le  passage  de  la  directrice  en  O  donne  nais- 
sance  a  la  courbe  6,  composee  de  Taxe  desj  et  d'une  hyperbole  equila- 
tere  du  second  degre.  Le  mouvement  de  la  directrice  vers  la  droite  de 
Taxe  O.Y  engendre  des  stelloides  symetriques  des  precedentes  relative- 
men  t  a  cet  axe. 

Oil  obtient  les  trajectoires  orthogonales  de  ces  courbes  en  transfoi  niant 
une  droite  directrice  mobile  qui  reste  constamme 
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fi.purc  1,  —  Stelloides  cubiques  paralUles.  (Traits  pleins.) 
JT*  —  3.rj  =  —  3^  =  const. 
NoTA.  —  Lcs  Dumeros  d'ordre  sont  sans  parentheses. 


Epure  21,       Stelloides  cubiques  parall^les.  (Traits  pointilles.) 

—  3.r^jr  -f-  3^  =  CODSt. 

NoTA.  —  Lcs  numeros  d'ordrc  sont  eiitre  parentheses. 
JCLn*  Cahier.  4 
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Ges  nouvelles  stelloides  sont  representees  par  T  equation 

(44)  —   -h  3xy  —  3  J  V, 

V  designant  Tordonnee  a  Torigine  de  la  droite  mobile.  La  stelloide  a  noeud 
qui  porte  Tindice  6  et  dont  nous  avons  renforce  le  trait  se  compose  de 
Taxe  des  a:  et  d'une  hyperbole  du  second  degre. 

Fig.  8. 


-  X 


U'    12       1       2  3 


Pour  eviter  toute  confusion  entre  les  deux  epures  superposees,  on  a 
trace  en  plein  et  en  ponctue  les  series  respectivement  representees  par  les 
equations  (43)  et  (44)- 
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Epures  III  et  IF.  —  En  faisant.  pivoter  la  droite  directrice  autour 
d'un  point  L  situe  sur  Taxe  des  avec  une  ordonnee  egale  a  i4,  on 
obtient  une  serie  de  stelloides  convergentes  representees  par  T equation 

Ces  courbes  pivotent  autour  du  groupe  de  racines  (M^,  M^,  M3)  cor- 
respondant  a  Ij, 

Nous  avons  suppose  que  la  droite  directrice  parte  de  la  position  LO 
(Jig.  8),  a  laquelle  correspond  la  stelloide  (1,1')?  composee  de  I'axe  des/ 
et  d'une  hyperbole  du  second  degre,  Quand  cette  directrice  tourne  en 
sens  contraire  des  aiguilles  de  la  montre  jusqu'a  revenir  a  sa  position 
primitive,  on  obtient  successivement  les  douze  stelloides  tracees  dans 
notre  epure. 

La  division  du  plan  en  trois  zones  correspondant  respectivement  aux 
points  M,,  M3  est  operee  [fig*  9)  par  les  deux  courbes  (3',  3')  et 
(11,  11),  appartenant  aux  stelloides  a  noeud  et  passant  chacune  par  un 
point  central. 

Reprenons  Tequation  generatrice  (42) 

—  3z  =  A, 

et  attribuons  a  A  une  valeur  quelconque  a'  determinant  une  position  U 
du  point  directeur.  Si  Ton  passe  de  L  a  L'  en  parcourant  un  segment  de 
droite,  les  trois  racines  partiront  respectivement  de  M,,  M^,  M,,  decriront 
des  arcs  de  stelloide  respectivement  parques  dans  les  zones  du  plan 
ci-dessus  definies  et  arriveront  finalement  aux  positions  M'^,  M'^,  M'^ 
reparties  entre  ces  trois  zones.  On  pent  done  toujours  distinguer  dans  les 
trois  racines  d'un  meme  groupe  une  racine  extreme  et  deux  intermix 
diaires.  Si  le  point  directeur  part  de  L  pour  aller,  par  un  cherain  recti- 
ligne,  au  point  critique  I, ,  la  racine  intermediaire  vient  se  reunir  en  J, 
avec  la  racine  M, ;  si  L  vient  en  I^,  c'est  avec  la  racine  M,  que  I'interme- 
diaire      vient  se  reunir,  et  la  rencontre  s'opere  en  J^. 

Les  stelloides  representees  par  T equation  (45)  ont  pour  trajectoires 
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Epure  III.  —  Stelloides  cubiques  convergentes.  (Traits  pleins. 


=  const. 


5*  k  l*i  *  »^  ti  10  9 


ipure  ir.  —  Cassinoldes  homofocales  du  sixi^me  degrS.  (Traits  pointilles.) 

3j:»j-+-  3/-m4)'+  (^'  —  3jy'  —  3x)'=:const. 
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(46)     ( —  3xy  4-  3  J  +  1 4) -  "h  {x'  —  Sxy-  —  3a?)  *-  ^  const. , 

qui  ont  pour  foyers  communs  les  trois  pivots  M,,  M^,  M,. 

En  attribuant  d'abord  a  la  eonstante  une  faible  valeur,  on  obtient  trois 
courbes  monodromes.  Le  passage  de  la  circonference  direetrice  par  les 
deux  points  critiques  donne  naissance  a  la  courbe  a  noeud  dont  nous 
avons  renforce  le  trait.  La  cassinoide  se  reduit  ensuite  a  une  seule  courbe 
fermee,  dont  la  forme  tend  rapidement  a  devenir  circulaire. 

Considerons  en  particulier  une  de  ces  courbes  polydromes,  la  plus 


Fie-  9- 
3'  11 


grande,  par  exeniple,  de  celles  qui  sont  tracees  sur  notre  epure.  Je  sup- 
pose que  Ton  fasse  tourner  un  rayon  vecteur  autour  du  point  L  {fig.  8), 
en  sens  contraire  du  mouvement  des  aiguilles  de  la  montre,  en  prenant 
pour  position  initiate  le  prolongement  de  la  droite  OL.  L'arc  de  stelloide 
correspondant,  qui  pivote  autour  de  la  racine  interniediaire  M^,  coupe 
d'abord  la  cassinoide  aux  points  i ,  2 ,  .  .  . ,  1 1 ,  qui  se  succedent  sur  Tare 
inferieur  de  la  cassinoide.  De  I'intersection  (i  i),  qui  correspond  au  passage 
du  rayon  directeur  par  le  point  critique  I,,  on  passe  brusquement  a  Tinter- 
section  du  meme  indice  qui  appartient  a  Tare  superieur  de  la  cassinoide. 
Viennent  ensuite,  sur  cet  arc  superieur,  les  intersections  12,  1',  2',  3';  de 
cette  derniere,  qui  correspond  au  passage  du  rayon  directeur  par  le  point 
critique  Ij,  on  passe  brusquement  a  I'intersection  de  meme  indice  qui 
appartient  a  Tare  inferieur  de  la  cassinoide ;  on  revient  ensuite  au  point 
de  depart  par  les  intersections  consecutives  4'>  5', .  •  •  >  12'.  L'arc  de  stel- 
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loide  qui  pivote  autour  de  la  racine  M,  coupe  constaniment  Tare  de  cassi- 
noide  qui  occupe  la  zone  de  droite;  Tintersection  va,  par  voie  continue, 
depuis  I  jusqu'a  1 1 ;  elle  fait  ensuite  un  saut  brusque  pour  reprendre  une 
marche  continue  12,  i',  2', .  •  •  ?  12'  et  revenir  au  point  de  depart.  L'arc 
de  stelloide  qui  pivote  autour  de  la  racine  M3  coupe  constaniment  Tare 
de  cassinoide  qui  occiipe  la  zone  de  gauche ;  Fintersection  occupe  d'abord 
les  positions  consecutives  i,  2,  .  .  . ,  1 1 ,  12, 1',  2',  3';  elle  fait  alors  un 
saut  brusque  et  reprend  une  marche  continue  4'>  5',  .  .  . ,  1 2',  pour  revenir 
au  point  de  depart. 

^pures  V  et  VI.  —  Si  Ton  choisit  pour  pivot  de  la  droite  directrice 
un  des  points  critiques,  par  exemple,  on  obtient  par  la  transformation 
la  serie  de  stelloides  representee  par  Tequation 

(47)  ie3^Tf3:^  =  const. 

Chacune  de  ces  courbes  se  compose  de  deux  branches  hyperboliques 
coudees,  pivotant  autour  du  point  central  J,,  et  d'une  troisieme  branche 
hyperbolique  pivotant  autour  du  point  simple  R,  situe  surl'axe  des  o^et 
dont  I'abscisse  est  egale  a  — 2.  Ce  sont  des  cubiques  a  point  double,  et 
par  consequent  des  courbes  unicursales. 

Ces  stelloides  sont  coupees  orthogonalement  par  les  cassinoides  homo- 
focales  du  sixieme  degre 

(48)  [y'  —  3xy  4-  SfY  -f-  {x'  —  3xf'  —  3a?  +  2)^  =  const. , 

pour  lesquelles  J,  est  un  foyer  double  et  R  un  foyer  simple. 

Dans  le  faisceau  des  stelloides,  celle  dont  nous  avons  renforce  le  trait 
correspond  au  passage  de  la  droite  directrice  par  le  point  critique 
(position  que  nous  avons  choisie  pour  origine  du  mouvement);  elle  se 
compose  de  Taxe  des  x  et  d'une  hyperbole  du  second  degre;  on  Tobtient 
en  annulant  la  constante  de  I'equation  (47)-  La  branche  d' hyperbole  qui 
porte  les  indices  (1',  1')  et  passe  par  3^  forme  conjointement  avec  la  droite 
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£pure  V,  —  Stelloides  cubiques  principales.  (Traits  pleins.] 


ipure  Fl.  —  Cassinoides  &  foyer  double.  (Traits  pointilles.) 

[y-  —  3.r»7  -f-  3j)'  -+-  (a:^  —  3xj'  —  Zx  -t-      =  const. 
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J^X  la  division  dti  plan  en  trois  zones,  entre  lesquelles  se  repartissent 
n(fc(msaircmcrit  les  trois  racines  M  d'un  meme  groupe. 

Dans  la  serie  des  cassinoides,  on  obtient  originairement  un  systeme  de 
deux  courbes  ferrnces,  Tune  monodrome  et  entourant  R,  Tautre  didrome 
ct  er)t()urarit  J.  Vientensuite  la  courbe  h  noend  dont  nous  avons  renforce 
h?  trait  ct  qu'on  obfient  en  faisant  la  constante  egale  a  4  dans  I'equa- 
lioii  Kn  dernier  lieu,  on  obtient  une  simple  courbe  didrome  qui 

lend  rapideinent  vers  la  forme  circulaire. 

Si  pour  pivot  de  la  droite  directrice  on  prenait  le  point  critique  Ij  au 


litMi  <lo  I,,  on  obtiendrait  deux  epures  symetriques  des  precedentes  rela- 
tivomont  i\  Taxc  des  >\  Fia  stelloide  dirimante  se  reproduirait  integralement, 
\mm  la  oassinoide  a  nanid  changerait  de  position,  comme  I'indique  la 

r/hyporbole  conique  divise  le  plan  en  trois  zones,  entre  lesquelles  se 
ivpartisseiU  nt5eossairoment  les  trois  racines  (M)  d*un  meme  groupe.  La 
dmito  W  travoi^o  toujoui^  le  triangle  M,MjM,. 

\a\  surfaiv  hachoe  commune  aux  deux  cassinoides  a  nceud  jouit  de 
cotto  piH>prioto  quo  U\s  tix>is  i^cines  d'un  m^ie  groupe  lui  sont  toutes 
oxtcriouivs  ou  toutos  intcricuiws* 

Dans  los  trois  n^cincs  d'un  meme  groupe  ^M)  on  distingue  toujoiirs  une 
utcrmodittiix^  et  deux  cxtrcnu>s*  1a\  racine  intermediaire  est  situee  entre 
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les  deux  branches  de  Thyperbole  et  se  trouve  seule  au-dessus  ou  au-dessous 
de  Taxe  des  x.  Si  elle  vient  se  placer  sur  cet  axe,  il  en  est  de  meme 
des  deux  racines  extremes;  T equation  admet  alors  trois  racines  reelles; 
A  devient  reel  et  prend  une  valeur  absolue  inferieure  a  j.  Si  la  racine 
intermediaire  se  place  sur  une  branche  de  Thyperbole,  une  des  racines 
extremes  y  vient  aussi,  symetriquement  par  rapport  a  I'axe  des  x\  cet 
axe  contient  d'ailleurs  la  troisieme  racine;  dans  ce  cas,  le  parametre  A  est 
encore  reel,  mais  il  prend  une  valeur  absolue  superieure  a  2. 

La  racine  intermediaire  vient  coincider  avec  la  racine  de  droite  en  J, 
quand  A=  —  2  et  avec  la  racine  de  gauche  en  Jj,  quand  A  =  2. 
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SUR  LES 

CARACTERISTIQUES  DES  FONCTIONS  0, 

Par  M.  Gahillb  JORDAN, 

Professeur  a  Tficole  Poly  technique. 


MM.  Weber  et  Nother  ont  publie  recemment  (*)  d'interessantes  re- 
cherches  sur  les  fonctions  0  a  trois  et  quatre  variables.  Les  travaux  de  ces 
deux  geometres  ont  pour  point  de  depart  commun  Tetude  de  certains 
groupements  en  systemes  des  caracteristiques  de  ces  fonctions.  En  dehors 
de  son  application  a  la  theorie  des  transcendantes,  cette  etude  a  conduit 
M.  Weber  a  ce  fait  algebrique  remarquable,  que  le  premier  groupe  hypo- 
abelien  a  trois  couples  de  variables  est  isomorphe  a  celui  de  T  equation 
generale  du  huitieme  degre. 

L'objet  du  present  Memoire  est  d'etendre  ces  resultats  a  un  nombre 
quelconque  de  variables.  Pour  y  parvenir  ais^ment,  nous  avons  du  gene- 
raliser  la  question,  en  considerant,  parallelement  a  la  repartition  des 
caracteristiques  en  paires  et  impaires  adoptee  par  MM.  Weber  et  Nother, 
Fautre  mode  de  repartition  qui  donne  naissance  au  second  groupe  hypo- 
abelien. 


(')  WKBERy  Theorie  der  Abelschen  Functionen  vom  Gesc/tlecht  3,  Berlin ,  Reimer^  1876.  — 
N5THE&,  Zur  Theorie  der  Thetafunctionen  von  vier  Argumenten  [Mathematische  Jnnalen , 
t.XlV). 
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I.  Soient  S,,  T,,  .  .  . ,  S^,  T^,  des  substitutions  d'ordre  a  et  echan- 
geables  entre  elles.  Leur  combinaison  donnera  ungroupe  G  d'ordre  2^"  et 
dont  les  substitutions  S'J^'T^*.  .  .S^^T^"  pourront  etre  representees  d'une 
maniere  abregee  par  le  symbole  (^,,  .  .  J«)  (symbole  auquel 
MM.  Weber  et  Nother  donnent  le  nom  de  caracteristique). 

Nous  appellerons  : 

Caractere  d'une  substitution  A  =  (a?, ,     ,  . .  . ,  I'expression 

^iTi  +•  •  •  +        +       +       +  -  •  •  +       +  (mod. 2), 

oil  ,  , .  .  . ,  sont  des  entiers  constants  donnes  arbitrairement.  Nous 
designerons  ce  caractere  par  (A) ; 

Exposant  d'^change  de  deux  substitutions 
Texpression 

^iJi  ^- Ji^',  +  •  .  .  +  oc„y\,  +  x,,y\    (mod.  2). 

Nous  le  designerons  par  [A,  B]. 

II  r^sulte  evidemment  de  ces  definitions  :  i  ®  que  le  caractere  du  pro- 
duit  de  plusieurs  substitutions  est  4gal  a  la  somme  des  caracthres  des  fac- 
teurs  et  de  leurs  exposants  d'ichange  mutuels ;  2**  que  les  exposants 
d'Schange  satisfont  a  la  relation 

[A,BC]  =  [A,B]+  [A,C]. 

2.  Cherchons  le  nombre  de  substitutions  d'un  caractere  donne  a-  que 
contient  le  groupe  G. 

Ce  nombre  est  evidemment  egal  au  nombre  des  solutions  de  la  con- 
gruence 

x,y,-\-...-]rX„y„^r,x,^-s,y,^...  +  r^x,  +  s^y=fT  (mod. 2). 
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Cette  congruence  peut  s'ecrire 

4-      )  (ji  +  '-I  )  +  •  •  •  +  {-^n-*-  ^n)  '  «)  =  R  4-  ^7 

en  posant,  pour  abreger, 

Une  enumeration  facile  montre  qu'elle  admet  2'""*  +  2""*  solutions 
si  (r=R,  2^""'  —  2"""*  solutions  si  (j  =  R  +  i . 

On  voit  que  le  groupe  G  jouira  de  proprietes  difFerentes  suivant  que  R 
sera  congru  a  o  ou  a  i  (mod.  2). 

Nous  dirons  que  ce  nombre  R  (mod.  2)  est  le  type  du  groupe  G. 

3.  Soit  A,  ==  (a,,  p,,  .  .  .,a,^,/3„)  une  quelconque  des  2^" — i  substi- 
tutions (autres  que  Tunite)  que  contient  G;  ce  groupe  contiendra  2*""* 
substitutions  (^,,  J,,  .  .  • ,  J„)  dont  Texposant  d'echange  avec  se 
reduit  a  i  (mod.  2),  car  cette  condition  est  exprimee  par  la  congruence 

qui  determinera  une  des  variables  J^^Xn  -  —>     autres  restant  arbitraires. 

Soit  B^  une  de  ces  substitutions,  choisie  a  volont^.  Les  substitutions 
de  G  seront  evidemment  de  la  forme  A^^B^M,  M  etant  une  des  substitu- 
tions dont  les  exposants  d'echange  avec  A^  et  sont  nuls.  Ces  substitu^ 
tions  M  formeront  un  groupe  G,  d'ordre  2^"""^  Soit  A^  \me  d'entre  elles, 
autre  que  Tunite;  on  pourra  determiner  dans  G,,  de  2^""'  manieres  difFe- 
rentes, une  substitution  B,  telle  que  Ton  ait  [A^jBJ^  i . 

Continuant  ainsi,  on  arrive  a  ce  theoreme  : 

Le  groupe  G  rSsuke  de  la  combinaison  de  2n  substitutions 

A     A  A 
B,,  Bj,  . .  B„ 

telles  que  [A,,BJ,  [Ajj,  BJ, .  .  . ,  [A„,  BJ  soient  congrus  a  \  ^  les  autres 
exposants  d'echange  [A,,  Bj,],  .  .  .  etant  tous  congrus  a  zero. 
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La  double  suite  ci-dessus  pourra  etre  determinee  de 
(2-"  — 1)2-''-'.  .  .(2-  — 1)2 

manieres  diJfSrentes. 

4.  Soient  i\ ^  s\,  .  .  . ,  r\, ,  s\,  les  caracteres  respectifs  des  substitutions 
A, ,  B, , .  . . ,  B,, ;  une  substitution  de  G  telle  que  B|' .  .  .  A^"  B;f«  aura 
evidemment  pour  caraetere 

et  le  nombre  des  substitutions  qui  ont  pour  caraetere  <r  sera  2*'  "*  +  2""' 
ou  2^"-*  —  2""*,  suivant  que  tr  sera  ou  non  congru  ^  r\s\-\-  .  .  .  rn^'n* 
Cette  derniere  quantite  sera  done  congrue  a 

Soient  d'ailleurs  g-,  g^, .  .  .  les  groupes  partiels  respectivement  derives 
des  substitutions 

A  A         A  A  . 

rij,    .  .  .  ,   ^|_|       -f^i?    •  •  •  5 

)  9      *  *  •  * 

B,,  . . . ,  B,^,    B,,  .  . . ,  B,^., 

lis  auront  respectivement  pour  types  les  quantites 

It  lilt  II 

r  1     H~  •  •  •  +  ^ ,  ri  $1  H-  r,'_,.y^v_, ,  .... 

En  les  designant  par  p,     .  .  . ,  on  aura  evidemment 

R  =  p  +  p'4-  

K.  O/i  choisir  les  substitutions  successives  A,,  .  .  .  de  telle 
sorte  que      s\^.  .  . ,  r^_,,       a/^n*  des  valeurs  determinees,  telles  que 

r^j  S^^  ,  .  •  ,  ^n-i  y  ^n—i  • 

En  effet,  soit  N^,;.  ^  le  nombre  des  substitutions  de  G  qui  ont  pour  carae- 
tere r^;  on  aura,  comme  on  Ta  vu, 

N,..R=2^"-  +  2-\    si  r,^R, 
N„        2*"-*  —  2"-%    si    r,=R  +  i. 


Digitized  by 


SUR  LES  CARACTERISTIQUES  DES  FONCTIONS  0.  89 

On  pourra  prendre  pour  A,  Tune  quelconque  de  ces  substitutions 
(Funite  exceptee,  si  =  o).  Cette  premiere  substitution  pourra  done  etre 
choisie  de  N„;.^k  ou  de  N„;,  r —  i  manieres,  suivant  qu'on  aura  r^  =  i  ou 
r^  =  o. 

etant  ainsi  determine,  on  devra  choisir  la  seconde  substitution  de 
telle  sorte  que  son  exposant  d'echange  avee  A^  soit  Tunite;  elle  sera  done 
de  la  forme  A^*  B,  A^«  . .  . ;  on  veut  en  outre  qu'elle  ait  pour  caractere  , 
ee  qui  donnera  la  congruence 

Si  =  o,  cette  congruence  determinera  a?, ,  les  autres  inconnues  restant 
arbitraires,  Elle  admettra  done  2^'^*  solutions. 

Si  =1 ,  a?,  disparait  de  la  congruence,  qui  donnera  pour  ^"2?  •  •  • 
un  nombre  de  solutions  egal  a  N„  =  N„  ..  ^^^  ^  ;  a?,  etant  d'ailleurs 

arbitraire,  le  nombre  total  des  solutions  sera  2N„^ ,      ,  • 

Une  des  solutions  obtenues  devra  d'ailleurs  etre  exclue  si     =  o, 
etant  ainsi  determine,  on  prendra  pour  troisieme  substitution  une 
quelconque  des  substitutions  de  caractere     (autre  que  T unite)  que  con- 
sent le  groupe  derive  de  g'"  g"- 

Ge  groupe  ayant  pour  type  R  — 1\  s^ ,  cette  troisieme  substitution  pourra 
etre  choisie  de  N„_,^;.^^r_^^,^  manieres  distinctes  (dontTune  devra  etre  exclue 
si  r2=o). 

Et  ainsi  de  suite. 

6.  Les  substitutions  A^ ,  B, , .  .  . ,  A„_, ,  B,^_,  etant  ainsi  choisies  de  ma- 
nicre  a  avoir  des  caracteres  arbitraires  r, ,  , .  .  . ,  r,,_, ,  s,^_^ ,  le  groupe  g 
derive  des  deux  dernieres  substitutions  A„,  B,,aura  pour  type 

Designons  ce  nombre  par  p. 

Si  p  =  o,  g  contiendra  outre  T unite  trois  substitutions,  dont  deux  de 
caractere  zero  et  une  seule  de  caractere  i .  Done  Tun  au  moins  des  deux 
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nombres  r„,  s„  qui  representent  les  caracteres  des  substitutions  A„,  B,,  sera 
necessairement  pair. 

Si  p^i,  les  trois  substitutions  de  g  ayant  pour  caractere  i,  on  aura 
necessairement  r,^  =  s„  =  i. 

7.  PROBLfeME  I.  —  Determiner  dans  G  les  systemes  complets  {*)  de 
substitutions  telles  que  leurs  expos  ants  d'ecliange  mutuels  soient  to  us 
egaux  a  I'unitS. 

Soient  A^,B,  deux  substitutions  du  systeme  cherche;  les  autres  seront 
evidemment  de  la  forme  AjB,M,M  etant  une  substitution  dont  les  expo- 
sants  d'echange  avee  A,  et  B^  sont  nuls. 

Si  le  systeme  contient  la  substitution  A,  B, ,  il  n'encontiendra  pas  d'autre, 
car  toute  autre  substitution  de  la  forme  A^  B^  M  aura  un  exposant  d'echange 
nul  avee  celle-la. 

Supposons  qu'il  ne  la  contienne  pas.  Soient  A,  une  substitution  quel- 
conque  de  Tespece  M,  une  substitution  de  meme  espece,  telle  que  Ton 
ait  [Aj,  Bj,]=ii.  Le  systeme  cherche  pourra  contenir,  outre  A,,  B^,  les 
deux  nouvelles  substitutions  A^B^A^,  A^B^B^;  ses  autres  substitutions 
seront  de  la  forme  A^B,  A^B^^M',  M'  ayant  ses  exposants  d'echange  nuls 
avee  A^,  B,,  A^,  B^. 

Si  le  systeme  contient  A,  B,  A^B^,  il  faudra  s'arreter  la,  sinon  Ton  pourra 
lui  joindre  deux  nouvelles  substitutions  A,B,  A.^B2A3,  A,B,  A^^B^jB^, .  .  . . 

Continuant  ainsi,  on  voit  que  les  systemes  cherches  seront  de  la  forme 


A I  (  A2  1 

0|  I  1>2 


A, 
A.B, 


et  contiendront         1  substitutions,  i  etant  un  entier  <  n. 


(')  Un  sysUme  de  substitutions  jouissant  d'une  certaine  propriete  est  dit  complct  s*il  n*est 
contenu  dans  auciin  autre  sysieme  plus  ^tendu  jouissant  de  la  in^me  propriete. 
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8.  Imposons-nous  la  condition  supplementaire  que  les  substitutions  du 
systeme  aient  toutes  le  meme  caractere  a-.  11  faudra  pour  cela  :  que 
A^,  B,  aient  pour  caractere  a  ;  que  A^i  aient  pour  caractere  a  +  i 
(car  A,B^  aura  pour  caractere  i),  etc. ;  enfin  que  A,,  B,,  A,  B,  aient  pour 
caractere  a-+-i  —  i . 

Soit  d'abord  /  =  n.  On  pourrd  determiner  A,,  B^,  .  •  . ,  A,,_,,  B„.^  de 
telle  sorte  qu'elles  aient  les  caracteres  qui  viennent  de  leur  etre  assignes. 

Le  groupe  derive  de  ces  substitutions  aura  pour  type 


((r-+-i)^  +  .  .  .4-{cr-|-/i  —  2)^=0- +  (7+  I  +  .  .  .  +    -h /i  —  2 

=  ln —  i)(x  -h  ^• 

Le  groupe  g  derive  des  substitutions  restantes  A,^,  B,,aura  done  pour 
type 

quantite  que  nous  designerons  par  p. 
Deux  cas  seront  a  distinguer  : 

I**  Si  p  =  I ,  les  substitutions  A^,  B^,  A,,B„  auront  i  pour  caractere;  mais 
elles  doivent  avoir  pour  caractere  a-  4-  /i  —  !•  Done,  si  cr^n^  A,,,  B„, 
A„B^  satisferont  aux  conditions  requises,  et  le  systeme  sera  forme  des 
2/1  +  1  substitutions 

A. 

A  (  A 

',   A,B,  A,B,.  ..A^,B._,    B,  . 

^'  '  ^'  A.B 


Mais,  si  0"  =  /z  +  I ,  les  trois  dernieres  substitutions  devront  etre  rejetees 
comme  n'ayant  pas  le  caractere  demande.  II  en  restera  done  2/i  —  2, 

2®  Si  p  =  o,  g-  aura  deux  substitutions  de  caractere  zero  et  une  seule 
de  caractere  i.  Si  done  a^n^  une  seule  des  substitutions  de  g  aura  le 
caractere  requis.  En  la  designant  par  A„,  les  deux  substitutions 


A,B^  .  .  .  A„__,B^__, 


B 


n 


A.B, 


Xirp  Cahicr, 


Digitized  by 


4a  CAMILLE  JORDAN. 

devront  etre  rejetees,  et  il  n'en  restera  que  an  —  i.  Sia*=iwH-i,la  der- 
niere  substitution  devra  seule  etre  rejetee,  et  il  en  restera  2/2. 

Supposons  maintenant  i<^n.  On  pourra  determiner  A,,  B,, 
A,,  B,  de  telle  sorte  qu'elles  aient  les  caracteres  demandes  (7,  (x  H-  1 , .  .  . , 
0-  -h  /  —  I  . 

Si  (7  =  A,  et  B,  ayant  pour  caractere  i ,  il  en  sera  de  meme  de  A,B,. 
Toutes  les  substitutions 

.  A, 

^1  A  (  ^2 


,    A,B,      %  A,B,...A,_.B,_,  |B, 


'2 


A,B, 


seront  done  acceptables. 

Si  (7  =  i  +  I ,  A,B^  ayant  un  autre  caractere  que  A,  et  B,,  la  substitution 
A^B, .  .  .  A,B,  devra  etre  rejetee.  Mais,  dans  ce  cas,  les  substitutions  res- 
tantes  font  partie  d'un  systeme 

A.  ( A2  /  A.-. , 

%    A^B,      %  A,B,...A,B,  ... 

1>4  (  ^2  (  ^i^y 

plus  etendu  que  celui  que  nous  discutons.  Si  nous  admettons  que  ce  sys- 
teme ait  ete  etudie  d'abord,  on  voit  que  la  discussion  actuelle  ne  peut 
nous  donner  que  des  systemes  contenus  dans  ceux  deja  obtenus.  L'hy- 
pothese  que  nous  traitons  doit  done  etre  rejetee,  puisqu'elle  ne  peut  rien 
fournir  de  nouveau. 

9.  Probleme  II.  —  Determiner  dans  G  un  systeme  complet  tel  que  les 
exposants  d'4change  mutuels  [S,T],  [T,U],  [U,S]  de  trois  quelconques 
de  ses  substitutions  S,  U,  T  aient  pour  somme  V unite. 

Soient  S  une  substitution  quelconque  du  systeme  cherche,  S',  S'V  *  • 
celles  des  substitutions  du  systeme  pour  lesquelles 

[S,S']L--[S,S'^j^...^i, 

T,  T',  T",  .  ,  .  celles  pour  lesquelles 

[S,T]i^[S,T']  =  ...=o. 
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On  aura 

[S,S']  +  [S,S^']  +  [S',S^']e^i,  d'ou  [S^S^']  =  I, 
[S,S'J  +  [S,T]  +  [S',T]  =  i,    d'oii  [S',T]^o, 

[s,T]4-[s,r]  +  [T,rj=i,  dou  [T,r]^i. 

Le  systeme  cherche  resultera  done  de  la  combinaison  de  deux  systemes 
partiels  S,  S',  S'^, .  .  .  et  T,  T',  .  .  .  tels  :  I'^que  Texposant  d'echange  de 
deux  substitutions  d'un  meme  systeme  soit  egal  a  i ;  2°  que  celui  de 
deux  substitutions  de  systemes  differents  soit  egal  a  o. 

Les  substitutions  du  premier  systeme  S,  S', .  .  .  peuvent  etre  mises, 
comme  on  I'a  vu  plus  haut,  sous  la  forme 

A,  (A, 

B,  'MB, 

et  deux  cas  seront  a  distinguer,  suivant  que  S,  S', .  .  •  forment  ou  non  un 
systeme  complet  parmi  ceux  dont  les  substitutions  ont  i  pour  exposant 
d'echange. 

10.  1^  Si  le  systeme  S,  S',  . .  .  est  complet,  il  se  terminera  par  trois 
substitutions  de  la  forme 

(A, 

A,B, . . .  A,_,B,_,  j  B,  , 
(  A,B, 

et  les  substitutions  8,8',...,  combinees  ensemble,  formeront  un  groupe  g 
d'ordre  2^',  lequel  pourrait  egalement  etre  considere  comme  deriv^  de 
A^B^, .  .  . ,  A,,B,. 

Cela  pose,  G  resulte  de  la  combinaison  de  g  avec  un  groupe  g^  d'ordre 
^2«-2/  {Qy^^  celles  des  substitutions  de  G  dont  les  exposants  d'echange 
avec  celles  de  g  sont  nuls.  C'est  exclusivement  dans  ce  groupe  g'  que 
devront  etre  prises  les  substitutions  T,T', .  .  . .  Elles  y  formeront  un  sys- 
teme de  substitutions  ayant  1  pour  exposant  d'echange,  lequel  systeme 
devra  evidemment  etre  complet  pour  que  le  systeme  total  8,  8',  .  .  ., 
T,T',.  . .  lesoit. 


Digitized  by 


44  CAMILLE  JORDAN. 

Les  substitutions  T,  T, . .  .  pourront  done  se  niettre  sous  la  forme 


C  (  c 

>  C|  D.  <  J  •  • .  >  C,  D, . . .  Gl. T)f._. 
D.       *  D, 


'A 


k  etant  un  entier  au  plus  egal  an  —  i. 

Le  systeme  S,  S', .  •  •  ?  T,  T', .  .  •  sera  done  forme  de  2/  +  2^  -4-  2  sub- 
stitutions. 

Reniarquons  toutefois  que  nous  avons  suppose  implicitement  dans  cette 
discussion  que  i  etait  inferieur  a  n.  Si  Ton  avait  /=  /?,  le  groupe  g'  ne 
contenant  d'autre  substitution  que  F unite,  le  systeme  complementaire  T, 
T',  . .  .  n'existerait  pas,  de  telle  sorte  que  le  nombre  des  substitutions 
du  systeme  total  serait  2n  -h  i . 

11.  2®  Si  le  systeme  S,  S',  .  .  .  est  incomplet,  il  se  terminera  par  une 
substitution  de  la  forme  A,B^ .  .  .  A,_^B,_,  A,  ou  par  deux  substitutions 

;  A, 


AjB^  . . .  A,._,  B,_, 


B, 


Cette  derniere  hypothese  doit  etre  rejetee.  En  effet,  le  systeme  T,T', . . . 
devrait  6tre  determine  comme  precedemment ;  mais  alors  le  systeme  S, 
S',  .  .  . ,  T,  T',  .  .  •  serait  incomplet,  car  on  pent  evidemmentlui  adjoindre 
la  substitution  A,B^ .  .  .  A,B,. 

Admettons  done  que  la  serie  S,  S',  .  .  .  se  termine  a  la  substitution 

A^B,  .  .  .  A,_,B,_^  A,. 

Les  substitutions  S,  S',  .  .  .  formeront  un  groupe  g  d'ordre  2''^%  con- 
tenant  A,,  B, ,  .  .  . ,  A;,  et  eelles  des  substitutions  de  G  dont  Texposant 
d'eehange  avee  eelles-la  est  nul  formeront  un  groupe  g'  d'ordre  2^""^'"*"*, 
qui  evidemment  contiendra  aussi  A^.  C'est  dans  ce  groupe  ^  que  devront 
etre  exclusivement  choisies  les  substitutions  du  systeme  T,T',  .  .  .  . 

Si  ce  systeme  contient  la  substitution  A,,il  n' en  contiendra  aucune  autre, 
car  I'exposant  d'echange  de  cette  nouvelle  substitution  avee  A,  devrait 
etre  a  la  fois  egal  a  zero  et  a  i ,  ce  qui  est  contradictoire. 
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Si  le  systeme  T,  T',  .  .  •  ne  contient  pas  A,,  soil  Tune  de  ses  sub- 
stitutions; la  substitution  suivante  pourra  etre  choisie  arbitrairement 
parmi  celles  des  substitutions  de  g'  dont  Texposant  d'echange  avec  C,  est 
egal  a  i.  Quant  aux  autres  substitutions  du  systeme,  elles  seront  evidem- 
ment  de  la  forme  C^D,M,  M  etant  Tune  des  substitutions  de  ^  dont  les 
exposants  d'echange  avec  C,  et      sont  nuls. 

En  particulier,  T,  T',  .  .  .  pourra  contenir  la  substitution  C,  A, ;  mais 
dans  ce  cas  il  n'en  pent  contenir  d'autre,  car  Texposant  d'echange  de 
cette  nouvelle  substitution  avec  A,  devrait  etre  a  la  fois  egal  a  zero  et  a  i . 

Si  T,  T',  .  .  .  ne  contient  pas  C^D,  A,,  il  contiendra  necessairement  une 
substitution  C,D,M,  dans  laquelle  M  differe  de  I'unite,  car,  s'il  en  etait 
autrement,  le  systeme  S,  S',  .  .  . ,  T,  T',  .  .  .  serait  incomplet.  On  pourrait, 
en  effet,  lui  adjoindre  les  substitutions 


Soit  CjD^Cj  la  substitution  dont  Texistence  vient  d'etre  demontree  et 
soit  Dj,  une  substitution  dont  les  exposants  d'echange  avec  les  precedentes, 
sauf  Cj,  soient  nuls.  Le  systeme  T,  T',  .  .  .  contiendra  C,D,Dj,  et  ses 
autres  substitutions  seront  de  la  forme  CjD^GjjD^lVr,  M'  ayant  des  expo- 
sants d'echange  nuls  avec  C, ,     ,  Cj,,  Dj, 

Si  le  systeme  contient  la  substitution  C^D^CaD^A,,  il  n'en  contiendra 
pas  d'autre,  sinon  Ton  continuera  comme  precedemment ,  et  Ton  arrivera 
enfin  a  ce  resultat  que  ce  systeme  a  pour  forme  generale 


etant  une  substitution  choisie  a  volonte  parmi  celles  de  G  qui  satisfont 
aux  relations 


[C, ,  B,]  ^  [D. , B,]  ^  [ A. , B,]  ^ . . .  =  [B,_, , B,]  ^ o, 
[A,,B,]^i. 


i  '   ^•'^'  In*'      '  C,D, . . .Q_,D,_,A, 


h  etant  un  entier  qui  ne  peut  surpasser  n  —  /  -+-  i . 
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Le  systeme  S,  S^  .  .  . ,  T,  T',  .  .  . ,  construit  comme  il  vient  d'etre  indi- 
que,  contiendra  2/+  2 A*  —  2  substitutions. 

12.  Imposons-nous  la  condition  supplementaire  que  toutes  les  substitu- 
tions du  systeme  aient  un  meme  caractere  a.  Pour  determiner  les  nou- 
veaux  systemes  satisfaisant  a  cette  condition,  il  nous  faut  passer  en  revue 
les  systemes  qui  viennent  d'etre  determines,  et  en  effacer  les  substitutions 
dont  le  caractere  ne  pourrait  etre  rendu  egal  a  a. 

Ces  systemes  sont  de  deux  formes  bien  distinctes,  que  nous  allons  dis- 
culer  successivement. 

Considerons  d'abord  les  systemes  de  la  forme 

A, 

A,B....  A,_,B,_.  {B, 
A.B, 

C,D,...C,_.D,_,  {D, 


A. 


Pour  que  les  substitutions  d'un  pareil  systeme  aient  pour  caractere  o-, 
il  faudra  : 

Que  A , ,  B, ,     ,  D,  aient  pour  caractere  cr\ 
Jue  A2,  B2,  C2,  D2  aient  pour  caractere  o-  +  i ; 
Etc.; 

Enfin,  que  A,.,  B,.,  A,B,  aient  pour  caractere  o-  /  —  i  et  que  D^, 
Q     aient  pour  caractere  cr  +  k  —  i .  4 

13.  1**  Supposons  d'abord  /  +  ^  =:  /^,  d'oii  k  —  n  —  /.  Les  substitu- 
tions A^ ,  B^ ,  .  .  . ,  A,,  B,,  ,  ,  .  .  . ,  G^_, ,  D^_,  pouvant  etre  choisies  de 
telle  sorte  qu'elles  aient  un  caractere  arbitraire,  il  n'existera  d'incertitude 
que  sur  les  quatre  substitutions  A,B,,  C;t>  ^k^h^ 

Si  (7  =  A,,  et  B,.  auront  pour  caractere  i ,  et  il  en  sera  de  meme  de  leur 
produit  A,B,.  Done  la  substitution  A^B,  .  . .  A,B,  aura  pour  caractere  o", 
et  sera  acceptable. 
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Examinons  d'autre  part  quel  sera  le  caractere  des  substitutions  D^, 

Le  groupe  G  derive  des  substitutions  A, ,  B, ,  .  .  . ,  A,,    a  pour  type 

+     +  .  (^^,:_,)^^(/_,)^+!iiZlL). 

Le  groupe  g^,  derive  des  substitutions  G, ,  D, ,  .  .  . ,  C,., ,  D/,_,  aura  de 
mSme  pour  type 

p^{yt-2)(7H-^  

Le  groupe  ^'  derive  de  G^^,     aura  done  pour  type 

p  =R_p_pHER_{i-l)(7—  —  (^.—  2)cr  1  1 

^R_(/_x)/_i(ipO_(;i^ 


Si  p'^=  I ,  ses  substitutions  auront  pour  caractere  i ;  si  f^o^  Tune  d'elles 
aura  le  caractere  i  et  les  deux  autres  le  caractere  o. 

Or  on  devra  rejeter,  comme  ne  pouvant  fournir  de  solution  acceptable, 
celles  de  ses  substitutions  dont  le  caractere  serait  diffi^rent  de 

^  +    —  i=n  —  1. 

On  aura  done  le  resultat  suivant : 

1**  Si  R  H-  / (^V~'H^-if )  ^    —  1  =  I ,  les  trois  substitutions 

C,D,...  D, 
(  C,D, 

pourront  etre  conservees. 

Si  R  -f-  i  +  ^^^~^)^^ "~    =  =  I J  elles  devront  etre  rejetees  toutes 

trois. 
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3""  Si  R  H-  i  -T-  (^  — 0(^  —  ^)  ^ ^  —  1  ^ o,  on devra  rejeter I'une  d'elles 
C.D.  ...CA- 

4"*  Si  R  -h «  =  /2  =  o  ,  on  devra  en  rejeter  deux  , 

C,D,.  .  .D,  etC.D,  .  .  .C,D^. 

Mais,  sur  ces  quatre  hypotheses,  la  seconde  doit  etre  rejetee;  en  efFet, 
C^_^ ,  D^_,  ayant  pour  caractere  cr  +  A*  —  2  =  1,  Cf_^D,,_^  aurait  le  meme 
caractere,  et  le  systeme  serait  incomplet,  car  on  pourrait  lui  adjoindre  la 
substitution  G,  D,  .  .  .  Q. , D^^, . 

Le  nombre  des  substitutions  restantes  dans  les  trois  autres  hypotheses 
sera  respectivement  2/1  +  2,2/^  +  1,2/1. 

Si  aEEEi-t-  I,  A,  et  B,  auront  pour  caractere  zero,  et  A,B,  aura  pour 
caractere  !•  La  substitution  A^B,  .  .  .  A,B,  devra  done  etre  rejetee. 

On  aura  d'ailleurs,  comme  dans  le  cas  precedent, 

P  =R-{i-l)cr  2)(7  1—^' 

expression  qui  se  reduit  a  R  -h  /  -h  (mod.  2)  en  rempla^ant  aet  k 

par  leurs  valeurs  ^  +  1  ei  n  —  /. 

Mais  on  doit  rejeter  celles  des  substitutions  de  g'^  qui  n'auraient  pas 
pour  caractere  <7  H~  A-  —  i  he  /i. 

On  obtiendrait  done  les  resultats  suivants  : 

1°  Si  R  -f- 1 H-  "         =  w =1 ,  les  trois  substitutions  C,  D, . .  .  | 
sont  acceptables. 

2''  Si  R  +  /  —  //  +  1  =  1,  elles  devront  etre  rejetees  toutes 

trois. 

3"*  Si  R  +  / H-  "  ^^^^       /i  =  o,  on  devra  en  rejeter  une    D, . . . C  D^. 

4"*  Si  R  -t-  /  +  =  /?  +  1  =  o,  on  devra  en  rejeter  deux. 

Mais  il  est  aise  de  voir  que  la  deuxieme  et  la  quatrieme  hypothese  ne 
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fourniraient  que  des  systemes  incomplets.  En  efFet,  dans  la  deuxieme 
hypo  these,  le  systeme  serait  forme  des  substitutions 

A,  i  A; 


B.  '  ■  (B, 

,  C,D,... 


A- 1 


oil  A,,  B,.  ont  pour  caractere  zero,  tandis  que  D^^  ont  pour  caractere  i . 
On  pourrait  done  completer  le  systeme  par  Tadjonction  des  substitutions 


A,B,...A,B,1D*  • 

Dans  la  quatrieme  hypothese,  G^^,  ayant  un  caractere  oppose  a  celui 
de  Djt  et  C^D^^  aura  i  pour  caractere;  A,B,Q  aura  done  o  pour  carac- 
tere, et  Ton  pourra  completer  le  systeme  par  Tadjonction  de  la  substitu- 
tion A,B, . . .  A^B^C^. 

II  ne  reste  done  que  les  deux  hypotheses  i  et  3,  dans  lesquelles  le  nombre 
des  substitutions  admissibles  est  respectivement  2/1  -h  i  et  a/i. 

14.  2?  Soit  i'hk<Cn.  On  pourra  choisir  a  volonte  le  caractere  des  sub- 
stitutions A, ,  B, ,  . .  . ,  A,,  B, ;  C, ,  ,  .  ,  . ,  C^^,  D^^-  Les  substitutions  A^,  B, 
ayant  pour  caractere  a  i  —  1  et  les  substitutions  Q>  ayant  pour  carac- 
tere T-f-^  —  I  auront  le  meme  caractere  que  A,B,  et  Cf,D^  si  o-^i^k. 
Les  substitutions  A,B, .  .  .  A,B,  et  C^D^ .  .  .  C^^D^  seront  done  acceptables. 

II  resterait  a  discuter  le  cas  ou  a  ne  serait  pas  simultanement  congru  a  i 
et  a  A: ;  mais  on  s' assure  aisement  qu'on  pent  se  dispenser  de  cette  dis- 
cussion. 

Supposons  en  effet  /  ~h  i .  La  substitution  A,  B,  .  .  .  A,B,  devrait  6tre 
rejetee.  Soient  alors  A,^.,,  B,^^,  deux  substitutions  de  G,  telles  que  leurs 
exposants  d'echange  avec  A,,  B,,  .  .  . ,  A,.,  B,,  C,,  D^,  .  .  . ,  C^,  Dy^  soient 
nuls  et  que  leur  exposant  d'echange  mutuel  soit  i .  En  adjoignant  au  sys- 

Xiri'  Cahicr,  7 
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teme  forme  des  substitutions 


A,  I  A, 
»    '■'■>   A,B, . . .  A;_,B,_,  , 

B,  (  B, 

' ,    . . . ,   C,  D,  . .  .  D, 


A 


les  substitutions 


A 


7-1-1 


on  obtiendra  un  systeme  dont  les  substitutions  sont  telles  que  la  somme 
des  exposants  d'echange  de  trois  quelconques  d'entre  elles  est  egale  a  i . 
Ce  systeme  contient  ceux  qu'on  se  propose  de  determiner;  il  renferme 
d'ailleurs  plus  de  substitutions  que  le  systeme  forme  des  substitutions  (i) 
et  de  la  substitution  A,B, .  .  •  A,B,,  qui  est  celui  que  nous  discutons  en  ce 
moment.  Si  done  nous  supposons  que  nous  ayons  commence  la  discus- 
sion par  les  systemes  qui  contiennent  le  plus  de  substitutions,  nous  sommes 
assures  de  n'obtenir  en  ce  moment  que  des  resultats  deja  trouv^s  prece- 
demment. 

15.  Discutons  enfin  les  systemes  de  la  forme 

A,  (  A,_. 

,    •       A,B,  ..•         ,    A.B....  A,_,B,.,A„ 

-    J   G^D,  ...j^    J   C^D, . .  .C;t^,D^_,  A/. 

On  pourra  toujours  choisir  les  caracteres  de  A,,  B^,  .  .  . ,  A,_,,  B/_^, 
C, ,  ,  . .  . ,  C^_, ,  D^_^  de  telle  sorte  que  toutes  les  substitutions  de  chaque 
ligne,  sauf  la  derniere,  aient  pour  caractere  a-. 

II  faudra  d'ailleurs  que  A,  puisse  etre  determine  de  telle  sorte  que  les 
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substitutions  A^B^ .  .  ,  A,_,B,_^  A,  et  C,D, .  .  .  C;^_,D^_^  A,  aient  egalement 
a  pour  caractere.  Sinon  la  discussion  ne  nous  donnerait  que  des  resultats 
deja  Irouves. 

Supposons,  en  effet,  que  C^D^  .  .  .C^_^D^_,A,,  par  exemple,  dut  etre 
rejetee.  Effacons  cette  substitution  dans  le  tableau  (2)  et  meltons  a  la 

(B,  ^ 

place  les  deux  substitutions  A,B, .  .  .  A^^,,B,_,  |     t>  '  ^st  une  sub- 

stitution  quelconque  dont  les  exposants  d'echange  avec  les  precedentes 
soient  tons  nuls,  sauf  [A,,  B,].  Le  systeme  ainsi  obtenu  jouira  de  la  pro- 
priete  que  la  somme  des  exposants  d'echange  de  trois  quelconques  de  ses 
substitutions  est  egale  a  i ,  et  contiendra  les  syslemes  qu'il  s'agit  de  former; 
il  appartient  d'ailleurs  a  une  forme  deja  discutee. 

Cherchons  done  a  quelles  conditions  il  faudra  satisfaire  pour  que 

A,B^ .  .  .A,_,B,_,  A^. 

et  C,D, .  .  .C;t-i^A-i  A,  aient  (t  pour  caractere.  II  faudra  evidemment  pour 
cela  qu'on  ait 

(A.)  =  0-  H-  /  —  1  ~(T  -H  A-  —  1 , 

d'ou 

Cette  condition  etant  satisfaite,  les  deux  congruences  precedentes  se 
reduiront  a  une  seule 

(A,.)  =  (7  +  /  —  I  . 

Soient  respectivement  g^,  ^  les  groupes  derives  de  la  combinaison  des 
substitutions  A^ ,  B^ ,  .  .  . ,  A,^, ,  B,^, ,  et  ,  ,  .  .  . ,  C^_, ,  Dyt_, .  lis  auront 
respectivement  pour  types 

 U  1 

G  resultera  de  la  combinaison  de    et     avec  un  troisieme  groupe  ^\ 
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d'ordre  2^  ^"'"^^-^  et  du  type  R  —  p  —  p',  forme  des  substitutions  dont  les 
exposants  d'eehange  avee  celles  de  et  sont  nuls.  C'est  dans  ce  groupeg^''' 
qu'il  faudra  determiner  une  substitution     de  caractere  a     1  —  1 . 

Gette  determination  sera  toujours  possible  quel  que  soit  (7  H-  /  —  i ,  si 
le  nombre  n,  qui  ne  pent  etre  inferieur  k  1-+-  k  —  i ,  est  superieur  a  ce 
dernier  nombre. 

Elle  sera  encore  possible  si  n  —  i     k  —  i  et  R  —  p  —  p'  =  o. 

Mais  si  n  —  i-y-k  —  i  et  R  —  p  —  p'  ^  1 ,  les  substitutions  de  g'^  ont 
toutes  le  caractere  i ;  il  deviendrait  done  impossible  de  determiner  A,,  si 
a  ~\-  i —  1  etait  congru  a  zero. 

On  doit  done  rejeter  le  cas  oil  Ton  aurait  a  la  fois 

72  =  /+^  —  I,    R  —  p  —  p—^y    (7-+-/ — 1^0. 

Pour  mettre  la  condition  R  —  p  —  p'=  i  sous  sa  forme  la  plus  simple, 
posons  k  =  i-i-  2z  [on  sait  que  k^i  (mod.  2)].  II  viendra 

l=R_p_p'  =  R_  (^'  — a)  _  (/  — i-h  2-4-  ar) 

'       '  2  2 

2 

16.  L'analyse  qui  precede  fait  connaitre  les  diverses  formes  que  pent 
presenter  un  systeme  complet  satisfaisant  a  Fun  quelconque  des  quatre 
systemes  de  conditions  que  nous  avons  etudies.  Chacune  de  ces  formes 
represente  d'ailleurs  plusieurs  systemes  distincts,  car  les  substitutions  A,, 

,  .  .  . ,  qui  y  figurent  ne  sont  pas  completement  determinees  par  les  con- 
ditions auxquelles  sont  assujettis  leurs  exposants  d'echange  mutuels  et,  s'il 
y  a  lieu,  leurs  caracteres. 

II  est  aise  de  determiner  le  nombre  de  systemes  distincts  contenus  dans 
chaque  forme.  En  effet,  nous  avons  vu  au  n®  5  de  combien  de  manieres 
pent  etre  determinee  chacune  des  substitutions  successives  qui  le  con- 
stituent. 

En  faisant  le  produit  tt  de  ces  nombres,  on  obtiendra  le  nombre  total 
de  manieres  dont  peuvent  etre  determinees  les  substitutions  successives  du 
systeme* 
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Mais  si  nous  avons  un  systeme  satisfaisant  au  probleme  I  et  contenant 
m  substitutions  A,,  B^,  A,B,  A^,  .  .  . ,  on  pourra  les  supposer  introduites 
dans  un  ordre  quelconque,  le  systeme  restant  le  meme,  Le  nombre  des 

svstemes  distincts  sera  done  —  • 

I  .  2.  .  .772 

Soit,  d'autre  part,  un  systeme  satisfaisant  au  probleme  II,  et  forme  de 
deux  systemes  partiels 

C,?    D,>    CiD^Cg,    .  .  . , 

renfermant  respectivement  m  et  m!  substitutions.  On  pourra  intervertir 
arbitrairement  Tordre  des  substitutions  de  chaque  systeme  partiel;  on 
pourra  en  outre,  si  m  =m',  permuter  ces  deux  systemes  entre  eux. 

Le  nombre  des  systemes  distincts  sera  done  ,  si  m^m' 

et  —  s\7n  —  m. 

2.(1.2..  .my 

17.  Les  di verses  substitutions  de  G  etant  representees,  comme  au  n®  1 , 
par  le  symbole  (^,,  Ju  •  •  • ,  seront  permutees  les  unes  dans 

les  autres  si  Ton  remplace  a?,,/,,.  .  .,^„5j„  par  des  fonctions  lineaires 
^'i  >  •  •  •  5  ?/i5  memes  quantites. 

Les  coefficients  de  ces  fonctions  lineaires  peuvent  etre  choisis  de  telle 
sorte  que  la  substitution  de  ^, ,  , .  .  . ,  0,,,  a  o:^ ,  ,  .  .  . ,  x^,y^  n'altere 
pas  les  exposants  d'echange  mutuels  des  substitutions  de  G.  Les  substi- 
tutions lineaires 

• 

definies  par  cette  propriete,  forment  evidemment  un  groupe,  que  nous 
avons  nomme  groupe  ahelien. 

Parmi  les  substitutions  abeliennes,  il  convient  de  distinguer  particulie- 
rement  celles  qui  jouissent  en  outre  de  la  propriete  de  ne  pas  alterer  les 
caracteres  des  substitutions  de  G.  Elles  forment  un  groupe  que  nous  avons 
nomme  groupe  hypoahelien. 
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II  y  aura  deux  types  de  groupe  hypoabelien,  correspondant  aux  deux 
types  que  peut  presenter  le  groupe  G. 

On  s'assure  aisement  (voir  notre  Traite  des  Substitutions)  que  les 
divers  systemes  complets  dont  la  forme  est  la  meme  et  dont  le  nombre  a 
ete  determine  au  numero  precedent  resultent  de  la  transformation  d'un 
seul  d'entre  eux  par  des  substitutions  abeliennes  (par  des  substitutions 
hypoabeliennes,  si  les  substitutions  du  systeme  sont  assujetties  a  avoir  le 
meme  caractere). 

18.  Soient  S,  T,  U, .  .  .  les  diverses  substitutions  de  G;  V  Tune  quel- 
conque  d'entre  elles.  Soit  S'  une  substitution  egale  a  SV  ou  a  suivant 
que  SV  aura  le  meme  caractere  que  S  ou  le  caractere  oppose.  Soit  de 
meme  T'  une  substitution  egale  a  TV  ou  a  T  suivant  que  TV  aura  ou  non 
le  caractere  de  T,  etc.  Nous  designerons  par  ]  V  |  Toperation  qui  remplace 
S,  T,U,...  parS^T^U^.... 

Les  diverses  operations  |S|,|T|,|U|,...,|V|,...,  combinees  ensemble, 
forment  un  groupe  que  nous  avons  etudie  sous  le  nom  de  groupe  de 
Steiner.  Les  substitutions  de  ce  groupe  laissent  evidemment  inalteres  les 
caracteres  des  substitutions  de  G ;  mais,  en  outre,  elles  jouissent  de  la  pro- 
priete  de  ne  pas  alterer  la  somme  des  exposants  d'echange  mutuels  de 
trois  quelconques  S,  T,  U  des  substitutions  de  G. 

En  effet,  on  a 

caract.  SV  =  caract.  S  +  caract.  V  +  [S,  Vj. 

Si  done  caract.  Vh-[S,  V]=  o,  SV  aura  meme  caractere  que  S,  et  Ton 
aura  S'=  SV.  Au  contraire,  si  caract.  V  +  [S,  V]  =:  i ,  SV  et  S  seront  de 
caractere  different,  et  Ton  aura  S'=  S.  On  aura  done  generalement 

S'=SV% 

a  etant  egal  a  caract.  V     [S,  V]  +  i . 
On  aura  de  meme 

r  =  T VP,    |3  =  caract.  V     [T,  V]  +  i , 
=  U V\    y  —  caract.  V  +  [  U ,  Vj  -h  i . 
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Gela  pose,  on  aura 

[s',r]-+-[r,u']H-[u',s'] 

^  [SV«,  TVP] -h  [TVP,  UVTf]  4- [UV%  SV»] 

^.  [S,  T]  H-  [T,  U]  H-  [U,  S]+  « [V,  T]  +  p [S,  V]  +  /3  [V,  U ] 

+  7[T,V]  +  7[V,S]  +  «[U,V] 
=  [S,TJ  +  [T,U]     [U,S]  -h  1  (caract.V-t- 1)  ([V,T]  [V,S]H-[V,U]j 

+  a  j[V,  S]  [V,  T]  +  [V,  T]  [V,  U]  +  [V,  U]  [V,  S] j 
-==[S,T]-+-[T,U]-+-[U,S], 

ce  qu'il  fallait  demontrer. 

19,  Cela  pose,  considerons  les  syst^mes  complets  de  substitutions  de 
meme  caractere  (7,  et  tels  que  la  somme  des  exposants  d'echange  de  trois 
queleonques  d'entre  elles  soit  egale  a  T unite.  Nous  avons  indique  (n**'  12 
a  15)  les  diverses  formes  que  pent  presenter  un  semblable  systeme.  Si  nous 
convenons  de  grouper  dans  une  meme  classe  celles  de  ces  formes  que  les 
substitutions  de  Steiner  permettent  de  transformer  les  unes  dans  les 
autres,  on  pourra  se  proposer  de  rechercher  eombien  il  y  a  de  classes 
distinetes. 

Nous  avons  vu  que  trois  cas  peuvent  se  presenter  dans  la  determination 
des  systemes  complets  dont  il  s'agit. 

Si  deux  substitutions  queleonques  du  systeme  2  que  Ton  considere 
ont  leur  exposant  d'echange  egal  a  T unite,  le  systeme  sera  contenu  dans 
le  suivant : 

( K 

A  (  A  I 

(3)  p''    ^'^Mn''  A,B,...A„_.B„_Jb„  , 

'  (aa 

oil  A^,  ont  le  caractere  a;  Aj,  le  caractere  (74-1,...;  enfin  A^,  B,,, 
A„B„  ayant,  s'il  est  possible,  le  caractere  (7-f-  /2  —  i .  Si  c'etait  impossible, 
les  substitutions  correspondantes  A,B,  ...A„...  n'appartiendraient 
pas  a  1. 
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Dans  le  cas  contraire,  ou  bien  1  sera  contenu  dans  un  systeme  de  la 
forme 


A, 


^'     A.B.  j^,  A.B....A,.,B,_.  IB, 


*2 

B.  '"'(B 


(4) 


A,B, 


^'     C.D.  C.D....G,_.D,_.  {D,  , 


D,'     '   '  (D 


an 


A, ,  ayant  le  caractere  cr,  A^,  le  caractere  a-  +  i , .  .  . ,  A^,  B^  le  carac- 
tere  cr  +  /  —  i ,  C, ,  le  caractere  a-,  .  .  . ;  enfin  A,B,.,  Q,  D^,  C^^D^.  ayant» 
s'il  est  possible,  pour  caracteres  a-  -h  i  —  i  et  a  +  A-  —  i  [sinon  les  substi- 
tutions correspondantes  A,B, .  .  .  A, .  .  .  devraient  etre  rejetees  pour 
obtenir  2.  On  sait  d*ailleurs  (n"**  15  et  14)  que,  si  /  -f-  A-  <  72,  2  doit  con- 
tenir  toutes  ces  substitutions  A,B, .  . .  A^ .  .  .  et  que,  si  A  =  2  con- 
tient  necessairement  C,D, .  .  .C;^,  et  qu'en  outre  il  contiendra  Tune  des 
deux  substitutions  A^B, .  .  .  A,,  . .  .D^,  sans  quoi  il  ne  serait  pas 
complet];  ou  bien,  il  sera  de  la  forme 


(5) 


A, 

,    ••  •»   A,B, . .  .A,_,B,_,  A/ 

B, 
C. 


A,,  B,  ayant  pour  caractere  cr,  . .  . ,  et  enfin  A,  ayant  pour  caractere 

(T-h  k  —  I=(7-t-  /  —  I. 

Les  systemes  (3),  (4)  et  (5)  jouissent  de  la  propriete  que  la  somme  des 
exposants  d*echange  de  trois  quelconques  de  leurs  substitutions  soit  egale 
a  1 ;  les  substitutions  de  Steiner  les  transformeront  evidemment  en  systemes 
analogues.  Mais  le  systeme  (3)  contient  un  nombre  impair  de  substitutions, 
et  les  systemes  (4)  et  (5)  un  nombre  pair.  Ces  deux  sortes  de  systemes  ne 
peuvent  done  etre  transformees  Tune  dans  T autre. 
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Les  systemes  complets  contenns  dans  les  formes  (4)  et  (5)  n'etant  evi- 
demment  conteuus  dans  aucun  systeme  de  la  forme  (3)  ne  pourront  elre 
transformes  dans  le  systeme  complet  foumi  par  cette  forme ;  celui-ci  con- 
stituera  done  une  elasse  distincte. 

II  ne  reste  done  a  etudier  que  les  classes  fournies  par  les  formes  (4) 
et  (5).  lei,  deux  cas  seront  a  distinguer. 

20.  Premier  cas.  —  Soit  a—i.  Tout  systeme  de  la  forme  (4)  (5) 
pour r  a  etre  transforme  en  un  systeme  de  la  forme        ou  la  suite 

se  borne  a  trois  termes  C, ,  D, ,     D, . 

En  eflfet,  transformons  le  systeme  (4)  ou  (5)  par|A^C, DJ;  les  substi- 
tutions A, ,  C, ,  ayant  pour  caractere  i ,  ainsi  que  .  A, C, =  C,  , 
tandis  que  C, .  A^C^D,,  .  A,C,D,  ont  pour  caractere  zero,  auront  pour 
transformees  respeetives  C,D,,C,,D^.  Ces  trois  substitutions  ont  leurs 
exposants  d'echange  mutuels  egaux  a  i.  Aucune  autre  substitution  ne 
pent  avoir  des  exposants  d'echange  egaux  a  i  avec  chacune  d'elles.  Done 
les  autres  substitutions  du  systeme  transforme  auront  des  exposants 
d'echange  nuls  avec  C,,  D,,  C,D^ ;  en  les  designant  par  A\,  K^,  .  • . ,  le 
systeme  transforme  aura  pour  expression 

A'  (  A'  i 

a^b;}^;,  A',B',...A;_B;^.jB; 

C.D, 

At  etant  egal  a  i-{-k  —  i . 

Si  At  -h  I  <  Ae,  les  2,u  +  4  substitutions  du  systeme  appartiendront  au 
systeme  2  que  Ton  cherche;  sinon  il  pourra  y  avoir  lieu  de  rejeter  une  ou 

deux  des  substitutions  A'^B'^ ,  .  .  . ,  A'„_,B„_, 


a;b; 
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Les  systemes  2  corres pendants  aux  di verses  valeurs  que  Ton  pent  assi- 
gner  a  yu,  contenant  evidemment  un  nombre  different  de  substitutions ,  ne 
peuvent  ^tre  transformes  les  uns  dans  les  autres.  lis  constituent  done 
autant  de  classes  distinctes. 


21.  Second  cas.  —  Soit  o-  =  o.  Tout  systemedela forme  (4)  contenant 
plus  de  quatre  substitutions pourraetre  transform^  en  unsysteme analogue, 


ou  la  suite     ?  C,D, 


se  borne  a      ?  C.D,  {  Do 


En  efFet,  transformons  le  systeme  (4)  par  la  substitution  |A^G,  D^CjDjI; 
A, ,  C, ,     ayant  o  et  Co ,     ayant  i  pour  caractere,  A, ,  C, ,     ,  C, < 

seront  transformes  respectivement  enC^D^CjjDj,  C^,D,,  C^D^  J  •  Le 
systeme  propose  aura  done  son  transforme  de  la  forme 


-  (6) 


a; 

B', 


A'B' 

I  I 


a; 


A'„ 


A'.B', 


b: 


I'- 


.  a;b; 


CD.  D 


C,D, 


oil  /«  =  /  4-  k  —  2. 

Si  (t4H-2<n,  les  2^tH-6  substitutions  ci-dessus  appartiendront  au 
systeme  cherche  2;  dans  le  cas  contraire,  il  pourrait  y  avoir  lieu  d'exclure 

b; 

une  ou  deux  des  substitutions  A',  B', .  .  .  {   ,  ^  • 

Dans  tons  les  cas,  il  est  clair  qu'aux  diverses  valeurs  de  correspondent 
des  systemes  1  ayant  un  nombre  de  substitutions  different ;  chacun  d'eux 
repr^sentera  done  une  classe  distincte. 


Digitized  by 


SLR  LES  CARACTEAISTIQUES  DES  FONCTJONS  0.  5iJ 

A  ces  diverses  classes  il  faudra  ajouter,  s'il  y  a  lieu,  celle  formee  par  les 

A,  G. 

systemes  contenant  seulementquatre  substitutions,  telles  que     >  • 

B,  D, 

Ces  systemes  n'existeront  que  si  Ton  a  a  la  fois  /i  =  2,  R  =  o. 


22.  Tout  sy Sterne  de  la  forme  (5)  oil  la  suite 

C,D....C„D„A,. 


C,  ( 


contient  plus  de  trois  substitutions  peut  etre  transforme  en  un  systeme  de 
Vespece  (6). 

Pour  le  montrer,  il  suflira,  comme  tout  a  Theure,  de  transformer  le 
systeme  par  la  substitution  |  A  ^  C,  D,        | . 
Le  cas  oil  le  systeme  se  reduirait  a  la  forme 

A. 

(7)  I^''  ^'^'!n' 

echappe  a  cette  demonstration.  En  effet,  la  substitution  C^D^C^DjA,  est 
contenue  dans  le  systeme  et  a  pour  caractere  zero.  En  la  transformant 
par  IA^C^DjCjDjjI,  elle  se  changerait  dans  la  substitution  unite.  Gette  sub- 
stitution etant  exclue  dans  toute  notre  analyse,  la  transformation  ci-dessus 
ne  doit  pas  etre  operee. 

Le  systeme  Z  correspondant  a  ce  cas  contient  six  substitutions,  nombre 
inferieur  k  celui  qui  figure  dans  les  systemes  (6).  Ge  nouveau  systeme 
represente  done  une  classe  nouvelle. 

11  reste  enfin  a  considerer  les  systemes  2  oil  la  suite       •  •  •  ?  G^     .  .  .  A, 

ne  contient  que  trois  substitutions.  On  doit  admettre,  par  raison  de 

.      ,         .  A, 
symetrie,  qu'il  en  est  de  meme  de  la  suite  analogue     »  • » •  >  A,B, .  .  .  A,. 
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Le  systeme  2  sera  done  de  la  forme 

(8)  A,B,A„  C.D.A,. 

Ge  systeme  ne  donne  aucune  classe  nouvelle;  car  nous  allons  montrer 
que  les  formes  (7)  et  (8)  sont  transformables  Tune  dans  Tautre. 

On  peut,  en  effet,  determiner  une  substitution  B,  telle  que  Ton  ait 
[C,,BJ  =  [D,,B,] -[C,,BJ^o,[A,,BJ^i.  Dailleurs  on  pent  sup- 
poser  que  B,  a  pour  caractere  i ;  car,  au  besoin,  on  pourrait  le  remplacer 
par  A,  B, ,  qui  est  d'un  caractere  oppose* 

Cela  pose,  transformons  le  systeme  (7)  par  | C,  D, B,  | ;  il  deviendra 


ou,  en  posant  B, =  B'^ ,         A,  =  A'^ , 

B'/  d/  ^'^'^'^ 

23.  Nous  terminerons  cette  etude  en  traitant  sommairement  deux 
autres  problemes,  analogues  en  apparence  aux  problemes  I  et  II,  mais 
dont  la  solution,  d'ailleurs  tres-facile,  conduit  a  des  resultats  tout  differents 
des  precedents. 

Probl^me  III.  —  Determiner  les  systeme^  complets  de  substitutions 
dont  les  exposants  d'echange  mutuels  soient  tous  nuls. 

Soient  A,,  A^, .  .  . ,  A,  des  substitutions  du  systeme  cherche  2,  choisies 
en  aussi  grand  nombre  que  possible  sous  la  condition  de  n'etre  liees  par 
aucune  relation  de  la  forme 
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II  est  clair  que  les  substitutions  de  2  seront  toutes  de  la  forme  A^»A^' . . .  Af» 
et  que^reciproquement,  Spourra  contenir  toutes  les  substitutions  de  cette 
forme. 

Soient     ,  •  -  •  9     des  substitutions  telles  que  Ton  ait 

[A^B,]-^o  pour^^f, 

G  resultera  de  la  combinaison  des  substitutions  A^ ,  B^ ,  .  .  . ,  A^^  B^  avec 
un  groupe  g  d'ordre  2'""^'  et  dont  les  substitutions  ont  leurs  exposants 
d'echange  nuls  avec  les  precedentes.  Si  g  contenait  une  autre  substitution 
que  Tunite,  on  pourrait  Fadjoindre  a  2,  qui  par  suite  ne  serait  pas  com- 
plet.  II  faut  done  admettre  que  Ton  a  n  = 

24.  Imposons-nous  la  condition  supplementaire  que  les  substitutions 
de  1  aient  toutes  un  meme  caractere  a.  Soit  d'abord  a^o.  On  pourra 
determiner  A,,  .  .  A,_,  de  telle  sorte  qu'elles  aient  pour  caractere  o-, 
et  B,,  . . . ,  B,..,  de  telle  sorte  qu'elles  aient  o  pour  caractere;  et  G  resul- 
tera de  la  combinaison  de  A, ,  .  .  . ,  A,_, ;  B, ,  .  . ,  B,^,  avec  un  groupe 
d'ordre  2*,  ayant  le  m6me  type  p  que  G. 

Si  f  =  o^  contiendra  une  substitution  A,  de  caractere  cr;  et  2  con* 
tiendra  toutes  les  substitutions  derivees  de  A, ,  .  .  . ,  A,. 

Mais  si  p  =  i ,  la  substitution  cherchee  A^  n'existera  pas ;  2  ne  contiendra 
done  que  les  substitutions  derivees  de  A,,  .  .  . ,  A,_,. 

Soit  enfin  a  =  On  pourra  determiner  A,,  .  .  . ,  A„  de  telle  sorte 
qu'elles  aient  pour  caractere  i ;  et  2  contiendra  celles  des  substitutions 
A^' .  . .  A^"  qui  ont  pour  caractere  i ,  autrement  dit,  celles  pour  lesquelles 
a,  4-  .  .  .  +  a„  =  1. 

25.  Probl^me  IV.  —  Determiner  les  systemes  complets  de  substitutions 
tels  que  la  somme  des  exposants  d'echange  de  trois  d'entre  eiles  soit  nulle. 

Soient  S  Tune  des  substitutions  cherchees;  S,  S',  S'^,  .  .  .  celles  dont 
les  exposants  d'echange  avec  S  sont  nuls;  T,  T',  .  .  .  celles  dont  les 
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exposants  d'echange  avec  S  sont  egaux  a  i .  On  aura 


[S,S'J  +  [S,S^^J  +  [S',S'^J-o,  d'oii  [S',S''J  =  o, 
[S,  S']  +  [S,T]  +  [S',Tj^o,    d'oii    [S',T]  =  i, 

[s,T]+[s,rjH-[T,r]=o,  d'ou  [T,r]=o. 

Le  systeme  cherche  2  resulte  done  de  la  combinaison  de  deux  systemes 
partiels  tels  que  les  exposants  d'echange  de  deux  substitutions  soient  nuls 
si  elles  appartiennent  au  meme  systeme,  egaux  a  i  dans  le  cas  contraire. 

Soient  A,  Tune  des  substitutions  de  S,  S',  .  .  . ;  Tune  des  substi- 
tutions de  T,  T',  ....  Les  substitutions  S',  .  .  . ,  ayant  leurs  exposants 
d'echange  avec  A,  et  respectivement  egaux  a  o  et  a  i ,  seront  toutes  de 
la  forme  A^M,  M  etant  Tune  des  substitutions  du  groupe  g  forme  par 
celles  des  substitutions  de  G  qui  ont  leurs  exposants  d'echange  nuls  avec 
A,  et  B,.  De  meme,  les  substitutions  T',  ...  seront  de  la  forme  B,M. 

Les  substitutions  de  1  seront  done  les  suivantes : 

A,  ,  A,M,  A.M', 

B.  ,  B.M„  b.m;,  .... 

D'ailleurs  les  substitutions  M^M'^ ,  .  .  . ,  M^,  M'^ ,  .  .  .  devront  avoir  des 
exposants  d'echange  mutuels  egaux  a  zero.  Elles  appartiendront  done  a 
Tun  des  systemes  complets  contenus  dans  g  et  qui  jouissent  de  cette  pro- 
priete.  Les  substitutions  de  ces  systemes  complets  pen  vent  etre  mis, 
comme  on  Fa  vu,  sous  la  forme 

a;«...a-. 

Done  les  substitutions  de  1  seront  toutes  de  Tune  des  deux  formes 

(9)  A,A^-....Ar,  B.A^*...A:'. 

Reciproquement,  Tensemble  de  ces  substitutions  constitue  un  systeme 
jouissant  des  proprietes  requises.  Done  2  devra  les  contenir  toutes  pour 
^tre  complet. 
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Si  Ton  s'impose  comme  condition  supplementaire  que  toutes  les  substi- 
tutions de  2  aient  pour  caractere  a-,  on  pourra  faire  en  sorte  que  A,  et 
aient  pour  caractere  or  et  que  Aj,  .  .  . ,  A,^_,  aient  pour  caractere  zero.  On 
determinera  ensuite  des  substitutions  Bj,  .  .  . ,  B^_,  telles  que  Ton  ait 

[A,B,]  =  i,  [A,B,]-o. 

G  sera  derive  de  la  combinaison  de  A^,  .  .  . ,  A„..,,  B,,  B„_,  avec  un 
groupe  g-'  de  type  p  —  (j.  Si  p  —  cr^o,  on  pourra  determiner  dans  g'  une 
substitution  A^  de  caractere  zero,  et  2  contiendra  toutes  les  substitu- 
tions (9).  Si  p  —  0-  =3 1 ,  il  ne  contiendra  que  les  substitutions 

A.A-...A:-;S  B,A«^..A::7'. 
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FONCTIONS  ELLIPTIQUES  DE  PREMIERE  ESPECE, 

Par  M.  H.  LEAUTE. 


Nous  nous  proposons,  dans  ce  travail,  d'etudier  les  diverses  relations 
qui  existent  entre  les  fonctions  elliptiques  de  premiere  espece  et  les  coor- 
donnees  des  points  d'une  biquadratique  gauche  (*).  Ces  relations,  dont 
plusieurs  sont  deja  connues,  peuvent  etre  utiles  dans  un  grand  nombre  de 
questions.  Elles  donnent  en  particulier  une  representation  geometrique 
simultanee  des  trois  fonctions  elliptiques  sin  am,  cos  am,  Aam,  ou,  si  Ton 
veut,  des  quatre  fonctions  0,  0^ ,  H,  H, . 

La  methode  que  nous  emploierons,  et  qui  est  celle  des  projections  stereo- 
graphiques,  nous  a  deja  servi  dans  le  cas  des  courbes  planes  du  second 
degre       il  est  necessaire  que  nous  la  rappelions  tout  d'abord. 

Le  theoreme  d'Abel,  limite  au  cas  des  integrates  elliptiques  de  premiere 
espece,  a  ete  mis  par  Glebsch  sous  la  forme  geometrique  suivante 

La  somme  des  integrates 


(')  Nous  enlendons  par  biquadratique  gauche^  conformement  Tusage,  la  courbe  d'intersection 
de  deux  surfaces  du  second  degre  ou  quadriques. 

{*)  Comptcs  rendus  des  seances  de  TAcadimie  des  Sciences y  i3  juillet  el  7  septembre  1874- 
{»)  Voir  Bbetrand,  Traits  de  Calcul  diffirentiel  et  integral ^  t.  II,  p.  583. 
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dans  lesquelles  on  prend  successivement  pour  limite  superieure  les 
abscisses  des  points  d'intersection  de  la  courbe 

(1)  r*  =  (i.-a?«)(.-AX) 

avec  une  courbe  algebrique 

/(a?,j)=o, 

est  constante  tant  que  cette  courbe  conserve  le  meme  degre.  Mais  la 
courbe  ( i )  pent  etre  representee  par  les  deux  equations 

X  —  sinam^, 

y  =  COS  simu.Aamu. 

On  pent  done  regarder  cette  courbe  comme  donnant  par  les  coordonnees 
de  chacun  de  ses  points  une  representation  de  la  fonction  elliptique  et  de 
sa  derivee,  puisque  a  chaque  valeur  de  Tintegrale  elliptique  u  correspond 
un  point  de  la  courbe. 

Or,  cette  courbe  (i)  est  la  perspective  stereographique  d'une  biquadra- 
tique  (A)  aux  conditions  suivantes  : 

1°  L'oeil  est  sur  Tun  des  quatre  cones  passant  par  la  biquadratique  et  sur 
une  arete  du  tetraedre  conjugue  commun  aux  deux  quadriques  dont  Tin- 
tersection  determine  la  biquadratique. 

En  effet,  la  perspective  de  (A)  aura  alors  deux  points  doubles  confondus 
en  un  seul  dans  la  direction  de  la  generatrice  du  cone  passant  par  Foeil,  et 
les  cordes  issues  du  double  point  double  seront  divisees  harmoniquement 
par  le  plan  du  tetraedre  conjugue  oppose  au  sommet  du  cone  considere. 

2''  Le  plan  du  tableau  est  parallele  au  plan  tangent  au  cone  mene  par 
roeil. 

Par  cette  condition,  le  double  point  double  est  rejete  a  Tinfini,  et  les 
cordes,  desormais  paralleles,  qui  en  ^manent  sont  coupees  en  leur  milieu 
par  la  trace,  sur  le  plan  du  tableau,  du  plan  du  tetraedre  conjugue  oppose 
au  sommet  du  cone  considere.  Gette  trace  devient  done  un  axe  de 
symetrie. 

3"*  Le  rapport  anharmonique  des  rayons  visuels  passant  par  les  quatre 
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points  d 'intersection  de  (A)  avec  le  plan  polaire  du  sommet  dii  cone  qui 
contient  Toeil  est  egal  a  celui  des  quatre  points  ou  la  courbe  (i)  coupe  son 
axe  de  symetrie. 

Si  Ton  remarque,  en  effet,  que  les  quatre  droitesqui  vont  de  Toeil  aux 
points  d'intersection  de  (A)  avec  le  plan  SjjSj  du  sommet  S  du  cone  qui 
contient  Toeil  sont  deux  a  deux  divisees  harmoniquement  par  les  rayons 
visuels  passant  en  S,  et  S^,  on  voit  que,  grace  a  la  condition  precedente, 
les  quatre  points  de  (i)  situes  sur  Taxe  de  symetrie  seront  tons  a  la  fois  les 
perspectives  des  quatre  points  de  (A)  situes  dans  le  plan  S^SjSg,  des  que, 
le  centre  de  la  courbe  (i)  restant  sur  S^S,,  on  aura  place  Tun  des  premiers 
points  sur  le  rayon  visuel  passant  par  le  point  de  (A)  qui  lui  correspond. 

4**  A  un  point  de  (i)  pris  en  dehors  de  Taxe  doit  correspondre  un 
point  de  (A) . 

Ces  conditions  etant  remplies,  a  chaque  point  de  (i)  correspond  un  seul 
point  de  (A),  et  Ton  peut,  par  suite,  transporter  a  cette  biquadratique  (A) 
la  representation  des  fonctions  elliptiques  fournie  par  la  courbe  (i).  Cest 
la  le  principe  de  la  methode  que  nous  suivrons  dans  ce  travail. 

L  —  Relations  entre  les  coordonniCes  des  points  d'une  biquadratique 

ET  LEURS  arguments  ELLIPTIQUES. 

Soient,  comme  precedemment  {voir  la  figure  de  la  page  68), 

SS^SjS,  le  tetraedre  conjugue  a  la  biquadratique  (A)*; 
S  le  sommet  du  cone  qui  contient  Voeil ; 
O  la  position  de  Toeil  sur  I'arete  S^Sg. 

Le  plan  du  tableau  est  parallele  au  plan  tangent  au  cone  le  long  de  OS, 
c'est-a-dire  au  plan  SOS^ ;  il  contient  la  courbe  (i),  perspective  de  la 
biquadratique  (A). 

Designons  par  X,  Y,  Z,  T  les  coordonnees  d'un  point  du  cone  S  rap- 
portees  au  tetraedre  SS^SgS,,  les  plans 

X  =  o,    Y  =  o,    Z=:o,    T  =  o 
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etant  ceux  des  faces  opposees  respectivement  aux  sommets  S^,  82,83, 
et  S. 

Designons  aussi  par  x  et  y  les  coordonnees  d'un  point  du  plan  du 
tableau,  Taxe  des  x  etant  parallele  a  OS,  et  I'axe  desjr  a  OS. 


S3 


Nous  nous  proposons  d'obtenir  les  relations  qui  lient  X,  Y,  Z,  T  a 
X  et  J. 

Or,  le  cone  S  etant  du  second  degre,  on  a 

AX=/,(a:,j), 

AY=y;(a;,j), 

AT (a;,  J), 

les  fonctions J\j/2^/siJ\  ^tant  ei^lieres,  rationnelles  et  du  second  degre. 

Pour  determiner  ces  fonctions,  nous  allons  considerer  les  intersections 
du  cone  Savec  les  faces  du  tetraedre  de  reference  et  voir  ce  que  deviennent 
ces  intersections  en  perspective. 

La  conique  (c)  d' intersection  du  plan  T  ~  o  donne  en  perspective  la 
droite  J  3=  o  et  une  droite  eloignee  indefiniment;  on  a  done 

Les  deux  droites  du  plan  X  —  o  donnent  la  droite  x  —  o  et  une  droite 
eloignee  indefiniment^  d'oii  Ton  conclut 

aX  =  2,ax. 
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Les  deux  droites  du  plan  Y  =  o  donnent  deux  droites  paralleles  a  Oy  et 
symetriques  par  rapport  a  cet  axe;  par  suite, 

Knfin  les  deux  droites  du  plan  Z  —  o  donnent  aussi  deux  droites  paralleles 
a  Ojr  et  sjrmetriques ;  on  pent  done  ecrire 

aZ  =  7(i  —  c^x^) 

Mais  il  est  facile  de  demontrer  que  Ton  doit  avoir 

En  effet,  on  sait  que,  si  Ton  considere  deux  axes  conjugues  dans  une 
conique,  les  quatre  droites  qui  joignent  leurs  extremites  a  un  point  quel- 
conque  de  la  conique  forment  un  faisceau  harmonique ;  or,  les  droites 
et  8,83  sont  axes  conjugues  dans  la  conique  (c)  par  rapport  au  point  S^ ; 
les  quatre  droites  qui  joignent  O,  point  de  (c),  a  leurs  quatre  points 
d  intersection  avec  (c)  forment  done  un  faisceau  harmonique,  et  il  en  est 
de  meme  des  perspectives  des  quatre  generatrices  correspondant  au 
cone  8. 

Mais  ces  quatre  generatrices  sont  donnees  en  perspective  par 

1  —  b^x^  —  o, 
I   -  x^~ 

et,  pour  que  leur  rapport  anharmonique  soit  egal  a  —  i ,  il  faut 

^,^^_c'^o. 

Ceci  pose,  si  Ton  remarque  que  Ton  doit  avoir  identiquement 

X^  +  Y^  — Z^=o, 
puisque  c'est  T equation  du  cone  8,  on  en  deduit 
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et,  comme  il  est  permis  de  faire  a  egal  a  I'unit^  et  |3  egal  a  Funite,  on 
obtient 

X  _      Y      _      Z  _T 

Les  relations  existant  entre  les  coordonnees  d'un  point  du  plan  de  la 
courbe  (i)  et  celles  d'un  point  du  cone  etant  ainsi  obtenues,  assujettissons 
le  pointer,  J  a  etre  sur  la  courbe  (i),  c'est-a-dire  posons 

La  biquadratique  (A)  est  donnee  par  Tequation  du  cone  S, 

X^  +  Y^  — Z^=o, 

et  par  I'equation  d*un  cone  ayant  pour  sommet  , 

mY^^-7^Z'4-/?T^  =  o. 

Remplacons  dans  cette  equation  Y,  Z,  T  par  les  quantites  proportionnelles 
et  J*  par  sa  valeur ;  nous  avons,  en  exprimant  que  Tequation  obtenue  est 
identiquement  satisfaite, 

ce  qui  conduit  aux  relations 

XT  Z  T 


(0 


et  les  equations  de  la  biquadratique  sont 

(2)  X^  +  Y^  — Z^--o, 

(3)  (i  +  ;t)^Y^  — (i  —  ;t)^Z^—  4>tT^==  o. 

Ce  groupe  de  formules  (i),  (a),  (3)  fournit  une  representation  de  la  fonc- 
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tion  elliptique  de  premiere  espece  et  de  sa  derivee  par  les  coordonnees  des 
points  d'une  biquadratique  (*). 

Le  module  est  egalement  susceptible  d'une  representation  geometrique 
qu'il  est  important  d'etablir. 

Pourcela,  rappelons  le  theoreme  suivant,  qui  est  du  a  M.  Cremona  (*)  : 

Le  rapport  anharmonique  de  quatre  plans  tangents  a  une  biquadra- 
tique,  menes  par  une  droite  s'appuyant  sur  cette  courbe  en  deux  points,  est 
constant  quand  cette  droite  varie. 

Ce  rapport  est,  par  suite,  egal  a  celui  des  quatre  plans  tangents  menes 
par  la  generatrice  SO  du  cone  S ;  or,  ce  dernier  rapport  est  egal  a  celui 
des  quatre  points  racines  de  la  courbe  plane 

f  =  {i~x'){i-k'x'), 

c'est-a-dire  qu'il  est  egal  a 

si  done  nous  appelons  rapport  anharmonique  d'une  biquadratique  le 
rapport  anharmonique  constant  du  theoreme  de  Cremona,  nousam*ons  la 
relation  suivante. 


(*)  M.  Laguerre  a  doane  k  I'integrale  elliptique  une  forme  geometrique  tres  elegante  dans  le  cas 
d*une  biquadratique  spherique  : 

«  En  designant  par  M  un  point  quelconque  de  la  biquadratique  sphMquCf  par  F,  G,  K  ses 
quatre  foyers  reels  y  I'int^grale  elliptique  s'exprime  par 

J  V/MF.MG.MH.MK 

{Journal  de  MathSmatiques  pares  et  appliquecs  de  M.  Liouvilley  t.  XV,  a*  serie^  p.  197  :  Sur  un 
problhme  de  Giomitrie  relatif  aux  courbes  du  quatrienie  ordre.) 

(')  Cebmona,  Memoire  de  GSomdtrie  pure  sur  les  surfaces  du  troisieme  ordre  [Journal  de 
Borchardty  t.  LXVllI,  p.  119). 
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ou,  si  Ton  veut, 

14-v/p 

qui  fixe  geometriquement  la  valeur  du  module  k 

Dans  ce  qui  precede,  nous  avons  suppose  que  Toeil  etait  place  au  point 
d'intersection  de  la  droite  YZ  avec  la  base  du  cone  S;  on  aurait  pu,  de 
meme,  le  placer  en  un  quelconque  des  points  d'intersection  de  cette 
conique  de  base  avec  les  cotes  du  triangle  forme  par  les  trois  droites 
XY,  XZ,  YZ.  Pour  chacun  de  ces  six  points,  on  aurait  deduit  de  la 
biquadratique  une  courbe  plane  dont  Tequation  aurait  ete  de  la  forme 

de  sorte  que  k  meme  biquadratique  pent  ainsi  servir  a  la  representation 
de  six  fonctions  elliptiques. 

Ces  fonctions  different  par  leurs  modules;  mais, d'apres  la  relation  entre 
p  et  ^  qui  vient  d'etre  etablie,  ces  modules  s'obtiennent  a  I'aide  des  rap- 
ports anharmoniques  des  quatre  memes  points  pris  dans  un  ordre  conve- 
nable,  et  Ton  voit  par  la  qu'il  n'y  en  a  reellement  que  trois  distincts, 
correspondant  aux  trois  droites  XY,  XZ  et  YZ, 

Si  Ton  remarque  en  outre  que  la  valeur  de  x  fixe  simplement  le  plan 
mene  par  OS  qui  passe  par  le  point  considere  de  la  biquadratique,  on 
voit  que,  pour  deux  quelconques  des  positions  du  point  de  vue  O,  les 


(*)  M.  Axel  Harnack,  de  Darmstadt,  a  exprime  le  module  d'une  biquadratique  k  Taide  du 
rapport  ankarmonique  des  quatre  plans  taugents  h  cette  courbe  menes  par  uue  droite  qui  la  ren- 
contre en  deux  points,  dans  un  travail  intitule  Ueber  die  Darstellung  der  Raumcurve  vierter 
Ordnung  enter  Species  and  ihres  Secantessystemes  durch  doppelt  periodische  Functionen^  public 
dans  \e&  Mathematische  Annalen^  XH  Band,  1877,  P*  4?*  ^ous  devons  faire  remarquer  i  ce  sujet 
que  no8  resultats,  identiques,  sur  quelques  points  que  nous  indiquerons,  k  ceux  de  M,  Harnack, 
ont  ete  consignes  dans  un  Memoire  depose  k  TAcademie  des  Sciences  en  1876  et  dont  un  ex  trait 
a  ete  insere  aux  Comptes  rendus  le  4  septembre  1876,  tandis  que  le  travail  de  M.  Harnack  est 
date  de  Janvier  1877. 

D'ailleursy  la  methode  que  nous  avons  employee  est  compl^tement  differente  de  celle  suivie  par 
M.  Harnack. 
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plans  correspondant  a  un  meme  point  de  la  biquadratique  forment  deux 
faisceaux  homographiques. 

Les  differentes  valeurs  de  x  repondant  aux  trois  fonctions  elliptiques 
dont  il  vient  d'etre  parle  sent  done  reliees  deux  a  deux  par  des  relations 
lineaires,  et  Ton  retrouve  ainsi  les  proprietes  connues  de  la  transformation 
du  premier  degre. 

On  pent  evidemment  obtenir  une  infinite  d'autres  representations  a 
I'aide  des  formules  de  transformation  des  fonctions  elliptiques.  Parmi  ces 
diverses  representations,  ii  en  est  une  particulierement  simple  que  nous 
allons  examiner;  on  I'obtient  par  une  transformation  du  second  degre. 

Posons  a  cet  effet 

_  i  —  hx* 

avec 

i-hk 


i  —  k 


les  equations  (i),  (2),  (3)  precedemment  obtenues  deviennent,  en  tenant 
compte  de  la  relation 

et  supprimant  les  indices, 

^     —     =  o,  cone  de  sommet  S, 

PY^  —  Z^^k^T^'^o,  cone  de  sommet  S, , 

ou  encore 

A^X'  _  h!^  (T^  —  Z')     o,  cone  de  sommet  S,, 

X'  f  k'^ (Y'  ~  T')  ^  o,  cone  de  sommet  S3, 

avec  les  relations 

M)  X  Y         Z  T 


cosamu      sinamu       i        i  .  ' 

—  Aamu 


qui  peuvent  s  ecrire 
X 


(5) 


^A'H,(«)      H(a)  ^0(„) 
XLFl*  Cahier. 


v/f®.(«) 
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C'est  la  line  deuxieme  representation  des  fonctions  elliptiques  au  moyen 
d*une  biquadratique,  representation  plus  commode  dans  les  applications 
et  plus  complete  que  celle  que  nous  avions  obtenue  precedemment,  puis- 
que  dans  cette  derniere  il  n'entrait  que  la  fonction  sin  am  et  sa  derivee, 
tandis  que  dans  celle  que  nous  venons  d'obtenir  les  trois  fonctions  ellip- 
tiques entrent  symetriquement  ou,  si  Ton  veut,  les  quatre  fonctions 
0,0,,  Het  H,. 

II  ne  nous  reste  plus  maintenant,  pour  completer  cette  representation, 
qu'a  donner  la  signification  geometrique  du  module. 

La  solution  de  cette  question  resulte  immediatement  des  relations  qui 
donnent  le  nouveau  module  en  fonction  de  Tancien  et  ce  dernier  en 
fonction  du  rapport  anharmonique  de  la  biquadratique  : 


I  — A 
et 

Si  done  nous  appelons,  d'apres  la  definition  donnee  plus  haut,  rapport 
aniiarmonique  d'nne  biquadratique  le  rapport  constant  de  quatre  plans 
tangents  a  cette  courbe  menes  par  une  droite  quelconque  s'appuyant  sur 
elle  en  deux  points,  et  si  nous  designons  par  module  de  la  biquadratique 
le  module  de  la  fonction  elliptique  qui  permet  d'etablir  les  relations  (4)9 
nous  pouvons  enoncer  le  theoreme  suivant,  qui  est  fondamental  dans  la 
theorie  qui  nous  occupe  : 

Le  module  d'une  biquadratique  est  egal  a  V inverse  de  la  rax^ine  carree 
de  son  rapport  anharmonique. 

Si  Ton  prenait  les  quatre  points  de  la  biquadratique  situes  dans  le  plan 
des  droites  XY,  XZ,  YZ,  dans  Tordre  oil  ils  se  presentent  lorsqu'on  par- 
court  la  conique  correspondante  dans  le  sens  ZYX,  leur  rapport  anhar- 
monique serait  Tinverse  de  celui  que  Ton  a  designe  par  p  et  le  theoreme 
precedent  deviendrait  le  suivant : 
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Le  module  d'une  biquadratique  est  6gal  a  la  racine  carree  de  son 
rapport  anharmonique. 

Ce  theoreme  nous  fournit  le  module  d'une  biquadratique  en  fonction 
du  rapport  anharmonique  de  quatre  plans  tangents  a  cette  courbe,  mais 
on  pent  remplacer  ces  plans  par  d'autres  surfaces  a  Taide  du  theoreme 
suivant  (*)  : 

La  somme  des  arguments  elliptiques  relatifs  aux  points  d' intersection 
d'une  biquadratique  avec  une  surface  quelconque  est  constante  pour  toutes 
les  surfaces  de  meme  degre. 

En  effet,  les  points  d'intersection  de  la  biquadratique  (A)  avec  la 
surface  2^  de  degre  m  sont  sur  la  courbe  d' intersection  de  2,„  avec  le 
cone  du  second  degre  S  qui  contient  (A).  Cette  courbe  d'intersection,  qui 
est  du  degre  est  telle,  qu'elle  est*coupee  en  m  points  par  chaque 
generatrice  du  cone  S.  Si  done  on  prend  la  perspective  de  la  figure  ainsi 
qu'il  a  ete  dit,  la  biquadratique  (A)  devient  la  courbe  (i)  et  la  courbe 
gauche  de  degre  t^m  devient  une  courbe  plane  de  meme  degre  qui  a 
deux  points  multiples  d'ordre  m  confondus  en  un  seul  a  Tinfini  sur  Oy. 

Mais  alors  cette  courbe  et  la  courbe  (i)  ont,  en  ce  point  de  Ojsitue  a 
I'infini,  ^m  points  communs  qui  restent  fixes  quand  2^  varie,  et  leurs 
4m  autres  points  communs  qui  sont  variables  sont  donnes  par  des  courbes 
planes  d'un  meme  degre;  done,  d'apres  le  theoreme  de  Clebsch,  la 
somme  des  arguments  elliptiques  relatifs  a  ces  points  est  constante. 

II  sufHt  maintenant  de  revenir  de  ces  ^m  points  situes  sur  (i)  aux 
4/w  points  de  Tespace  qui  leur  correspondent  sur  (A)  pour  avoir  le  theo- 
reme enonce. 


(')  Ce  theoreme  a  ete  enonce  par  Clebsch  sous  une  forme  plus  generale,  c'est-^i-dire  pour  le 
cas  d'une  surface  quelconque  et  d'une  courbe  gauche  quelconque,  dans  son  Memoire  intitule 
Uebcr  die  Jnwendung  der  Abelschen  Functionen  in  der  Geometric,  insere  au  Journal  de  Crelle, 
t.  LXIU,  p.  189.  Si  nous  donnons  ici  la  demonstration  du  cas  particulier  relatif  aux  biquadra- 
tiques«  c'est  k  titre  d*application  des  methodes  de  perspective  indiquees  dans  ce  travail. 
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Cette  propriete  etant  etablie,  on  en  deduit  immediatement  le  theoreme 
qui  suit  : 

Le  rapport  anharmonique  de  quatre  surfaces  tangentes  a  une  biqua- 
dratique  est  constant  lorsque  ses  surfaces  appartiennent  a  un  faisceau  tel 
quelles  ne  coupent  la  biquadratique  quen  deux  points  ^variables. 

Si  I'on  considere  en  effet  toutes  les  surfaces  d'un  faisceau  qui  ne  coupent 
la  biquadratique  (A)  qu'en  deux  points  variables  M  et  M',  la  somme  des 
arguments  elliptiques  relatifs  a  ces  deux  points  est  constante  d'apres  le 
theoreme  precedent.  La  droite  MM'  decrit  alors  une  quadrique  passant 
par  (A),  comme  I'a  demontre  M.  Laguerre  (*),  et  Ton  voit  bien  que  la 
serie  des  points  ainsi  obtenus  par  des  surfaces  d'un  degre  quelconque  est 
exactement  la  m^me  que  celle  qu'on  obtiendrait  avec  un  faisceau  de  plans, 
ce  qui  est  le  cas  du  theoreme  de  Cremona. 

Cela  pose,  il  est  clair  que  le  faisceau  des  surfaces  considerees  est  homo- 
gi  aphique  au  faisceau  de  plans  dont  il  vient  d'etre  question ;  le  rapport 
anharmonique  de  quatre  surfaces  quelconques  est  done  egal  a  celui  des 
quatre  plans  correspondants. 

Si  Ton  considere  en  particulier  les  quatre  surfaces  tangentes  a  (A),  on 
voit  que  leur  rapport  anharmonique  sera  le  meme  que  celui  des  quatie 
plans  tangents,  ce  qui  demontre  le  theoreme. 

On  peut  maintenant,  au  lieu  de  considerer  la  courbe  (A)  comme  situee 
dans  Tespace,  la  regarder  comme  tracee  sur  une  des  quadriques  qui  la 
contiennent;  ce  n'est  plus  alors  un  faisceau  de  surfaces  que  Ton  doit 
prendre,  mais  bien  le  faisceau  de  courbes  suivant  lequel  ce  faisceau  de 
surfaces  coupe  la  quadrique,  et,  sous  cette  forme,  le  theoreme  enonce 
donne  une  generalisation  d'un  theoreme  demontre  parClebsch  (*)  : 


(')  Laguerrb,  Sur  un  probleme  de  GdomStrie  relatif  aux  courbes  du  quatrieme  ordre  [Journal 
de  Mathdmatiques  pures  et  appliquees  de  M,  Liouville,  t.  XV,  2*  scrie,  p.  197). 

(')  CLEBSGHy  Sur  une  propriitc  des  courbes  d* ordre  n  a  — ^        points  doubles  [Comptes  rendus 

des  stances  de  VAcademie  des  Sciences ^  9  Janvier  i865,  t.  LX,  p.  68). 
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Si  I  on  considere  les  courbes  tracees  sur  urie  meme  quadrique,  le 
rapport  anhannonique  de  quatre  courbes  quelconques  tangentes  a  une 
meme  biquadratique  est  constant  lorsque  ces  courbes  appartiennent  a  un 
faisceau  tel  qucUes  ne  coupent  la  biquadratique  quen  deux  points 
variables. 

Les  conclusions  qui  viennent  d'etre  etablies  pourraient  evidemment 
etre  appliquees  a  un  grand  nombre  de  cas  particuliers ;  nous  citerons  les 
suivants,  non  a  cause  de  leur  importance,  qui  est  minime,  mais  comme 
exemples  d'applications  du  theoreme. 

Considerons  un  faisceau  de  plans  passant  par  deux  points  fixes  de  (A) ; 
nous  obtiendrons  un  faisceau  de  coniques  passant  par  ces  deux  points 
fixes  et  nous  en  deduirons  ce  theoreme,  qui  n'est  au  fond  que  celui  de 
Cremona  : 

^tant  donnee  une  biquadratique  (A)  et  une  quadrique  qui  la  contient,  le 
rapport  anharmonique  des  quatre  coniques  tracees  sur  la  quadrique,  pas- 
sunt  par  les  deux  points  fixes  de  (A)  et  tangentes  a  (A),  est  constant,  quels 
que  soient  les  deux  points  fi^es  choisis  sur  (A). 

Prenons  maintenant  un  faisceau  de  quadriques  determine  par  six  points 
fixes  de  (A)  et  deux  autres  points  fixes  pris  en  dehors  de  (A);  les  courbes 
tracees  sur  la  quadrique  qui  contient  (A)  sont  des  biquadratiques,  et  Ton 
a  le  theoreme  suivant  : 

^ant  donnee  une  biquadratique  (A)  et  une  quadrique  qui  la  contient,  si 
I' on  considere  les  quatre  biquadratiques  tracees  sur  la  quadrique  qui 
passent  par  six  points  de  (A) ,  par  deux  points  pris  en  dehors  de  (A)  et  qui 
sont  de  plus  tangentes  a{A)yle  rapport  anharmonique  de  ces  quatre  biqua^ 
dratiques  est  constant,  quels  que  soient  les  huit  points  choisis. 

Dans  ce  dernier  cas,  si  deux  des  points  fixes  situ^s  sur  (A)  et  Tun  des 
points  fixes  situes  en  dehors  se  trouvent  a  la  fois  sur  une  meme  genera- 
trice  de  la  surface  consideree,  on  obtient  un  faisceau  de  cubiques  gauches 
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qui  n*ont  evidemment  que  quatre  points  fixes  sur  (A),etron  en  conclut 
ce  theoreme  : 

Etant  donnee  itne  biquadratique  (A)  et  une  quadrique  qui  la  contient,  si 
Von  considere  les  quatre  cubiques  gauches  tracees  sur  la  quoArlque  qui 
passent  par  quatre  points  fixes  situes  sur  (A),  par  un  point  fixe  pris  en 
dehors  de  (A)  et  qui sont  de plus  tangentes  a  (A),  rapport  anharmonique 
de  ces  quatre  cubiques  est  constant,  quels  que  soient  les  cinq  points  choisis. 

II  est  clair  que  Ton  pourrait  multiplier  ces  exemples  en  prenant  des 
surfaces  de  degre  superieur  au  second;  mais  les  theoremes  qui  precedent 
suffisent  pour  montrer  les  applications  dont  la  methode  est  susceptible. 

§  II.  —  Consequences  de  la  thi^orie  precedente  pour  la  repriSsen- 

TATION  DES  DIVERSES  SURFACES  QUI  PASSENT  PAR  UNE  BIQUADRATIQUE  ET 
POUR  LA  REPRJ^SENTATION  d'uN  POINT  d'uNE  QUADRIQUE. 

On  sait,  d'apres  le  theoreme  de  M.  Laguerre  deja  cite,  que,  si  Ton 
prend  sur  une  biquadratique  (A)  une  serie  de  points  M  et  M'  tels  que  la 
somme  ±2^0  des  integrales  elliptiques  qui  leur  correspondent  soit  con- 
stante,  toutes  les  droites  telles  que  MM'  sont  les  generatrices  d'une  meme 
quadrique  passant  par  la  biquadratique ;  chaque  quadrique  passant  par  (A) 
pent  done  etre  caracterisee  par  la  valeur  du  parametre  zh^iu^  (*). 

Cela  pose,  Tequation  generale  de  ces  quadriques  passant  par  (A)  est 

X»  +     —    +  h{k^Y^  —     4-  ^'^T*)  =  o, 
et  il  faut  determiner  A  en  fonction  de  la  somme  d=  t^u^  des  valeurs  de 


(*)  Ce  mode  de  representation  des  quadriques  ayant  une  biquadratique  c<»mmane  a  ete 
employ^  par  M.  Laguerre  dans  le  Memoire  precedemmcnt  cite.  M.  Laguerre  a  indique,  en  parti- 
culier,  les  parametres  des  quatre  c^nes  du  second  ordre  contenant  la  biquadratique;  il  a  egale- 
ment  donne,  ^  I'aide  de  ce  mode  de  representation  des  points  d'une  biquadratique,  une  definition 
tr^  simple,  dont  nous  ferons  usage  plus  loin,  des  surfaces  quadricuspidales  de  M.  de  la 
Gournerie, 
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Tint^grale  elliptique  u  correspondant  aux  points  de  (A)  situes  sur  une 
meme  generatrice  de  la  quadriqne. 

Or,  pour  X  =  o,  Y  =  o,  on  obtient  le  point  de  la  surface 


Z 


le  plan  passant  par  ce  point  et  par  Tarete  du  tetraedre  Z  =  o,  T  =  o  coupe 
la  quadrique  consideree  suivant  deux  generatrices,  et  les  quatre  points 
d'intersection  de  ces  generatrices  avec  (A)  [se  trouvant  deux  a  deux  sur  les 
cones  du  second  degre  qui  contiennent  (A)  et  ont  pour  sommets  les  deux 
points  Y  =  o,  Z  =  o,T  =  o  et  X  =  o,  Z=o,  T  =  o,  c'est-a-dire  sur 
les  deux  cones  qui  ont  pour  parametres  dz  o  et  nt  ao)]  auront  comme 
arguments,  pour  la  premiere  generatrice, 

u!  et  u' —  20), 

pour  la  deuxieme  generatrice, 

—  u'  et  —  20), 

en  designant  par  a>  Tintegrale 

dx 


On  a  done 


4/0 


yJ{l  —  X^){l  —  k'x^) 


OU 


2// —  20)  =  2M« 


//—  M^^-H  0), 


ce  qui  donne  pour  A 


 I   I    I  (Aamiio)* 

(Aauii/)'— 1  ~"  ~  A* (sin ami/)*  "~  ~  A*  (cosaawij*' 

X              Y          Z  T 
en  tenant  compte  de  la  relation   ,  =   >  =  -  —  »  et 

cosami/       siiiaiua        i        1  .  , 

requation  des  quadriques  circonscrites  a  (A)  est  alors 

(6)  F{cosamttJ»X»  — ^';t'»(sinami/,)^Y»  +  ^'^Z»— yt'^(Aamw,)^T^=o 
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ou  encore 

(7)    kn\  {u,)X'  -  kk'W  {u,)Y'  +  ^'0^ (/^,)Z^  ~  k'' @l  {u,)T'  =  o. 

Cette  formule  est  la  generalisation  des  formules  etablies  par  M.  Moutard  (*); 
elle  donne  un  moyen  commode  pour  former  Tequation  de  la  surface  lieu 
du  dernier  cote  d'un  polygone  inscrit  dans  la  biquadratique  et  dont  les 
autres  cotes  seraient  assujettis  a  parcourir  des  quadriques  determinees. 

Soient,  en  effet,  a  Targument  de  Tun  des  sommets  du  polygone  et 
II ^yU^^  .  .  les  parametres  des  quadriques  que  decrivent  les  cotes 
de  ce  polygone;  les  arguments  des  differents  sommets  seront  a,  a, — a, 

—  ^4  +  ^»  '^3  —  ^2  W|  —  a,  .  .  . ,  et  Ton  voit  que  ce  sera  tantot  la 
somme  et  tantot  la  difference  des  arguments  des  sommets  extremes  qui 
sera  constante,  de  sorte  que  le  cote  qui  ferme  le  polygone  decrira  tantot 
une  quadrique,  tantot  une  de  ces  surfaces  que  M.  de  la  Goumerie  a 
appelees  quadricuspidales  (^). 

On  arrive  ainsi  au  theoreme  suivant  (') : 

Lorsque  les  cotes  d'un  polygone  inscrit  dans  une  biquadratique  par- 
courent  des  quadriques  ou  des  quadricuspidales  fixes,  le  dernier  cotS 
decrit  une  quadrique  ou  une  quadricuspidale  suivant  que  le  nombre  des 
^Qptes  qui  par  courent  des  quadriques  est  impair  ou  pair. 

La  difference  qui  existe  ici  entre  les  polygones  d'un  nombre  pair  ou 
d'un  nombre  impair  de  cotes  ne  se  retrouve  plus,  comme  on  sait,  dans  le 
theoreme  analogue  relatif  aux  coniques.  Ce  fait  tient  a  ce  que  le  contour 
apparent  des  quadricuspidales  vues  du  sommet  S  du  tetraedre  conjugue 
est  forme  par  la  meme  serie  de  coniques  que  celui  des  quadriques. 

II  va  nous  etre  facile,  maintenant  que  nous  avons  Tequation  generale 


(')  MouTAEOy  Applications  Analyse  et  de  Giometrie  de  Poncelet,  notes  et  additions,  p.  535, 
(*)  Db  la  GouANEEiBy  Rccherchcs  sur  les  surfaces  riglees  titra^drales  symetriqueSy  i**"  Me- 

moire,  p.  6i  et  ii4  [Journal  de  Math4matiques  pures  et  appliquees  de  M.  Lioupille,  I.  XV, 

p.  264). 

(^)  M.  Harnack  a  ete  amene  aussi  k  etudier  les  quadricuspidales  {he,  cit,,  p.  77  et  suiv.]. 
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des  quadriques  passant  par  la  biquadratique  (A) ,  de  determiner  les  coor- 
donnees  des  points  d'une  quadrique  en  fonction  des  parametres  des  deux 
generatrices  qui  passent  en  ce  point. 

Pour  cela,  cherchons  tout  d'abord  quels  sont  les  parametres  W|,  «2, 
des  quadriques  tangentes  a  un  plan  donne 

LX-MYh-NZ-PT=:o. 
Equation  generale  des  quadriques  passant  par  (A)  etant 
{cosam^^,)^\*  —  k'k''  [sinamu.yY'  +  k''Z'  —  P  (AamWo)'T^  =  o, 
la  condition  de  tangence  est 

U  M«  ,  N«  _       P'  _ 


A*(cosamii)'      A»A'*(sinamu)*      A''  A'*(AamM)« 

equation du  troisieme  degre  en  (sinami/)^,  d^oii  Ton  tire,  a  I'aide  des  rela- 
tions entre  les  coefficients  et  les  racines, 


M 
N 

L  A* 

=  ±  jpicosamw^cosami/jcosamwj, 

P 
N 


=  zb  A:^  sin  am  a  I  sin  am  ^2  sin  am  £^3, 


=  ±  j^Aamw,  AamWaAame/j, 


ce  qui  pent  s'ecrire 


 L  

^'    »  M  _N_  P  

A'A^'sinamuisinami/isinainu,      A'*      A^Aamiii  Aami/t^ami^s 

Cela  etant  pose,  si  u  est  le  parametre  dela  surface  consideree  et  «  ±  a, 
—  uzh^  ceux  de  deux  generatrices  de  systemes  difFerents  passant  par 
un  point  M,  les  parametres  des  deux  autres  surfaces  tangentes  au  plan  de 
ces  deux  generatrices  seront 

aH-^      a— (3 
 ,   • 

XLFI'  Cahier.  1 1 
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En  efFet,  designons  par  MCC  et  MDD'les  deux  generatrices  de  u  issues 
de  M;  G,  C,  D,  D'  etant  les  points  ou  ces  generatrices  rencontrent  la 
biquadratique ;  les  deux  autres  quadriques  tangentes  au  plan  de  MCC  et 
MDD'  ont  pour  generatrices  les  deux  couples  de  droites  qui  joignent  deux 
a  deux  les  points  C,  C,  D  et  D';  les  deux  parametres  de  ces  deux  qua- 
driques seront  les  demi-sommes  des  arguments  elliptiques  des  deux  points 
de  la  biquadratique  situes  sur  une  de  leurs  generatrices,  et,  comme  les 
arguments  des  quatre  points  C,  C,  D  et  ly  sont 

Pour  le  point  G   ^  +  a, 

Pour  le  point  G'   u  —  a, 

Pour  le  point  D   —  ^  + 13, 

Pour  le  point  D'   —  u  — 

on  voit  bien  que  les  deux  parametres  des  quadriques  sont  ^"^^  et 
Les  coordonnees  du  point  M  seront  done  donnees  par  les  equations 

A*(co8ainfi)'  ^   Ar'A''(sinainu)*  y 

7t  a-HB  or  —  6  a-hP.         a— B 

Ac' COS  am  u  COS  am  ^cosam   A'A^sioami  ^inam  ^smam  

2  2  2  2 

A'V_  A^«(AamM)»  

A'Aamii^am  ^  ilam  

2  2 

OU,  en  simplifiant, 

[  cos  am  u 


(9) 


 Y 

a-f-S  a— 
COS  am          cos  am  

2  2 

  sinamu  ^  t-,   A^Aamu  rp 

~        a-hp  .  I       _       iTTpT     ^p  • 

sinam  ^-sinam   Aam  Aam  

2  2  2  2 


On  voit  que  pour  la  courbe  (A)  deux  des  surfaces  w,  — —'t  ^ 
coincident  et  que  Ton  retrouve  bien  les  formules  etablies  precedemment : 

X  Y     _  Z  _  T 

cosami^      sinam^       i       i  a 
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Les  relations  que  nous  venons  d'etablir  entre  les  coordonn^es  d'un 
point  d'une  quadrique  et  les  parametres  a  et  ^  des  deux  generatrices  qui 
passent  en  ce  point  presentent  ce  fait  remarquable  qu'elles  ne  dependent 
que  de  la  somme  et  de  la  difference  de  ces  deux  parametres ;  il  devient 
done  naturel,  pour  fixer  la  position  d'un  point,  de  prendre  pour  variables, 

non  plus  a  et  ^,  mais    ^    et  • 

Le  changement  de  coordonn^es  que  Ton  opere  ainsi  est  d'une  interpre- 
tation geometrique  facile ;  au  lieu  de  choisir  pour  determiner  le  point  M 
de  la  surface  u  les  deux  generatrices  issues  de  ce  point,  on  prend  les 

deux  courbes  ^"^^  et  qui,  tracees  sur  la  quadrique,  se  coupent  au 

point  M,  et,  comme  ces  courbes  nous  conduiront  a  des  considerations 
importantes,  nous  allons  en  donner  la  definition. 
H  est  clair  d'abord  que  les  courbes  en  question, 

a-hS  a  —  3 

  =  const. ,   =  const. , 

sont  les  courbes  de  contact  de  la  surface  u  avec  la  developpable  circon- 
scrite  a  cette  surface  et  a  Tune  quelconque  des  quadriques  passant  par  la 
biquadratique  (A).  Ce  sont,  par  suite,  des  biquadratiques  de  m^me  module 
que  (A). 

Cette  propriete  de  ces  courbes  d'avoir  le  meme  module  que  (A) 
resulte  de  Texpression  analytique  des  coordonnees  de  leurs  points,  mais 
elle  pent  aussi  s'etablir  geometriquement  en  se  servant  de  leur  mode  de 
generation. 

Gonsiderons,  en  eflfet.  Tune  des  generatrices  de  u  tangentes  a  (A),  et 
appelons  M  le  point  de  contact;  cette  generatrice  appartiendra  au  plan 

tangent  en  M  a  la  quadrique         puisqu'elle  est  tangente  a  (A),  qui  est 

situ^e  sur  cette  surface ;  mais  ce  plan  tangent  en  M  a        est  aussi  tangent 

a  puisqu'il  passe  par  une  generatrice  de  a,  et  son  point  de  contact  est 
en  un  point  M'  de  cette  generatrice.  La  droite  MM',  qui  joint  les  deux 

points  de  contact  d'un  meme  plan  tangent  aux  deux  surfaces  u  et  — —i 
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se  trouve  etre  alors  une  generatrice  de  la  developpable  qui  leur  est  cir- 
conscrite  a  toutes  deux,  et,  par  suite,  d'apres  un  theoreme  connu,  elle  est 
la  direction  conjuguee  dans  Tindica trice  de  la  tangente  en  M'  a  la  courbe 
de  contact  de  la  developpable  avec  a. 

Mais  la  ligne  MM',  etant  une  generatrice  de  w,  est  une  asymptote  de 
rindicatrice  en  M';  elle  est  done  a  elle-meme  sa  direction  conjuguee,  ce 
qui  montre  que  les  biquadratiques  de  contact  avec  u  de  la  developpable 

circonscrite  a  u  et  a  sont  tangentes  aux  memes  generatrices  de  u  que 
la  biquadratique  (A). 

Et,  comme  on  a  vu  que  le  module  de  (A)  ne  dependait  que  du  rapport 
anharmonique  de  ces  quatre  generatrices,  il  est  bien  evident  que  toutes 
les  biquadratiques  de  contact,  c'est-a-dire  que  toutes  les  courbes  definies 

sur  la  surface  u  par  ?LltL?  =  const,  et  —  const,  ont  le  meme  module 
que  (A). 

Le  systeme  de  coordonnees  que  nous  venons  d'etudier  comprend  comme 
cas  particulier  le  systeme  ordinaire  des  coordonnees  elliptiques  dans 
lequel  un  point  d'une  quadrique  est  determine  par  la  rencontre  des  deux 
lignes  de  courbure;  il  est  clair,  en  effet,  que  ces  lignes  de  courbure 

rentrent  bien  dans  les  courbes         =  const,  et  ^  ^  ^  =  const. ,  puisque 

ce  sont  les  intersections  de  la  surface  donnee  avec  les  quadriques  homo- 
focales,  que  ces  dernieres  sont  inscrites  dans  une  meme  developpable  qui 
admet  pour  Tune  de  ses  quatre  lignes  doubles  le  cercle  imaginaire  de 
Tinfini,  et  qu'enfin  toutes  les  lignes  de  courbure  sont  tangentes  aux  gene- 
ratrices isotropes  issues  des  ombilics  de  la  quadrique  consideree. 
Nous  pouvons  done  enoncer  le  theoreme  suivant : 

Les  lignes  de  courbure  d'une  quadrique  sont  des  biquadratiques  de 
meme  module. 

II  ne  nous  reste  plus,  maintenant  que  nous  avons  etabli  la  definition 
geometrique  des  courbes  —  const,  et  =  const.,  qu'a  exprimer 
les  coordonnees  d'un  point  de  la  quadrique  dans  ce  nouveau  systeme  de 


i 
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coordonnees.  Pourcela,  posons 


  =  iV. 

2 


La  developpable  {u^if)  touche  u  suivant  une  certaine  coiirbe  pour 
laquelle  u  eti^  sont  constants,  w  etant  variable;  on  a  done 

/     .  cosatnu       ^  sinamu  rw  V^^mu  rn 

(lO)    ]L—  :  \—L='r  -z   1. 

^     '      COS  am  ^  COS  am  TV  sinam^smamw  ^aiiii^LVamiv 

Cette  eourbe  ne  diflere  de  (A)  qu'en  ce  que 

X,  Y,  Z,  T 


sont  remplaces  par 


cosamii^.  sinamiiY    ^  ^^'"^^p 


L' equation  generale  des  quadriques  qui  la  contiennent  est  done 

(cosamti'') i"^"""*;;  X*  -  k'k'^ (sinamtv)* fflU?^* Y'+ yt"Z' 

^  '(cosamt^)'  ^  '  (sinamt/)' 

-^^"(AamtvrSI^^T'^^o, 

ou  w  est  le  paranietre  variable. 

Si  Ton  fait  w  egal  a  on  obtient  bien  la  surface  primitive  u.  Par 
chaque  couibe  il  passe  une  infinite  de  surfaces  correspondant  aux 
differentes  valeurs  de  w\  mais,  si  Ton  donne  a  w  une  valeur  fixe,  les 
diverses  surfaces  que  Ton  obtient  en  faisant  varier  v  sont  inscrites  dans 
une  meme  developpable,  ce  qui  donne  un  second  mode  de  generation  des 
biquadratiques  de  meme  module. 

Ge  double  mode  de  generation,  qui  s'applique  evidemment  aux  lignes 
de  courbure,  ainsi  qu'il  est  d'ailleurs  facile  de  le  demontrer  directement, 
donne  au  systeme  de  coordonnees  w  une  double  signification  propre 
a  mettre  en  evidence  bien  des  relations  qui  pourraient  passer  inaper^ues. 
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§  III.  —  Applications  diyerses. 

1.  Nous  appellerons  points  correspondants  de  deux  courbes  d'egal 
module  ceux  qui  repondent  a  une  mSme  valeur  de  rargument 
elliptique  w.  II  resulte  immediatement  des  equations  (lo)  que  ces  deux 
points  i', ,      se  trouvent  sur  la  meme  courbe  w  consideree. 

Mais  les  courbes  w  ne  different  point  des  courbes  et,  par  suite,  les 
points  correspondants  de  deux  courbes  d'Sgal  module  sont  ceux  oh  ces 
courbes  sont  couples  var  une  troisieme  courbe  de  meme  espece. 

2.  Les  generatrices  rectilignes  sont  donnees  par 

-h  (V  =  const. , 
V  —  w  =  const. , 

Equations  dans  lesquelles  on  peut  changer  le  signe  de  la  constante  sans 
changer  la  generatrice. 

Si  done  on  prend  les  deux  points  d'intersection  d'une  generatrice 

avec  la  courbe 
on  aura 

d'oh 

(;'-/=  2a. 

On  en  deduit  ce  th^oreme  : 

,  Une  generatrice  quelconque  rencontre  chaque  courbe  d'Sgal  module  en 
deux  points  dont  la  difference  des  arguments  elliptiques  est  constante. 
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3.  Le  theoreme  qui  precede  conduit  immediatement  a  la  propriete  sui- 
vante,  deja  demontree  : 

Toutes  les  biquadratiques  de  meme  module  sont  tangentes  a  quatre 
generatrices  d'un  meme  systems  qui  restent  fixes  quand  le  module  ne 
change  pas. 

4.  Les  sections  de  la  quadrique  u  par  les  faces  du  tetraedre  de  refe- 
rence sont  des  coniques  qui  appartiennent  a  la  serie  des  courbes  d'egal 
module.  Chacune  de  ces  courbes  doit  alors  Stre  regardee  comme  une 
biquadratique  se  reduisant  a  deux  coniques  superposees,  et  les  generatrices 
rectilignes  les  coupent  en  deux  points  qui  coincident  geometriquement, 
mais  dont  les  arguments  elliptiques  ont  une  difference  egale  au  para- 
metre  2a,  caracteristique  de  la  generatrice  considered 

5.  Nous  Savons  que  Tequation  des  generatrices  rectilignes  est 

V       —  const. 
Or  on  a,  d'apres  les  formules  (lo), 

X  cosamt^cosamtv 

Z  cosamu  * 

Y  sin  am  ^  sin  am 

Z  sinamu  ' 

et  par  suite,  en  designant  par  A  et  B  deux  constantes, 

A  cos  am ^  cos  am  tv      n  sin^m^sinamtv 

A  hB  ;   =1, 

cosamu  sin  am  u 

ou  encore,  en  faisant  entrer  cosami^  et  sinamu  dans  les  constantes, 

A^cosamt^cosamtv  -H  B^sinamt^sinamw'  =  i, 

ce  qui  est  la  formule  d'addition  qui  resulte  du  triangle  spherique  de 
Lagrange. 
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II  est  d'ailleurs  necessaire  de  remarquer  que  cette  equation  ne  s' ap- 
plique qu'aux  points  de  la  generatrice    +  (v  =  const. 

6.  La  generatrice  w     a,  u  —  a  rencontre  la  section  principale 

(cosam  uyX^  +  k'^    —  k''  (Aam  w)^     =  o 
en  un  point  qui  a  pour  argument  a  et  dont  les  coordonnees  sont,  par  suite, 

X  cosama 

Z  cosamu' 

T  Aama  i 

Z      Aamii  k 

La  tangente  a  la  section  principale  en  ce  point  est  done 

k^  cosam  2^  cosama  X  +  ^'^Z  —  ^^Aami^  Aama  T  =  o, 
et,  puisque  le  point  w  -h  a  se  trouve  sur  cette  tangente,  on  a 

Fcosami^  cosama  cosam (e^  +  a)  H-     =  Aame^  Aama  Aam(a  H-  a), 
ce  qui  est  une  autre  forme  connue  du  theoreme  d'addition. 

7.  Le  theoreme  qui  suit  a  et^  ^tabli  precedemment : 

La  hiquadratique  d' intersection  de  deux  quadriques  u  etv  est  du  meme 
module  que  les  courbes  de  contact  respectives  de  ces  quadriques  avec  la 
dSveloppahle  qui  leur  est  circonscrite. 

Or,  le  point  de  contact  de  la  surface  u  avec  un  plan  tangent  commun 
k  u  et  k  if  appartient  a  la  courbe  de  contact  de  u  avec  la  developpable 
circonscrite  a  u  et  a  p  ;  les  coordonnees  de  ce  point  satisfont  done  aux 
equations 

cosamu       ^   sinamu       y  ^   A'Aamii  rji 

cosama  cos  am  w         sinam^sinamw  Aam^Aamw 

Pour  avoir  le  point  ou  la  surface   est  touchee  par  le  meme  plan  tangent, 
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il  suffit  de  permuter  u  et  {>.  Ces  deux  quantites  sont  constantes  dans  la 
question  qui  nous  occupe,  et  Targument  variable  qui  fixe  les  deux  points 
de  contact  est  w.  Mais  w  est  le  meme  pour  un  meme  plan  tangent,  d'ou 
Ton  conclut  ce  theoreme  : 

I^s  points  de  contact  de  deux  quadriqucs  avec  un  plan  tangent  commun 
iont  des  points  correspondants  des  courbes  de  contact  de  ces  quadriques 
avec  la  developpable  qui  leur  est  circonscrite. 

Cette  proposition  fournit  une  relation  simple  entre  les  points  correspon- 
dants de  deux  biquadratiques  placees  sur  des  surfaces  differentes ;  le  theo- 
reme qui  suit  s'en  deduit  immediatement  : 

Si  la  droite  qui  joint  deux  points  ^variables  d'une  biquadratique plac^e 
sur  une  quadrique  u  decrit  une  autre  quadrique^  il  en  sera  de  meme  de 
la  droite  joignant  les  deux  points  correspondants  de  toute  autre  biqua- 
dratique  de  meme  module  de  la  quadrique  u,  et  toutes  ces  quadriques  seront 
inscrites  dans  une  meme  developpable  circonscrite  a  u. 

En  effet,  considerons  toujours  les  deux  quadriques  uet  v\  les  coordon- 
nees  des  points  de  la  biquadratique  de  u  determinee  par  la  surface  v 
sont  donnees  par  Targument  variable  w.  Si  Ton  attribue  a  cet  argument 
les  deux  valeurs  z-\-t  eX.  z  —  t^  z  ayant  une  valeur  constante,  la  droite 
qui  joint  ces  deux  points  decrira,  quand  t  variera,  une  quadrique  dont 
Tequation  sera,  d'apres  ce  qui  a  ete  dit  plus  haut  [equation  (6)], 

(cosam  z)*(cosam  li)*  ^2      ^a^yj  (siiiamz)*(s5nama)' y2 
(cosaui^^)'  (sin  ami')* 

_  ^^j,  (Aamg)*(Aani r^,  ^ 

(Aamv^)- 

Or,  pour  avoir  la  surface  engendree  par  les  droites  joignant  les  points 
correspondants  d'une  autre  biquadratique  de  meme  module,  iVsuflfit,  dans 
Tequation  precedente,  de  laisser  w  et  2  fixes,  ainsi  que  k  et  A:',.et  de  faire 
varier  seulement.  Toutes  les  surfaces  obtenues  sont  alors  inscrites  dans 
une  m^me  developpable,  ainsi  qu'on  Ta  vu  precedemment. 

XLVV  Cahier.  12 
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8.  Considerons  les  courbesd'intersection  d'unequadriqueetd'une  serie 
de  spheres  concentriques ;  il  est  clair  que  ces  courbes  peuvent  toucher 
une  generatrice  quelconque  de  la  quadrique,  ce  qui  donne  ce  theoreme  : 

Les  courbes  d' intersection  d'une  quadrique  et  d'une  suite  de  spheres 
concentriques  pement  avoir  un  module  quelconque.  lien  est  de  memepour 
les  courbes  de  contact  de  la  surface  ai>ec  les  developpables  circonscrites* 

Ces  courbes  de  contact  sont  precisement  celles  qui  se  presentent  dans 
I'etude  de  la  rotation  d'un  corps  soumis  a  un  couple,  car  on  sait  qu'en 
faisant  rouler  Tellipsoide  d'inertie,  dont  le  centre  est  suppose  fixe,  sur  uu 
plan  fixe,  on  obtient  une  courbede  roulement  qui  est  la  courbe  de  contact 
avec  Tellipsoide  de  la  developpable  circonscrite  a  la  fois  a  cet  ellipsoide 
et  a  une  sphere  concentrique  de  rayon  determine. 

liCs  biquadratiques  de  meme  module  et  les  points  correspondants  se 
rencontrent  dans  un  grand  nombre  de  questions. 

Ainsi,  la  surface  des  ondes  dont  Tequation  en  coordonnees  elliptiques 
ordinaires  est  de  la  forme 

(p(A,^)  =  0 

pourra  etre  engendree  par  des  biquadratiques  de  meme  module,  et  il  en 
sera  evidemment  de  meme  des  surfaces  plus  generales  qui  derivent  de 
cette  surface  des  ondes  par  homographie. 

Citons  encore,  comme  application  de  cette  theorie,  le  theoreme  suivant, 
qui  est  dii  a  M.  Darboux  (*)  : 

Si  dans  une  ligne  de  courbure  d'un  ellipsoide  on peut  inscrire  un  poly- 
gone  de  n  cotSs  form6  avec  les  generatrices  rectilignes  de  V hyperboloide 
homofocal  contenant  cette  ligne  de  courbure,  on  pourra  inscrire  une  infi-^ 
niti  de polygones  semblables  formis  avec  les  generatrices  des  hyperboloides 
homofocaux,  non^seulement  dans  la  meme  ligne  de  courbure,  mais  encore 
dans  toutes  les  autre s  lignes  de  courbure. 


(')  Darboux,  Sur  une  classe  remarquable  de  courbes  et  de  surfaces  algebriques,  p.  io5. 
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On  reconnait  aisement,  d'apres  les  propositions  que  nous  avons  enon- 
cees  ci-dessus^  que  les  sommets  de  ces  polygones  decrivent  simultanement 
des  elements  correspondants,  ce  qui  fournit  une  demonstration  immediate 
du  theoreme  de  M.  Darboux. 


Nous  laisserons  de  cote,  pour  le  moment,  les  biquadratiques  de  mo- 
dules differents  dont  Tetude  nous  entrainerait  trop  loin ;  nous  nous  bor- 
nerons  a  faire  remarquer  qu'il  y  a  lieu  de  distinguer,  parmi  ces  courbes, 
celles  dont  les  modules  sont  lies  entre  eux  par  les  relations  connues  que 
donnent  les  transformations  rationnelles.  On  obtiendrait  ainsi  une  gene- 
ralisation  interessante  de  la  notion  des  points  correspondants  pris  sur  les 
courbes  d'egal  module.  A  un  point  pris  sur  Vune  des  biquadratiques 
correspondrait  alors  sur  la  seconde,  non  plus  un  point  unique,  mais  bien 
un  certain  nombre  constant  de  points  associes. 

9.  La  coiTelation  que  nous  avons  etablie  entre  les  points  d'une  biqua- 
dratique  et  les  arguments  elliptiques  permet  d'obtenir  des  relations  geome- 
triques  entre  les  divers  points  de  cette  biquadratique ;  nous  allons  en 
donner  quelques  exemples  en  nous  servant  de  la  methode  que  M.  Bertrand 
a  employee  pour  I'etude  de  la  courbe  plane  du  troisieme  ordre  (*). 

Posons,  pour  cela, 


/  I — —  C   dx^  

On  sail  que  la  somme  des  arguments  elliptiques  correspondant  4ux 
quatre  points  d'intersection  de  la  biquadratique  (A)  avec  un  plan  quel- 
conque  est  constante;  si  done  on  designe  par     un  point  de  (A)  oii  le 


(' )  Bratranu,  Calcul  diffirentiel  et  int^grai^  t.  U,  p.  6ia« 
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plan  osculateur  suroscule  cette  courbe,  on  aura 

G  etant  la  somme  constante,  qui  ici  est  nuUe, 
De  la  on  deduit 

—  /na)  +  -  ^  V —  ' » 

ce  qui  donne  seize  valeurs  differentes  dont  les  sommes  quatre  a  quatre 
reproduisent  la  periode,  ou,  si  Ton  veut,  seize  points  situes  quatre  a  quatre 
dans  un  meme  plan,  que  Ton  pent  reconnaitre  facilement  comme  apparte- 
nant  au  tetraedre  de  reference. 
On  a  done  ce  theoreme  : 

Swr  une  biquadratique  il  existe  seize  points  oil  le  plan  osculateur  a  cette 
courbe  la  suroscule,  et  ces  seize  points  sont  a  V intersection  de  la  hiquadra^ 
tique  avec  les  faces  du  tetraedre  de  reference  (* ). 

10,  Si  u  est  Fargument  d'un  point  de  la  courbe  (A),  le  plan  osculateur 
en  ce  point  rencontre  (A)  en  un  autre  point  u\  tel  que 

3 w  =  ^mco  +  incJ^  —  i ; 

dela  resulte  evidemment  que,  si  Ton  prend  quatre  points  u  dans  un  mSme 
plan,  les  quatre  points  u'  sont  aussi  dans  un  meme  plan,  d'oii  ce 
theoreme  : 

Si  Von  considere  quatre  plans  osculateur s  a  une  biquadratique  en 
quatre  points  situis  dans  un  meme  plan,  leurs  quatre  autres  points  d'in- 
ter section  as^ec  la  biquadratique  sont  aussi  dans  un  meme  plan  (^) . 


(•)  Ce  theoreme  se  Irouve  contenu  dans  le  Memoire  de  Clebsch,  Ueber  die  Anwcldung  in  dcr 
Gcometrie  (Journal  do  Crellc,  t.  LXIII,  p.  235,  §  17,  et  p.  237);  il  a  d'ailleurs  ete  de  nouveau 
demontre,  posterieurement  k  notre  travail,  par  M.  Harnack,  dans  le  Memoire  precedemment  cite 
[Mathematische  Annalcn,  XU  Band,  p.  61). 

(')  Cette  propriete  pent  etre  consideree  comme  un  cas  particulier  du  theoreme  suivant,  qui  nous 
a  ete  communique  par  M.  Appell : 

Si  I  on  considere  trois  plans  quelconques  coupant  une  biquadratique,  et  que  I  *on  mene  let  quatre 
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11.  Lorsque  jji  est  donne,  on  a  pour  valeur  de  w,  dans  I'equation  pre- 
cedente, 

"  =  -3+  3—^' 

et  Ton  obtient  neuf  points  d' osculation  situes  trois  a  trois  dans  un  plan 
contenant  vl ^  ce  qui  conduit  au  theoreme  suivant  (*)  : 

Par  un  point  d'une  hiquadratique  on  peut  mener  neuf  plans  osculateurs 
a  cette  courbe  {sans  y  comprendre  le  plan  osculateur  au  point  choisi) ;  les 
neuf  points  d' osculation  ainsi  determines  sont  trois  a  trois  situSs  dans 
trois  plans  passant  par  le  point  donne. 

Ge  theoreme  ne  differe  pas  de  celui  relatif  aux  points  d'inflexion  d'une 
courbe  plane  du  troisieme  ordre,  ce  qui  pouvait  se  prevoir,  puisqu'en 
placant  I'oeil  en  a'  la  perspective  de  la  biquadratique  devient  precisement 
une  cubique. 

12.  Considerons  une  droite  qui  rencontre  en  deux  points  et  u^^  la 
biquadratique  (A) ;  on  sait  que  par  cette  droite  on  peut  mener  quatre  plans 
tangents  a  (A),  et,  si  Ton  designe  par  u  Targument  elliptique  correspon- 
dant  a  Tun  de  ces  points  de  contact,  on  a 

2U  H-  1/ vi^  =  [\m(d  H-  ^neJ^ —  i . 

Les  quatre  valeurs  de  u  donnees  par  cette  equation  ne  dependent  que  de 

vl -^vl' \  on  en  deduit  ce  theoreme  (')  : 

Si  par  Vune  des  generatrices  d'une  quadrique  passant  par  une  biqua-^ 
dratique  on  mene  les  quatre  plans  tangents  a  cette  courbe,  les  quatre 
points  de  contact  sont  fixes,  quelle  que  soit  la  g^neratrice  choisie  sur  la 
quadrique  considSree. 

plans  determines  par  trois  des  points  d 'intersection  pris  respectivement  dans  chacun  des  trois  plans 
donnas,  les  quatriemes  points  d 'intersection  de  ces  quatre  plans  sont  dans  un  m^me  plan, 

( ^)  Theoreme  contenu  dans  le  Memoire  de  Clebsch,  p.  235  et  287,  et  reproduit  par  M.  Harnack, 
p.  69. 

(']  Theorime  obtenu  par  Clebsch  [Journal  de  Crelle,  t.  LXUI,  p.  236). 
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13,  Pour  que  les  quatre  points  de  contact  dont  il  s'agit  dans  le  pro- 
bleme  precedent  soient  dans  un  meme  plan,  il  faut 

c'est-a-dire  que  la  droite  qui  joint  les  deux  points  il  et  vl'  doit  etre  sur 
Tun  des  cones  du  second  degre  passant  par  (A). 
On  obtient  ainsi  la  propriete  suivante  : 

Si  par  line  generati  ice  quelconque  de  Vun  des  quatre  cones  du  second 
degre  qui  pa^sent  par  une  hiquadratique  on  rrvene  les  quatre  plans  tan-^ 
gents  a  cette  courbe,  les  quatre  points  de  contact,  qui  sont  fixes  quelle 
que  soit  la  generatrice  choisie  sur  Vun  des  cones,  sont  dans  un  meme  plan. 

14.  Toutes  les  quadriques  ayant  sept  points  communs  passent  par  un 
huitieme  point  fixe ;  proposons-nous  de  chercher  la  relation  qui  existe 
entre  ces  huit  points,  que  nous  designerons  sous  le  nom  de  points  associis 
et  qui  jouissent  de  cette  propriete  remarquable  de  ne  pas  determiner  la 
biquadratique  qui  les  contient. 

Pour  cela,  remarqupns  que, 

A  =  o,    B  =  o,    G  =  o 

etant  les  equations  de  trois  quadriques  passant  par  les  sept  points  donnes, 
Tequation  generale  des  quadriques  passant  par  ces  sept  points  est 

;\A  +  ^B4-C  =  o. 

Le  huitieme  point  d'intersection  commun  a  toutes  les  surfaces  est  celui 
oil  la  biquadratique  A  =  o,  B  =  o  coupe  Tune  des  quadriques  repre- 
sentees par  r equation  precedente. 

On  voit  alors  que  la  somme  des  arguments  elliptiques  de  huit  points 
associes,  consideres  comme  appartenant  a  la  biquadratique,  est  nulls,  et 
c'est  la  precisement  la  relation  cherchee  (*)• 


Cj  Ce  theoreme  peut  ^tre  considere  comme  une  consequence  du  theoreme  etabli  par  Clebsch  : 

La  somme  des  arguments  elliptiques  relatifs  aux  points  d 'intersection  d'une  courbe  quelconque 
donn^e  et  d'une  surface  quelconque  est  constante  pour  toutes  les  surfaces  de  mSme  degr^* 
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II  est  evident  que  cette  relation  suffit  pour  fixer  la  position  du  huitieme 
point  quand  les  sept  points  de  base  sont  donnes,  puisqu'on  n'a  qu'a  faire 
passer  une  biquadratique  par  ces  sept  points,  ce  qui  est  possible  d'une 
infinite  de  manieres,  et  a  prendre  sur  cette  courbe  le  point  dont  Targument 
elliptique  est  egal  et  de  signe  contraire  a  la  somme  des  arguments  des 
sept  autres. 

Si  Ton  voulait  former  explicitement  les  relations  entre  les  coordonnees 
des  huit  points  associes,  on  se  servirait  des  for  mules 

X    _    Y ' _Z_  T 
cosamii      sinamii      i        i  a  ' 

puis  J  designant  par  ^3,  .  .  . ,  or^  les  arguments  elliptiques  des  huit 

points  associes,  on  poserait 

+     +  .  .  .  H-     =  o, 

ce  qui  donnerait 

cosam(a^  -f-     h-  .  .  .  h-  a^)  =  i , 
sinam(a^  -h     +  .  .  .  +  a,)  -—  o, 
Aam{a^  -t-     -f-  .  .  .  +  ag)  =  i  ; 

et,  comme  chacune  des  fonctions  elliptiques  de  a,  +  4-  .  .  .  -h  pent 
s'exprimer  rationnellement  a  Taide  des  fonctions  elliptiques  de  a^,  de 
ccj,  • . . ,  c'est-a-dire  en  fonctionde  X^,  X^,  .  .  . ,  Xg,  Y,,  Yj,  . .  . ,  Yg,  Z^, 
Zj,  . .  • ,  Zg,  T, ,  Tj,  ...  Tg ;  on  obtiendrait  trois  relations  entre  les  coor- 
donnees des  huit  points  associes. 

iS.  Considerons  sur  une  biquadratique  (A)  huit  points  associes;  on  a 

a,  -h  aj-f-  .  .  .  +  ag=  o, 
ce  qui  peut  s'ecrire  • 

(a,  +  a2)-+-K+«3)  +  -  •  •+K  +  «i)  =  o» 

les  quantites  entre  parentheses  representant  les  parametres  des  quadriques 
passant  par  (A)  et  contenant  les  cotes  successifs  du  polygone  a^oc^. .  .cc^. 
Si  done  on  deforme  ce  polygone  de  maniere  que  ctaque  cote  reste  sur  la 
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meme  quadrique  [et  Ton  sait,  comme  nous  Tavons  demontre  (*),  que  ce 
polygene  se  ferme  dans  toutes  ses  positions  successives],  Tequation  prece- 
dente  ne  cessera  pas  d'avoir  lieu,  puisque  chacune  des  quantites  entre 
parentheses  est  constante,  et  Ton  aura  le  theoreme  suivant : 

Si  I' on  consider e  sur  une  biquadratique  huit  points  associSs,  et  que  Von 
deforme  le  polygone  qui  les  joint  de  maniere  que  chacun  de  ses  cotes 
decrive  une  meme  quadrique,  les  huit  sommets  de  ce  polygone  restent  con-- 
stamment  associes. 

§  IV.  —  ConsiSquences  de  la  theorie  preciSdente  pour 

LES  COURBES  PLANES. 

Dans  toute  Tetude  qui  vient  d'etre  faite,  nous  avons  considere  unique- 
ment  les  biquadratiques ;  il  n'est  pas  inutile,  en  terminant  ce  travail,  d'in- 
diquer  les  applications  auxquelles  conduisent,  pour  les  courbes  planes, 
les  theories  precedemment  exposees. 

II  est  clair  d'abord  que  tous  les  theoremes  trouves  sur  les  biquadratiques 
en  donneront  d'analogues  pour  les  courbes  planes  du  quatrieme  ordre  qui 
en  sont  les  perspectives,  et  que,  pour  obtenir  ces  theoremes,  ilsuffira  d'em- 
ployerles  methodes  connues  des  projections  stereographiques. 

Nous  n'en  citerons  qu'un  exemple. 

On  a  vu  que  les  generatrices  d'une  meme  quadrique  passant  par  une 
biquadratique  (A)  rencontrent  cette  courbe  en  deux  points  tels,  que  la 
somme  de  leurs  arguments  elliptiques  est  constante.  En  projection  stereo- 
graphique,  ces  generatrices  deviennent  desdroites  tangentes  a  unecertaine 
conique,  contour  apparent  de  la  quadrique;  celte  conique  touche  la  per- 
spective de  la  biquadratique  en  quatre  points ;  on  a  done  le  theoreme  sui- 
vant, qui  a  fte  donne  sous  une  autre  forme  par  M.  Laguerre  et  par 
M.  Darboux  (*)  : 

(*)  Comptes  rcntlus  de  I'Arademie  des  Sciences ,  i3  juillet  1874- 
(*)  M.  Laguerre  a  enonce  ce  theoreme  sous  la  forme  stiivante  : 

«  itant  donnic  une  courbe  du  quatrieme  ordre  ajrant  deux  points  doubles,  et  que  Von  prenne 
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Si  I' on  considere  la  courbe 

f=.{i-x'){x-k'x'), 

oUf  plus  generalement,  une  courbe  du  quatrieme  ordre  a  deux  points 
doubles  distincts,  les  droites  qui  joignent  deux  points  de  cette  courbe  dont 
la  somme  des  arguments  elliptiques  est  constante  enveloppent  une  conique 
touchant  la  courbe  en  quatre points. 

On  pent  particulariser  encore  davantage  la  methode  et  transporter  aux 
coniques  les  divers  theoremes  que  nous  avons  donnes  dans  le  cours  de  ce 
Meinoire.  II  suffit,  pour  cela,  de  prendre  pour  point  de  vue  un  des  sommets 
des  quatre  cones  du  second  degre  passant  par  la  biquadratique  consideree. 
On  obtiendra  ainsi  une  representation  des  fonctions  elliptiques  de  pre- 
miere espece  a  Taide  des  coniques.  Mais  il  faut  remarquer  qu'une  meme 
conique,  etant  la  perspective  d'une  infinite  de  biquadratiques  ay  ant  tons 
les  modules  possibles,  donnera  la  representation  d'une  fonction  elliptique 
d'un  module  quelconque.  De  plus,  le  module  etant  une  fois  fix^,  le  mSme 
point  de  la  conique  correspondra  a  deux  points  de  la  biquadratique,  et 
par  suite  a  deux  arguments  elliptiques. 

II  resulte  de  ce  dernier  point  une  simplification  notable  des  theoremes; 
c'est  ainsi  que,  le  meme  point  de  la  conique  pouvant  avoir  des  arguments 
elliptiques  egaux  et  de  signes  contraires,  on  obtiendra  les  m^mes  enve- 
loppes  pour  les  droites  qui  joignent  deux  points  dont  la  somme  ou  la 
difference  des  arguments  est  constante,  tandis  que  dans  le  cas  des  biqua- 
dratiques on  obtient  pour  le  lieu  de  ces  droites,  ainsi  que  nous  Tavons 
vu,  une  quadrique  ou  une  quadricuspidale. 


deux  points  fixes  sur  cette  courbe,  si  I  *on  mene  par  ces  quatre  points  une  conique  quelconque,  la 
droite  qui  joint  les  deux  points  ou  la  coniqitc  variable  rencontre  de  nouveau  Id  courbe  enveloppe 
tine  conique.  »  [Loc,  cit, ) 

L'enonce  de  M.  Darboux  est  le  suivant  : 

«  Si  par  deux  points  d'une  cyclique  [sph^riquc)  on  fait  passer  un  petit  cercle,  ce  petit  cercle 
coupera  la  cjrclique  en  deux  autres  points,  et  I'arc  de  grand  cercle  qui  Joint  ces  deux  points  enve- 
loppera  sur  la  sphere  une  conique  spherique.  Ce  theordme  subsistc  pour  les  cycliqttcs  planes,  » 
[Sur  une  classe  remarquable  de  courbes  et  de  surfaces  algdbriques,  p.  34     62.  ] 
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Si  Ton  met  Tequation  de  la  conique  sous  la  forme 

X»  +  Y^  — Z»  =  o, 

on  a 

X    _     Y     _  Z 
2  yjkx      I  —  H-  Ax* ' 

x  ^tant  Tabscisse  d'mi  point  de  la  courbe 
et  les  trois  droites 

X=o,    Y  =  o,    Z  =  o 
^tant  determinees  par  1' intersection  du  plan  de  la  conique 

(qui  est  Tune  des  faces  du  tetraedre  conjugue  des  deux  quadriques  deter- 
minant la  biquadratique  dont  la  conique  est  la  perspective)  avec  les  trois 
autres  fkces  du  tetraedre. 

Ge  mode  de  representation  correspond  exactement  a  celui  qu'a  indique 
Jacobi  (*)  dans  son  Memoire  sur  les  cercles  et  que  Ton  rencontre  en 
Mecanique  dans  Tetude  du  mouvement  du  pendule ;  on  pourrait  en  deduire 
pour  des  coniques  quelconques  des  consequences  analogues  a  celles  qu'on 
obtient  dans  le  cas  des  cercles. 

En  faisant  usage,  ainsi  qu'il  a  ete  dit  plus  haut,  de  la  transformation 
du  second  ordre 

 I  —  kx*     ,   i-h  k 


on  est  conduit  a  la  forme  plus  symetrique 


Z 


cosamu      smamu  i 

ou  encore 


(*)  Jacobi,  Journal  de  Crelle,  t.  UI,  annee  1828. 


Digitized  by  GooQle 


SUR  LBS  FONCTIONS  ELLIPTIQUES  ,DE  PREMIERE  ESP^CE.  99 

ce  qui  constitue  une  deuxi^me  representation  des  fonctions  elliptiques  de 
premiere  espece  au  moyen  d'une  conique. 

Remarquons  maintenant  qu'aux  courbes  de  meme  module  tracees  sur 
une  meme  quadrique  et  ayant  le  meme  tetraedre  conjugue  correspondront 
des  coniques  inscrites  dans  un  meme  quadrilatere.  Si  done  on  applique  le 
theoreme  demontre  plus  haut,  d'apres  lequel  une  generatrice  quelconque 
de  la  quadrique  rencontre  chaque  biquadratique  d'egal  module  en  deux 
points  dont  la  difference  des  arguments  elliptiques  est  constante,  on  voit 
qu'une  tangente  quelconque  a  Tune  des  coniques  dont  il  s'agit  rencontrera 
chacune  des  autres  en  deux  points  ayant  une  difference  constante  d' argu- 
ments, ce  qui  conduit  immediatement  aux  propriet^s  connues  des  coniques 
homofocales.  II  est  facile  egalement  de  former  I'equation  des  coniques 
enveloppes  d'une  serie  de  cordes  passant  par  deux  points  dont  la  somme 
des  arguments  elliptiques  est  constante;  on  arrive,  ainsi  que  nous  I'avons 
demontre  dans  un  autre  travail       a  la  forme 

^cosamt' /        \  cosamt^ / 

qui  a  ete  utilisee  par  M.  Hermite  pour  donner  une  demonstration  elegante 
du  theoreme  d'addition 

Enfin,  il  sufBt  de  remplacer  dans  I'equation  precedente  cosam  et  Aam 
par  leurs  valeurs,  exprimees  en  fonction  desquantites  0  et  H,  pour  obtenir 
la  forme  remarquable  de  T equation  des  coniques  enveloppes  indiquee  par 
M.  Moutard  (*)  quelques  annees  avant  le  travail  de  M.  Hermite  : 

©^  (t;)  x» + h:@\  {v)Y^  - 1 h;  ((^)   =  o . 

Nous  renverrons,  pour  les  details  relatifs  a  ces  derniers  points,  a  notre 
travail  precite. 

(•)  Comptes  rendus  de  rJcadSmie  des  Sciences^  seances  des  lo  juillet  1874  et  7  septembre  1874. 

(*)  HsEMiTBy  Bulletin  des  Sciences  matMmatiqttes,  t.II,  janvier  1871,  p.  21. 

(*)  MouTAEDy  Applications  d* Analyse  et  de  Giomitrie  de  Poneelet,  notes  et  additions^  p.  535. 
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MfiTHODE  NOUVELLE 

POUR 

MESIRER  LA  DfiPENSE  DES  DfiVERSOIRS, 

Pab  m.  e.  glarinval, 

Lieutenant-colonel  d'Artillerie. 


BUT  ET  DIVISION  DE  CE  H£H0IRE. 

J'ai  montre,  dans  une  Note  inseree  en  i858  dans  les  Annales  des 
Mines  (t.  XII,  3*  serie,  p.  5 17),  que,  pour  calculer  la  depense  reelle 
d'un  deversoir  pratique  dans  un  barrage  vertical  a  biseau,  alimente  par 
un  canal  rectangulaire  de  meme  largeur,  il  suflBsait  d'employer  une  for- 
mule  donnant  la  depense  theorique,  etablie  sans  tenir  compte  des  effets  de 
la  contraction  sur  le  fond. 

J'ai  conclu  naturellement  que  ce  resultat  provenait  de  ce  que  les  effets 
de  la  contraction  sur  le  fond  avaient  peu  d' influence  sur  la  quantite  d'eau 
ecoulee,  ou  de  ce  que  ce  mouvement,  dont  je  ne  tenais  pas  compte,  don- 
nait  lieu  dans  Tecoulement  a  des  phenomenes  dont  les  effets  multiples  se 
faisaient  equilibre. 

J'avoue  que,  tout  d'abord,  un  peu  trop  influence  par  la  lecture  des 
travaux  de  M.  le  colonel  Lesbros,  j'ai  cru  a  la  faible  influence  de  la  con- 
traction sur  le  fond ;  mais  la  reflexion  et  quelques  experiences  que  j'ai  pu 
faire  sur  des  barrages  de  differentes  hauteurs,  oil  je  suivais  a  Faide  de 
corps  legers  les  mouvements  de  Teau  a  di verses  profondeurs ,  m'ont 
montre  que  cette  hypothese  n'etait  pas  admissible.  En  approfondissant  la 
question,  je  suis  arrive  a  une  theorie  rationnelle,  expliquant  nettement  le 
role  de  la  contraction  inferieure  et  ses  consequences  sur  I'epaisseur  de  la 
veine  passant  au^dessus  du  barrage.  J'ai  pu  alors  comprendre  pourquoi 
la  formule  proposee  donnait  la  depense  reelle,  et  par  suite  comment,  en 
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ne  tenant  pas  compte  de  la  contraction  inferieure,  on  introduisait  des 
causes  d'erreur  pouvant  se  faire  equilibre. 

II  resulte  des  considerations  qui  sont  developpees  dans  ce  Memoire 
que  toutes  les  molecules  liquides  situees  verticalement  au-dessous  du 
seuil  du  barrage  montent  depuis  le  fond  du  canal  pour  se  dinger  vers 


Fig.  I. 

A 


Torifice,  qu'elles  soulevent  les  filets  superieurs  avec  d'autant  plus  de  puis- 
sance qu'elles  sont  plus  nombreuses,  et  que,  par  suite,  Tepaisseur  h  de  la 
veine  liquide  passant  au-dessus  du  barrage  augmente,  toutes  choses  egales 
d'ailleurs,  avec  la  hauteur  de  ce  barrage. 

En  calculant  done  la  depense  et  prenant  pour  section  de  la  veine  la 
figure  ACDE,  dont  DE  =  h  est  un  des  elements,  je  tiens  compte  du  rele- 
vement  de  la  veine  cause  par  la  contraction  inferieure,  et,  par  suite,  je 
tiens  compte  d'une  portion  de  I'accroissement  de  depense  cause  par  la 
contraction  sur  le  fond;  mais  comme  je  neglige  tons  les  filets  liquides  qui, 
situes  de  G  en  B,  se  precipitent  vers  I'orifice,  la  depense  calculee  est  en 
realite  trop  faible. 

D'un  autre  cote,  je  neglige  aussi  les  frottements  du  liquide  sur  les 
parois,  les  chocs  qui  resultent  de  cette  portion  de  la  veine  qui  se  precipite 
du  bas  vers  I'orifice  et  heurte  les  filets  superieurs;  par  suite,  la  depense 
calculee  est  un  peu  trop  forte. 

II  y  a  done  la  deux  causes  d'erreur  agissant  en  sens  inverse,  et  Ton 
concoit  d'autant  plus  qu'elles  puissent  se  faire  equilibre,  qu'elles  croissent 
ou  decroissent  toutes  deux  en  meme  temps. 

I*"  Dans  ce  nouveau  travail,  apres  avoir  donne  une  theorie  de  la  con- 
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traction  9  je  reviens  a  la  proposition  faite  en  i858,  je  montre  que  la  for- 

mule  que  je  considere  comme  empirique,  D  =  /HA  y/jj-^-^j  donne  pour 

toute  hauteur  de  barrage  la  depense  dans  le  cas  du  barrage  pris  pour 
type,  c*est-a-dire  dans  le  cas  d'un  barrage  vertical  a  biseau,  alimente^ 
par  un  canal  de  meme  largeur. 

2^  La  discussion  des  travaux  de  MM.  Lesbros  et  Boileau  me  conduit  k 
etablir  une  serie  de  relations  simples  entre  H  et  A  pour  les  diverses  hau- 
teurs de  barrage,  permettant  de  calculer  H  (dans  le  cas  de  ce  barrage- 
type)  des  que  Ton  a  mesure  h. 

3®  Je  conclus  des  experiences  faites  par  les  divers  auteurs,  et  principa- 
lement  par  M.  Boileau,  les  coefficients  de  transition  a  adopter  pour  cal- 
culer a  Taide  de  la  formule  proposee  la  depense  des  barrages  differents  du 
barrage-type,  mais  ne  presentant  pas  de  contraction  laterale  en  partant  de 
la  mesure  de  A,  et  non  point  de  celle  de  H,  qui  est  generalement  impossible. 

4^  Abordant  les  cas  oil  se  produit  la  contraction  laterale,  je  donne 
egalement  les  coefficients  de  transition  qui  doivent  aflfecter  la  formule  en 
partant  de  la  simple  connaissance  de  h. 

La  methode  proposee  est  nouvelle,  plus  complete  et  plus  pratique  que 
celles  qui  sont  indiquees  dans  les  divers  Ouvrages  de  Mecanique.  On 
mesure  h  dans  chaque  cas;  on  en  deduit  H  par  une  relation  lineaire 
tres-simple;  on  calcule  D  a  Taide  de  la  formule  proposee,  a  laquelle  on 
applique,  dans  certains  cas,  un  coefficient  de  transition.  II  n'est  plus 
necessaire  d' avoir  un  Livre  de  Tables ;  deux  petits  Tableaux  suffisent  pour 
trailer  tous  les  cas  qui  peuvent  se  presenter. 

CHAPITRE  L 

D^VERSOIRS  A  BARRAGE  VERTICAL  PRESENTANT  AU  SOMMET  UNE  ARETE  VIVE 
ET  UN  BISEAU,   ET  ALlMENT^S  PAR  DES  CANAUX  DE  MEME  LARGEUR. 

Formule  de  Dubuat.  —  Les  hydrauliciens  qui  ont  etudie  la  depense 
des  deversoirs  sans  contraction  laterale,  presentant  au  sommet  une  ar^te 
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vive  et  un  biseau,  ont  plus  ou  moins  modifie  la  formule 


D  =  K/Hy2g-(H'+.I^) 

•donnee  par  Dubuat  pour  tous  les  deversoirs,  et  dans  laquelle 

D  exprime  la  depense, 
/  la  largeur  du  deversoir, 

H'  la  hauteur  de  Teau  au-dessus  de  la  crete  du  barrage,  mesuree  dans  la 

section  AB  ou  le  denivellement  commence  (Jig-  2), 
U  la  vitesse  d'arrivee  de  I'eau  dans  la  section  AB, 
g  Tintensite  de  la  pesanteur, 

K  un  coefficient  variable  avec  le  dispositif  et  la  valeur  de  H'. 


Fig.  2. 


Nous  conserverons,  dans  ce  qui  va  suivre,  le  meme  sens  a  ces  notations, 
en  y  joignant  : 

h  pour  indiquer  I'epaisseur  de  la  veine  liquide  mesuree  au-dessus  de  la 

Crete  du  barrage, 
H  la  charge  totale  egale  a  H'  +  —  • 

Examen  des  tramux  des  dwers  auteurs.  —  Tous  les  auteurs  se  sont 
bornes,  en  general,  a  noter  quelques  circonstances  de  Tecoulement,  sans 
se  preoccuper  de  leur  interpretation  scientifique,  et  a  dresser  des  Tables 
donnant  les  valeurs  de  K,  d'apres  leurs  propres  experiences. 

Les  travaux  a  signaler  appartiennent  a  MM.  Castel,  Bidone  r  /^K^os  et 
Boileau ;  nous  ne  citerons  que  pour  memoire  les  observatic  ^, 
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parce  que  les  donnees  y  sont  indiquees  d'une  maniere  trop  incomplete 
pour  que  I'on  puisse  apprecier  rigoureusement  les  resultats  obtenus  par 
cet  hydraulicien. 

Experiences  de  M.  Castel.  —  M.  Castel  a  fait  un  assez  grand  nombre 
d'experiences  sur  le  dispositif  qui  nous  occupe;  mais  Teau  d'alimentation, 
fournie  par  des  pompes,  arrivait  par  saccades  dans  le  canal  alimentaire  et 
y  produisait  une  serie  d'ondulations  causant  des  variations  de  niveau  et 
des  impulsions  perturbatrices  dans  la  masse  liquide  qui  se  rendait  au 
deversoir.  Malgre  toutes  les  precautions  prises  pour  amortir  ces  mouve- 
ments  a  Taide  de  languettes  de  calme,  I'auteur  ne  considere  comme  suffi- 
samment  exactes  que  celles  qui  sont  relatives  a  un  deversoir  large  de  o™,74 
et  eleve  de  0^,17  au-dessus  du  fond  du  canal. 

Ces  experiences  sont  au  nombre  de  cinq ;  elles  ne  peuvent  done  servir 
que  de  renseignements  pour  completer  ou  controler  des  travaux  plus 
importants. 

M.  Castel  a  neglige  de  tenir  compte  de  la  vitesse  d'arrivee  U  et  a,  par 
suite,  adopte  la  formule 

D  =  K/HV^pP. 
Le  Tableau  suivant  indique  les  resultats  obtenus  : 


Tableau  I. 
Experiences  de  M,  Castel  [Toulouse). 
/  =  o ,  74 .   Hauteur  du  barrage  =  0°,  1 7. 


H. 

K. 

OBSEBVATIONS. 

m 

o,o3o 
0,040 
o,o5o 
0,060 
0,080 

m 

0 ,o25o 
o,o337 
0,0419 
o,o5o4 
o,o683 

o,44ia 
o,44ia 
o,44iii 
0,4412 
0,4412 

Les  valeurs  de  K  fournies  par  la 
formule  adoptee  par  M.  Castel  sont 
trop  grandes  si  on  les  rapporte  k  la 
formule  qui  ticnt  compte  de  la  vi- 
tesse acquise ;  nous  reviendrons  sur 
ce  sujet. 

Experiences  de  M.  Bidone.  —  M.  Bidone  a  fait  des  experiences  sur 
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un  deversoir,  sans  contraction  laterale,  large  de  o'",6429,  et  dont  le  bar- 
rage avait  une  hauteur  de  o'",i557. 

Get  auteur  a  adopte  un  procede  particuHer  pour  mesurer  les  charges ; 
il  a  pris  pour  H  la  hauteur  a  laquelle  Teau  s'elevait  dans  la  branche  ver- 
ticale  d'un  tube  recourbe,  dont  la  branche  horizontale  recevait  le  choc  de 
la  veine  liquide  qui  passait  sur  la  crete  du  barrage,  et  s'est  servi  de  la 
formule 

II  est  clair  que  ce  procede  ne  permet  pas  de  mesurer  bien  exactement 

H  ~  H'-^  )  a  cause  des  oscillations  de  la  colonne  liquide  dans  la  branche 

verticale  du  tube ;  il  est  de  plus  evident  que  la  valeur  ainsi  trouvee,  en 
supposant  meme  que  Ton  se  soit  mis  a  I'abri  de  toute  chance  d'erreur, 
est  differente  de  la  veritable  valeur  de  H.  Le  Tableau  II  indique  les  resul- 
tats  obtenus  par  M.  Bidone;  les  valeurs  de  K  ne  sauraient  evidemment 
etre  rigoureusement  comparees  a  celles  que  donnent  les  auteurs  qui  ont 
mesure  H  a  Taide  d'un  nivellement. 


Tableau  U. 

Experiences  de       Bidone  [Turin], 
/=  o™,6429.   Hauteur  du  barrage  —  6^^i55y, 


H. 

/i. 

K. 

m 

m 

0,07425 

0,06075 

0,394 

0,09450 

0,07437 

0,393 

0,11475 

0 , 09000 

0,409 

0,  i485o 

0,11700 

0,408 

0,16875 

0,12937 

0,393 

0,19575 

0, 16110 

0,410 

Experiences  de  M.  le  colonel  Lesbros.  —  La  question  etait  done  bien 
pen  avancee  quand,  en  i84o,  M.  le  colonel  Lesbros  fit  conr 
vastes  travaux. 
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II  est  facile  d'analyser,  en  quelques  mots,  la  partie  qui  concerne  la 
depense  des  deversoirs  formes  par  un  barrage  vertical  a  arete  vive  et  a 
biseau,  alimentes  par  des  canaux  rectangulaires  de  meme  largeur. 

L'anteur  etudie  (sous  le  nom  de  dispositif  lo)  un  barrage  sans  con- 
traction laterale  et  eleve  de  o'",54,  et  (sous  le  nom  de  dispositif  6)  un 
deversoir  pr^sentant  une  faible  contraction  laterale,  dont  il  ne  tient  pas 
compte,  et  dans  lequel  la  hauteur  du  barrage  est  nulle. 

II  pose  les  regies  suivantes  : 

1°  Pour  tout  barrage  moindre  que  o*",  54?  on  trouvera  les  valeurs  de  K 
en  interpolant  entre  les  coefficients  correspondant  a  la  meme  valeur  de  H 
pour  le  barrage  de  hauteur  nulle  et  le  barrage  de  o™,  54  de  hauteur. 

2®  Les  valeurs  de  K  trouvees  pour  le  barrage  de  o"',54  sont  encore 
applicables  aux  barrages  plus  eleves. 

Le  Tableau  suivant  permet  done,  d'apres  M.  le  colonel  Lesbros,  de 
resoudre  revaluation  de  la  depense ;  nous  verrons  plus  loin  qu'il  doit  etre 
modifie. 

Tableau  UI, 

indiquant  les  valeurs  de  K  d'apres  M,  le  colonel  Lesbros. 


K  POUR  DES  HAUTEURS 

DB  BARRAGE  DE 

H. 

OBSERVATIONS. 

0",  00 

o«,  54 

(dispositif  6). 

(dispositif  10). 

m 

m 

m 

0,02 

o,3i8 

0,473 

On  Terra  plus  loin  que 

o,o3 

0,337 

0,459 

les    coefficients  donnes 

o,o4 

o,352 

0,449 

pour  le  cas  d'un  barrage 

OjO'J 

0,362 

0,442 

nul  ne  sont  pas  admis- 

o,o6 

0,370 

0,437 

sibles;   les    nombres  a 

o,o8 

0,379 

0,434 

adopter  sont  inscrits  Ta- 
bleau Vf. 

0,09 

o,38o 

0,434 

0,  JO 

0,382 

0,434 

0,12 

o,383 

0,134 

0,14 

o,383 

0,434 

0,16 

o,384 

0,433 

0,18 

o,383 

0,432 

0,20 

o,383 

0,432 

0,22 

0,382 

0,00 

0,24 

o,38i 

0,428 
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Ces  coefficients  s'appliquent  a  la  formule 

II  faut  done  connaitre  D,  /,  H'  et  U  pour  determiner  K;  /se  mesure 

facilement;  pour  connaitre  H'  et  U  ou  plutot  H'  +  ^  =  H,  M.  Lesbros 

mesure  h  et  passe  de  A  a  H  a  Taide  d'une  formule  empirique  qu'il  a  deduite 
de  ses  experiences  et  de  celles  des  autres  hydrauliciens  sur  des  barrages 
pea  elei^es. 

Ainsi  I'emploi  des  Tables  de  Tauteur  comporte  les  operations  suivantes  : 
1**  Mesure  de  /; 
2°  Mesure  de  // ; 

3°  Calcul  de  H  par  une  formule  empirique ; 

4*^  Recherche  dans  les  Tables  des  valeurs  de  K  qui  correspondent  a 
eelle  de  H ; 

5°  Interpolation  si  le  barrage  est  inferieur  a  o"',54; 
6*^  Calcul  de  D  par  la  formule. 

Examen  de  la  premiere  regie  posee  par  M.  Lesbros.  —  La  methode 
de  M.  Lesbros  ne  nous  semble  pas  exempte  de  defauts;  il  est  facile  de 
montrer  qu'elle  repose  sur  des  principes  completement  errones. 

Examinons  d'abord  la  premiere  regie  posee  par  Tauteur  :  Pour  tout 
barrage  de  hauteur  moindre  que  o"*,54»  on  tromera  la  valeur  de  K  en 
inter polant  entre  les  coefficients  {correspondant  a  la  meme  "valeur  de  H) 
trouves  pour  les  barrages  de  hauteur  nulle  et  de  hauteur  egale  a  o",54. 

Le  Tableau  III  montre  que  les  coefficients  relatifs  au  barrage  nul  sont 
beaucoup  plus  faibles  que  ceux  que  Texperience  donne  pour  les  barrages 
de  o™,54;  le  principe  enonce  par  M.  Lesbros  suppose  que  les  accroisse- 
ments  de  ce  coefficient  sont  proportionnels  (jusqu'a  o"\54)  a  Taccroisse- 
ment  de  hauteur  du  barrage,  ce  qui  est  demontre  inexact  par  les  expe- 
riences de  M.  r^esbros  lui-meme. 

II  suffit,  pour  s'en  convaincre,  de  jeter  les  yeux  sur  le  Tableau  XXIII 
(p.  434  du  Memoire  de  I'auteur),  dont  nous  reproduisons  ici  un  extrait  : 
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Tableau  IV. 

Expiriences  isolSes  de  M.  Lesbros  sur  des  barrages  de  faible  hauteur. 


XT 

HAUTEUR 

Hps  hfli*i*flffi>s 

H. 

d'aprds 
des  experiences 
directes. 

OBSERVATIONS. 

m 

0,043 

m 

0,0795 

o,4i4o 

Noas  aarons  occasion 

0,048 

0,0790 

0,4109 

de  revcnir  sur  ces  expe- 

0,070 

0,0716 

o,4io5 

riences. 

0,  100 

o,o636 

0,4008 

o,i3o 

o,o58i 

0,3971 

o,o35o 

o,38ii 

o,o3o 

0,0296 

0,3490 

o,o5o 

0,0160 

0,2701 

II  est  parfaitement  clair  que  I'auteur,  en  proposant  une  methode  d'in- 
terpolation,  aurait  du  donner  des  jalons  sufHsants,  cest-a-dire  etudier 
non  seulement  le  barrage  limite  de  hauteur  nuUe,  mais  encore  un  ou  deux 
barrages  de  hauteur  tres  faible,  afin  de  determiner  la  courbe  qui  donne  les 
valeurs  de  K  en  fonction  de  eelles  de  la  hauteur  du  barrage  (pour  une 
valeur  determinee  de  H)  d'une  maniere  suffisamment  approchee. 

En  second  lieu,  nous  reprocherons  a  Fauteur  d'avoir  adopte,  pour  I'e- 
tude  du  cas  ou  le  barrage  est  nul,  un  dispositif  qui  a  moditie  les  valeurs  de  K. 


Fig.  3. 


Coupe  dans  le  dispositif  6  suivant  AB. 


Si  Ton  examine,  en  effet,  le  dispositif  6  qui  sert  a  M.  Lesbros  pour 
etudier  ce  cas,  qui  n'est  point  realisable  dans  Tinterieur  des  canaux  et  qui 
ne  pent  se  produire  qu'a  leur  extremite  en  la  laissant  libre,  il  semble  que 
I'auteur  s'est  place  dans  un  cas  tout  a  fait  particulier;  I'eau  arrive  sans 


Digitized  by 


I  lO 


E.  CLARINVAL. 


raccordement  dans  un  canal  qui  n'a  que  I'^jgS  de  longueur;  elle  rencontre 
done,  pres  de  la  sortie,  une  elevation  de  0^,54  et  ne  pent  certainement 
prendre  le  regime  et  le  profit  qu'elle  afFecterait  dans  un  long  canal.  II 
parait  beaucoup  plus  rationnel  de  chercher  la  solution  du  probleme  dans 

Fig.  4. 


Plan  da  dispositif  6. 

les  experiences  faites  par  M.  Lesbros  sur  les  deversoirs  prolonges  par  des 
canaux  rectangulaires  de  meme  largeur.  Les  figures  de  la  PI.  XXXI 
nous  montrent  des  coupes  faites  dans  le  dispositif  1 6 ,  qui  indiquent  clai- 
rement  que,  a  2'",5o  en  aval  du  deversoir,  I'eauapris  un  regime  regulier 
qui  permet  d'appliquer  la  formule 


a  la  condition  d'ajouter  aux  valeurs  de      indiquees  dans  ces  coupes  les 

hauteurs  —  correspondantes. 

Ces  experiences  sont  rapportees  pages  4^2^4>  4^5  et  4^6  du  Memoire 
de  M.  Lesbros;  elles  indiquent  a  a"",  5o  du  deversoir  des  hauteurs  H'  (dans 
le  canal)  qui  sont  : 

o"*,i26o,    o'",o954,    0^,0682,    o™,o4i5,    o'^jOagS,  o'",oi9. 

Si  on  leur  ajoute  —  ?  facile  a  calculer  en  divisant  la  depense  accusee 
dans  chaque  experience  par  la  section  correspondante  du  canal,  on  obtient 
pour  H  =  H'-H^: 

o"^,i83o,    o",ia74,    o'°,o892,    o™,o5i3,    o",o364,  0^,022, 
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et,  en  calculant  K  d'apres  la  depense  experimentale  substituee  dans  la  for- 
mule  precitee,  on  a  successivement : 

K  =  o ,  39 1 ,  K  -  o ,  376,  K  o ,  353, 
K~o,38o,    K  =  o,36i,    K  =  o,323, 

valeurs  assez  difFerentes  de  celles  que  nous  avons  donnees  dans  le  Ta- 
bleau III  comme  resultant  des  experiences  faites  sur  le  dispositif  6  et  qui 
nous  ont  permis  d'etablir  le  Tableau  VI. 

Gette  simple  verification  montre  que  Tun  des  points  de  depart  de  la 
methode  de  M.  Lesbros  est  inexact,  en  ce  sens  que  le  dispositif  6  ne 
permettait  reellement  pas  de  conclure  les  coefficients  relatifs  a  un  barrage 
de  hauteur  nulle. 

Le  dispositif  6  avait  encore  T  inconvenient  de  ne  pas  etre  complete- 
ment  debarrasse  de  la  contraction  laterale ;  le  canal  avait  o™ ,  24  de  lar- 
geur,  tandis  que  le  deversoir  n'avait  que  o"* ,  20 ;  on  arrive  done  a  inter- 
poler  entre  deux  coefficients  relatifs  a  des  cas  qui  ne  sont  pas  comparables. 

Examen  de  la  seconde  regie  posie  par  M.  Lesbros;  explication  du 
role  de  la  contraction  inf^rieure  dans  les  de^ersoirs.  —  Pour  continuer 
I'examen  de  la  methode  de  M.  Lesbros,  il  est  necessaire  d'etudier  le  veri- 
table role  de  la  contraction  inferieure  dans  les  deversoirs ;  c'est  pour 
Favoir  meconnu  que  cet  habile  experimentateur  a  ete  conduit  a  des  erreurs 
que  nous  avons  encore  a  signaler. 

Si  Ton  considere  Textremite  d'un  canal  ne  presentant  ni  contraction 
inferieure  ni  contraction  laterale,  et  ayant,  par  suite,  toutes  ses  parois 
(fond  et  cotes)  dans  le  prolongement  de  celles  de  T orifice,  a  chaque  valeur 
de  H  correspondra  une  valeur  determinee  de  A,  et  pour  une  meme  valeur 
de  H  la  nappe  liquide  affectera  une  courbe  invariable. 

Mais  il  n'en  sera  plus  ainsi  quand  on  modifiera  1' orifice  de  sortie  par  la 
construction  d'un  barrage,  car  alors  la  contraction  inferieure  fera  sentir 
son  effet;  les  filets  liquides  inferieurs,  en  se  precipitant  vers  Forifice,  rele- 
veront  la  veine  jaillissante  et  augmenteront  son  epaisseur  h. 

En  un  mot,  si  Von  compare  deux  deversoirs  dont  Vun  a  un  barrage 
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de  hauteur  nulle  et  dont  Vautre  a  un  barrage  d'une  certaine  hauteur 
pour  les  memes  valenrs  deH,  le  rapport  ^  sera  moindre  pour  le  premier 
que  pour  le  second. 

H 

Le  Tableau  V,  oii  nous  donnons  les  valeurs  de  ^  qui  resultent  des  expe- 
riences de  M.  Lesbros  pour  des  barrages  dont  les  hauteurs  varient  de  o"* 
a  o™,54,  prouve  la  verite  de  cette  assertion  (voir  Experiences  sur  le  bar- 
rage de  o'°,54,  p.  4 16,  sur  le  dispositif  16,  p.  4^5  et  4^6,  sur  des 
diverses  Iiauteurs  dc  barrages,  p.  484>  du  Memoire  de  M.  Lesbros). 


Tableau  V, 


H 


indiquant  les  valeurs  de  —  pour  dherscs  hauteurs  de  barrage. 


H. 

H 

VALEURS  DE  j  POUR  DBS 

DE  HAUTEUR  DE 

0",  00. 

o",o3. 

0™,  043. 

o»,o48. 

o",o5. 

o-,o7. 

0",I0. 

0",l3. 

o-,54. 

0,020 

2,68 

» 

» 

» 

B 

1 

1,326 

o,o3o 

2,40 

» 

1) 

1,43 

» 

B 

B 

1,295 

0,040 

2,275 

» 

i,33i 

1 

B 

» 

1 ,260 

0,0471 

» 

1,346 

)) 

» 

» 

B 

B 

B 

o,o5o 

2,208 

» 

1 

» 

B 

B 

1,223 

0,060 

2,166 

» 

)) 

B 

B 

I  ,2o3 

0,070 

2,i34 

» 

n 

» 

» 

B 

n 

1 ,200 

0,072 

» 

n 

» 

n 

» 

i,3ii 

B 

0,080 

2,116 

» 

1) 

n 

n 

B 

0,0834 

» 

» 

» 

f 

» 

» 

» 

i,3ii 

B 

B 

0,0937 

» 

)) 

i,3io 

» 

B 

B 

0,100 

2,120 

1) 

» 

0 

B 

B 

i,i85 

0,1066 

» 

» 

1,348 

1,345 

0 

B 

B 

» 

0, 120 

2,i65 

» 

» 

B 

» 

1,190 

0,  i4o 

2,i85 

» 

» 

n 

» 

» 

0 

h 

B 

0,  i5o 

2,1 55 

n 

» 

B 

B 

1,194 

0,170 

2,127 

» 

» 

» 

» 

B 

B 

i»i99 

0,180 

2,l3 

n 

0 

» 

» 

» 

B 

» 

1 ,200 

0,200 

» 

» 

B 

B 

1,209 

0,220 

J) 

» 

n 

0 

» 

t 

B 

1,216 

0,240 

a 

D 

0 

n 

i> 

B 

B 

B 

1,224 

Oo8EavATio!<s.  —  Od  &  ios^re  dans  ce  Tableau,  pour  le  barrage  de  bauteur  nulle,  les  valeurs  de  ^ 
resultant  du  dispositif  i6,  seules  applicables  k  ce  cas-Iimite. 
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De  rexamen  de  ce  Tableau  il  resulte  evidemment  que  : 

Le  rapport^  diminue  a  mesure  que  le  barrage  s'eleve  quand  H  ne 
varie  pas, 

H 

1^  Pour  une  m^me  hauteur  de  barrage,  H  auginentant,  le  rapport 

diminue  d'abord  pour  croitre  ensuite ;  pour  le  barrage  de  o" ,  54,  il  diminue 
jusqu'a  ce  que  H  soit  egal  a  o™,o6,  puis  il  conserve  une  valeur  sensible- 
ment  constante  jusqu'a  H  =  o"* ,  1 8 ,  et  ensuite  ce  rapport  prend  des  valeurs 
croissantes. 

Gherchons  maintenant  si  la  premiere  deces  lois  est  generale,  si  elle  exisle 
pour  des  barrages  plus  eleves. 

II  semble  evident  que  le  relevement  de  la  veine  liquide  sera  d'autant 

plus  grand  que  le  nombre  des  molecules  liquides  inferieures  se  precipitant 

f  .  .  H 

versTorifice  sera  plus  considerable  suivant  la  verticale;  par  suite,  ^dimi- 

nuera  a  mesure  que  le  barrage  s  elevera,  car,  ainsi  que  Ta  indique  Dubuat, 
les  molecules  situees  en  amont  des  barrages  se  meuvent  de  fond. 

II  est  etonnant  que  les  hydrauliciens  n'aient  pas  tons  admis  ce  fait, 
qui  resulte  du  principe  de  la  transmission  des  pressions  dans  les  masses 
liquides,  et  aient  cherche  a  etablir  une  limite  (pour  la  hauteur  des  bar- 
rages) a  partir  de  laquelle  les  molecules  inferieures  ne  se  precipitaient  plus 
vers  Torifice* 

Fig. 


Du  moment  ou  Teconlement  par  deversoir  produit  nn  gonflement  des 
filets  liquides  a  une  certaine  distance  en  amont  du  barrage,  les  molecules 

XLVl'  Cahier. 
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situ^es  en  a  au-dessous  de  la  crete  et  en  aval  du  denivellement  tendent  a 
se  relever  jusqu'a  la  hauteur  du  niveau  primitif  et  a  venir  en  a',  et  cette 
force  ascensionnelle,  combinee  avee  leur  vitesse  horizontale,  les  amene 
vers  rorifice. 

On  pent  le  verifier  facilement;  si  Ton  plonge  un  tube  T  ouvert  a  ses 
deux  bouts  dans  la  masse  liquide,  en  amont  du  barrage  et  en  aval  de  la 
section  AB,  on  voit  I'eau  s'elever  dans  le  tube  un  pen  plus  haut  que 
riiorizontale  AA,  parce  que  I'eau  possede  une  certaine  vitesse  acquise  en 
arrivant  dans  la  section  AB.  Ainsi  done  le  raisonnement  et  F experience 
prouvent  que  les  molecules  inferieures  se  meuvent  de  fond,  que  plus  le 
barrage  est  eleve,  plus  il  y  a  de  molecules  affluant,  suivant  la  verticale, 

y      •  H  • 

vers  Torifice  (H  restant  le  meme),  que  par  suite  le  rapport doit  conti- 

nuellement  diminuer  et  h  croitre  avec  la  hauteur  du  barrage. 

Cest  done  bien  a  tort  que  M.  Lesbros  admet  que  Tinfluence  de  la 
hauteur  du  barrage  ne  sera  plus  sensible  des  que  cette  hauteur  atteindra 
o™,54,  et  que  Ton  pourra  adopter,  dans  le  calcul  de  la  depense  des  bar- 
rages les  plus  eleves,  les  coefficients  trouv^s  pour  ce  cas  particulier. 

La  lecture  du  Memoire  de  M.  Lesbros  montre,  du  reste,  certaines  con- 
tradictions. On  trouve,  page  ^33: 

a  Les  faces  laterales  du  reservoir  cessent  d'avoir  de  Tinfluence  sur 
r^coulement  lorsque  sa  largeur  est  egale  ou  superieure  a  dix  fois  celle  du 
deversoir....  » 

Et  page  228  : 

(c  II  est  naturel  d'admettre  que  le  fond  du  reservoir  etend  a  peu  pres 
son  action  a  la  meme  distance  que  les  parois  laterales. . . .  )> 

La  conclusion  a  tirer  de  ces  deux  passages  est  evidente;  d'apres 
I'auteur,  le  fond  devrait  agir  tant  que  sa  distance  ne  serait  pas  egale  a 
4,5  fois  Tepaisseur  h  de  la  veine,  c'est-a-dire  que  ce  ne  serait  que  pour  h 
egal  ou  moindre  que  o"',i2  que,  dans  le  cas  d*un  barrage  de  o™,54,  le 
fond  serait  sans  action  sur  I'ecoulement.  Ainsi  done,  meme  en  acceptant 
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les  idees  de  M.  Lesbros  sur  la  contraction^  on  ne  pourrait  admettre  la 
methode  qu'il  indique  pour  mesurer  la  depense  des  deversoirs. 

Dans  toutes  ses  conclusions  relatives  a  Tecoulement  par  deversoir,  il 
semble  que  cet  ingenieur  ait  ete  guide  par  les  resultats  qu'il  avait  obtenus 
dans  ses  experiences  sur  les  orifices  fermes  a  la  partie  superieure. 

II  y  a  lieu  de  remarquer  cependant  que,  dans  ces  deux  genres  d' orifices, 
le  role  de  la  contraction  inferieure  est  completement  different;  quand  il 
s'agit  d'une  vanne,  il  n'y  a  pas  de  gonflement  en  avant  du  barrage;  par 
suite,  les  molecules  inferieures  ne  sont  pas  soumises  a  la  contre-pression 
que  nous  avons  constatee  et  qui  amene  leur  ascension;  dans  ce  genre  d' ori- 
fices, la  contraction  inferieure  n'est  due  qu'a  la  viscosite  des  molecules,  et 
ses  lois  doivent  etre  a  peu  pres  les  memes  que  celles  de  la  contraction 
laterale.  On  pent  meme  ajouter  que  les  effets  de  la  contraction  inferieure 
doivent  etre  moindres  encore,  car  pour  les  produire  il  faut  que  les  mole- 
cules inferieures  luttent  contre  le  poids  de  celles  qui  sont  placees  au-dessus. 
Le  relevement  de  la  veine  jaillissante  est  done  tres  faible,  et,  comme  1' ori- 
fice est  limite  a  la  partie  superieure,  cette  veine  ne  pent  augmenter  de 
dimension. 

II  resulte  de  ces  considerations  que  la  contraction  inferieure  ne  produit 
dans  les  vannes  que  des  chocs,  des  diminutions  de  vitesses  et  de  depenseset 
que  le  phenomene  de  Tecoulement  a  lieu  dans  des  conditions  toutes  diffe- 
rentes  de  celles  des  deversoirs  ou  il  y  a  ecoulement  simultane  de  deux 
nappes  bien  distinctes  : 

De  celle  qui  s'ecoulerait  s'il  n'y  avait  pas  de  barrage  (que  je  nom- 
merai  nappe  superieure)  et  qui  est  relevee  par  les  molecules  inferieures 
des  que  le  barrage  est  construit ; 

a®  De  celle  qui  provient  des  molecules  inferieures  se  precipitant  vers 
Torifice  et  qui  constitue  la  nappe  inferieure. 

L' ecoulement  simultane  de  ces  deux  nappes  produit  certainement  des 
chocs.  La  nappe  superieure,  par  suite  de  son  relevement,  subit  une  dimi- 
nution de  chute  superficielle ;  son  debit  est  done  diminue.  Mais  a  ce  debit 
s'ajoute  celui  de  la  nappe  inferieure,  et  c'est  la  somme  des  deux  depenses 
qui  constitue  cette  augmentation  definitive  de  debit  que  les  auteurs  ont  con- 
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statee  dans  le  cas  oil,  la  contraction  laterale  etant  supprimee,  celle  sur  le 
fond  existe  encore.  Nous  avons  plus  loin  occasion  de  revenir  sur  ce  sujet. 
II  resulte  evidemment  de  ce  qui  precede  : 

1**  Que  la  depense  des  deversoirs  varie  avec  la  hauteur  du  barrage; 
2"*  Que  la  seconde  regie  posee  par  M.  Lesbros  n'est  pas  admissible. 

Le  role  de  la  contraction  inferieure,  tel  que  nous  Tavons  defini,  montre 
pourquoi  le  dispositif  6  ne  pent  (nieme  en  ne  tenant  pas  compte  de  la 
faible  contraction  laterale  qu'il  comporte)  etre  considere  comrae  permettant 
Tetude  de  Tecoulement  a  Textremite  d'un  canal  dont  Torifice  serait  libre, 
c'est-a-dire  sans  barrage.  11  est  clair  que  les  molecules  partant  du  fond 
en  avant  de  la  charpente  MN,  figurant  le  fond  du  canal,  vont  relever  la 
veine  jaillissante,  augmenter     et  que  dans  chaque  experience  sur  ce  dis- 

H  • 

positif  on  obtiendra  des  valeurs  de  ^  plus  petites  que  celles  qui  corres- 
pondent au  cas  d'un  barrage  de  hauteur  egale  a  zero.  11  en  sera  de  m^me 
des  valeurs  de  K;  elles  seront  celles  que  Ton  obtiendrait  dans  le  cas  d'un 
barrage  d'une  hauteur  probablement  assez  faible,  mais  que  Ton  ne  saurait 
indiquer  a  priori  et  qui,  par  suite,  ne  pent  servir  de  point  de  depart  pour 
une  interpolation. 

Importance  reelle  des  experiences  de  M.  Lesbros.  —  La  partie  du  Me- 
moire  de  M.  Lesbros  qui  est  consacree  aux  experiences  sur  les  deversoirs 
sans  contraction  laterale  a  neanmoins  une  tres  grande  valeur.  Get  officier 
possedait  une  grande  habitude  des  experiences  hydrauliques ;  ancien  colla- 
borateur  de  Tillustre  Poncelet,  il  a  apporte  dans  ses  observations  un  soin 
et  une  conscience  remarquables,  et  Ton  peut  etre  certain  de  chacun  des 
chifFres  inseres  dans  ses  Tableaux.  Si  nous  altaquons  les  consequences 
qu'il  a  tirees  et  la  methode  qu'il  a  deduite  de  ses  travaux,  nous  recon- 
naissons  qu'il  a  fortement  elucide  la  question,  qu'il  a  fait  beaucoup  plus 
que  ses  devanciers  en  traitant  d'une  maniere  complete  et  a  Tabri  de  toute 
contestation  un  cas  (celui  du  barrage  de  o'",54)5  et  accidentellement  celui 
du  barrage  de  hauteur  nulle,  qui  permettent,  en  y  joignant  encore  quelques 
experiences  isolees,  de  controler  toule  methode  nouvelle. 
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Observations  de  M.  Lesbros  sur  la  for  mule  de  Dubuat.  —  M.  Lesbros 
a  consacre  quelques  pages  de  son  Memoire  a  une  observation  fort  impor- 
tante  sur  la  formule  de  Dubuat,  qui  est  de  nature  a  faire  saisir  les  modifi- 
cations dont  elle  a  ete  Tobjet. 

L'application  de  cette  formule  est  impossible  dans  la  pratique;  elle 
introduit,  dans  le  calcul,  la  charge  totale  H,  qui  se  compose  d'une  quantite 

H'  que  Ton  peut  mesurer  et  d'une  hauteur  ^  due  a  une  vitesse  U  que  Ton 

ne  peut  obtenir  d'une  maniere  assez  approximative  dans  les  divers  cas  de 
la  pratique. 

C'est  pour  ce  motif  que  M.  Castel  ne  tient  pas  compte  de  celte  vitesse  et 
que  M.  Bidone  mesure  H  a  Taide  d  un  procede  plus  ou  moins  approximatif. 

M.  Lesbros  a  cru  eluder  la  difficulte  en  donnant  une  formule  empirique 
permettant  de  conclure  H  de  la  valeur  de  A;  nous  ne  saurions  Tadmettre, 
parce  qu'elle  n'est  pas  assez  generale;  elle  porte  le  defaut  de  la  methode 
de  Tauteur,  qui  n'admettait  pas  Tinfluence  de  la  hauteur  d'un  barrage 
depassant  o™ ,  54 . 

Petrification  de  la  metliode  de  M.  Lesbros.  —  Nous  avons,  du  reste,  en 
dehors  de  toute  theorie,  le  moyen  de  verifier  Texactitude  de  la  methode  de 
M.  Lesbros.  On  peut  voir  si,  en  I'appliquant  a  ses  propres  experiences 
sur  des  barrages  de  faible  hauteur,  on  retrouve  les  depenses  accusees  dans 
le  bassin  de  jauge. 

Pour  cette  verification,  nous  nous  trouvons  toutefois  en  presence  d'une 
certaine  difficulte;  les  hauteurs  de  barrage  etant  moindres  que  o",54,  il 
faut  interpoler  pour  appliquer  la  methode  de  M.  Lesbros  entre  les  coeffi- 
cients applicables  au  cas  du  barrage  de  hauteur  nulle  et  celui  du  barrage 
de  o™ ,  54  de  hauteur  :  nous  avons  reconnu  que  les  coefficients  indiques 
par  M.  Lesbros  pour  le  premier  cas  etaient  inexacts;  il  est  done  naturel 
d'adopter  ceux  que  nous  avom  donnes. 

lie  Tableau  suivant  montre  les  differences  qui  existent  pour  les  valeurs 
suivant  que  ron  adopte  le  dispositif  6  (que  nous  n'admettons  pas) 
ositif  16,  qui  nous  a  servi  dans  Tetablissement  du  Tableau  VL 
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Tableau  VI, 

indiquant  les  differentes  valeurs  de  K  qui  resuUent  des  experiences 
sur  les  dispositifs  6  et  16. 


COEFnCIENTS  R 
donn^  par  M.  Lesbros 
comme  resultant 
du 

dispositif  6. 


m 

0,02 

o,3i8 

o,o3 

0,04 

0,337 

0,352 
o,362 
0,370 

o,o5 

0,06 

0,07 

0,379 

0,08 

o,38o 

0,10 

0,382 

0,12 

o,383 

0,14 

o,383 
0,384 

0,16 

0,18 

o,383 

0,20 

o,383 

COEFFICIENTS 
rectifies 
d'aprds  le  dispositif 
16. 


0,323 
0,345 
0,353 
o,36o 
o,365 
0,369 
0,372 
0,377 
o,38o 
0,383 
o,386 
0,390 
0,392 


Neanmoins  nous  etablirons  nos  calculs  dans  les  deux  hypotheses,  en 
adoptant  d'abord  la  methode  de  M.  Lesbros  sans  modification  et  en 
partant  ensuite  des  coefficients  rectifies. 


Tableau  VH, 

indiquant  les  risuUats  de  Vapplication  de  la  methode  de  M.  Lesbros,  non  modi/Ue^ 
a  huit  experiences  isoldes  de  cet  auteur. 


K 

DEFENSE 

HAUTEUR 

DEFENSE 

K 

d'apr^s 

d'apr^ 

DIFPtREMCB 

des 

H. 

expdrimen- 

experimen- 

la methode 

la  methode 

des 

barrages. 

tale. 

tal. 

de 

M.  Lesbros. 

de 

M.  Lesbros. 

ddpenses. 

m 

m 

lit 

lit 

lit 

0,043 

0,1066 

12,905 

0,4140 

o,386 
0,387 

12,019 

-0,886 
—0,730 

0,048 

o,io63 
0,0937 

I2,56i 

0,4109 

ii,83i 

9»93o 

0,070 

10,532 

o,4io5 

0,387 

—0,602 

0,  too 

o,o834 

8,638 
6,864 

0,4008 

0,389 

8,382 

—  0,252 

0,  i3o 

0,0720 

0,3971 

0,397 

6,862 

—0,002 

0,020 

0,0471 

3,490 

o,38ii 
0,3490 

0,362 

3,3io 

—0,170 

o,o3o 

0,0394 

2,440 

o,365 

2,553 

-4-0, Il3 

o,o5o 

0,0229 

0,843 

0,2701 

0,333 

1,039 

-t-0,196 

^L^MBNTS 
DE  L'tNTEKPOLATIOM. 


R 

d'aprds 
le  dispositif 
6. 


0,382 
0,382 
0,38i 
0,379 
0,375 
0,359 
o,35o 
o,336 


K 

d*apr^ 
le  dispositif 
10. 


0,434 
0,434 
0,434 
0,434 
0,435 

0,447 
0,454 
0,459 
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La  methode  de  M.  Lesbros,  non  modifiee,  donne  une  erreur  moyenne 
deo"*,369  pour  une  depense  moyenne  de  6^'*, 53,  e'est-a-dire  une  erreur 
de     de  la  depense;  elle  est  done  loin  d'etre  exacte. 

Mais  ici  nous  nous  sommes  servi  de  coefficients  provenant  du  dispo- 
sitif  (6)  et  applicables,  non  pas  au  barrage  de  hauteur  nuUe,  mais  a  un 
barrage  de  petite  hauteur,  ce  qui  a  modifie  les  resultats  a  Favantage  de  la 
methode  de  Tauteur. 

Dans  le  Tableau  sui vant ,  nous  presentons  la  solution  donnee  par  la 
methode  veritable,  et  T erreur  sera  plus  grande  : 


Tablbau  vni, 

indiquant  Us  resultats  de  Vapplication  de  la  methode  de  M.  Lesbros,  modifiee, 
h  huit  expMences  de  cet  autcur. 


HAUTEUR 

des 
barrages. 

H. 

DEFENSE 
exp^rimen- 
tale. 

K 

d'aprdfl 
les  expe- 
riences. 

K 

d'apr^s 
la  methode 
de 

M.  Lesbros. 

DEFENSE 
d'apr^s 
la  methode 
de 

M.  Lesbros. 

dipfAbencb 

des 
depenses. 

DE  L'IIITII 

K 

d'apr^ 
ledispositif 
16. 

lENTS 
irOLATION. 

K 

d'aprte 
ledispositif 

10.  ] 

m 

m 

lit 

lit 

Ut 

0,043 

0,1066 

ia,9o5 

o,4i4o 

0,376 

11,707 

-1,198 

0,372 

0,434 

0,048 

o,io63 

i2,56i 

0,4109 

0,377 

11,525 

— i,o36 

0,372 

0,434 

0,070 

0,0987 

10,532 

o,4io5 

0,374 

9,596 

—0,936 

0,369 

0,434 

0,100 

o,o834 

8,638 

o,4oo8 

0,378 

8,145 

-0,493 

o,366 

0,434 

o,i3o 

0,0720 

6,864 

0,3971 

o,38i 

6,585 

-0,279 

o,364 

0,435 

0,020 

0,0471 

3,490 

o,38ii 

0,348 

3,182 

— o,3o8 

0,349 

0,447 

o,o3o 

0,0394 

2,440 

0,3490 

o,35i 

2,455 

-HO,Ol5 

0,345 

0,454 

o,o5o 

0,0229 

0,843 

0,2701 

0,328 

1 ,023 

-f-o,i8o 

o,3i5 

0,459 

4,o35 

On  voit,  en  effet,  qu'ici  Terreur  est  de  o^'',5o4  pour  une  depense  moyenne 
de  6"*, 53;  au  lieu  d'etre  le  ^  de  la  depense,  elle  est  le  environ. 

Nous  ne  pouvons,  en  conscience,  verifier  la  methode  de  M.  Lesbros  en 
Tappliquant  aux  experiences  de  MM.  Castel  et  Bidone,  qui  ont  employe 
pour  la  mesure  de  H  des  procedes  bas^s  sur  des  principes  differents ;  il 
nous  semble,  du  reste,  que  la  question  est  tranchee  du  moment  oil  la  me- 
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thode  proposee  par  M.  Lesbros  reprodiiit  ses  propres  travaux  avec  aussi 
pen  d'appioximation. 

Conclusion  relative  aux  experiences  de  M.  Lesbros.  —  De  tout  ce  qui 
precede  on  est  autorise  a  conclure  que  les  travaux  de  M.  Lesbros  sur  le 
dispositif  qui  fait  I'objet  de  ce  Chapitre  se  reduisent  a  trois  series  d'expe- 
riences,  dont  les  resultats  sont  a  Tabri  de  toute  contestation  et  qui  sont : 

I**  Une  serie  d'experiences  sur  un barrage  ayant  o",54  de  hauteur; 

2**  Une  serie  d'experiences  sur  un  barrage  de  hauteur  nulle,  a  la  con- 
dition de  deduire  les  coefficients  du  dispositif(i6),  et  non  du  dispositif  (6), 
ainsi  que  le  fait  Tauteur; 

3**  Une  serie  de  huit  experiences  sur  des  barrages  de  faible  hauteur. 

Nous  considerons  la  premiere  et  la  troisieme  serie  conime  tres  iinpor- 
tantes;  quant  a  la  deuxieine,  pour  la  rendre  utile,  il  eiit  ete  necessaire  que 
M.  Lesbros  la  completat  par  une  autre  serie  (si  ce  n'est  deux)  d'experiences 
sur  des  barrages  peu  eleves. 

Ce  n'est  qu'a  celte  condition  que  sa  methode  cut  permis  la  determination 
de  la  depeilse  pour  des  barrages  moindres  que  o™,54;  Tinterpolation 
indiquee  par  Tauteur  ne  pent  donner  une  approximation  sufBsante,  parce 
qu'elle  a  pour  point  de  depart  un  cas  limite  oil  I'ecoulement  ne  presente 
pas  les  phenomenes  que  Ton  rencontre  des  que  le  barrage  a  une  certaine 
hauteur  et  qu'on  est  reduit  aux  deux  points  extremes  de  la  courbe  qui 
donneles  variations  du  coefficient  avec  la  hauteui:du  barrage  (o™  et  o™,54); 
cela  Suppose,  ce  qui  est  inexact,  des  accroissements  proportionnels. 

Ces  conclusions,  qui  resultaient  des  considerations  qui  ont  ete  deve* 
loppees,  sont  mises  en  evidence  par  la  verification  que  nous  venons  de 
faire;  T interpolation  faite  a  Taide  des  Tableaux  de  M.  Lesbros  n'a  donne 
qu'une  faible  approximation;  elle  devient  plus  faible  encore  quand, 
appliquant  rigoureusement  sa  methode,  on  part  des  coefficients  applicables 
au  cas  limite  d'un  barrage  nul  et  resultant  du  dispositif  i6. 

Pour  ce  qui  concerne  les  barrages  dont  la  hauteur  depasse  o™,54>  la 
methode  de  M.  Ijcsbros  est  egalement  erronee. 
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Experiences  de  M.  Boileau.  —  M.  Boileau  a  presente  a  T Academic 
des  Sciences,  en  i854,  alors  qu'il  etait  capitaine  d'artillerie  et  professeur 
a  r^cole  de  Metz,  un  Memoire  comprenant  un  grand  nombi  e  d' experiences 
sur  la  depense  des  deversoirs  qui  font  Tobjet  de  cette  etude. 

Get  auteur  y  considere  aussi  un  cas  d'ecoulement  qui  n'avait  pas  ete 
examine  avant  lui,  celui  des  nappes  noyees  en  dessous,  et  propose  une 
formule  nouvelle  basee  sur  quelques  considerations  theoriques. 

Nous  ne  nous  arreterons  pas  a  I'examen  des  nappes  noyees  en  dessous, 
parce  que  ce  cas,  d'apres  la  definition  qu'en  donne  M.  Boileau,  se  presen- 
tera  rareraent  et  pourra  toujours  etre  evite  en  rendant  le  canal  de  fiiite 
assez  large  ou  en  le  disposant  assez  bas  au-dessous  de  la  crete  du  barrage. 

Nous  ne  citerons  pas  non  plus  la  formule  theorique  proposee  par  ce 
savant  officier,  parce  qu'elle  a  ete  jugee  a  sa  veritable  valeurpar  MM.  Morin 
et  Lesbros;  ces  illustres  ingenieurs  ont  fait  remarquer  que,  si  elle  rend, 
jusqu'a  un  certain  point,  compte  des  variations  de  la  depense  avec 
celles  de  H,  de  h  et  de  la  hauteur  du  barrage,  elle  a  presque  toujours 
besoin  d'un  coefficient  de  correction,  et  que,  par  suite,  il  n'y  a  pas  avan- 
tage  a  la  substituer  a  celle  de  Dubuat,  qui  est  beaucoup  plus  simple. 

M.  Boileau,  dans  le  cas  des  nappes  libres,  a  experimente  sur  des  bar* 
rages  dont  les  hauteurs  varient  depuis  o™,  20  jusqu'a  1",  10  : 

ID  D  ID 

Poor  le  barrage  de  0,206    les  charges  sont  comprises  entre    o^o^S    et  0,072^ 


0,340 

M 

)) 

0,0577 

0,219 

» 

o,4ii 

)) 

)> 

0,04 

0,  i3 

» 

0,453 

)) 

)) 

0,089 

0, 16 

t) 

0,468 

)> 

» 

0^797 

0, 1 10 

» 

0,49 

)» 

0,075 

0,14 

)> 

0,608 

» 

» 

0,075 

0,14 

0,618 

1) 

0,195 

0,280 

» 

o,8i5 

)) 

)) 

0,057 

0,49 

)) 

0,918 

» 

o,o52 

0,436 

» 

1,109 

1) 

0,04 

0,37 

On  voit,  d'apres  ce  resume,  que  ce  n'est  que  pour  les  barrages  de  o",  34 
et  ceux  qui  depassent  o™,8o  que  la  serie  des  charges  est  complete. 

XLFl*  Cahier.  i6 
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M.  Boileau  signale  dans  son  Memoire  di verses  causes  d'erreur ;  on  lit 
page  89  : 

(c  Le  defaut  de  stabilite  propre  aux  nappes  des  deversoirs,  surtout 
lorsqu'elles  sent  sans  contraction  laterale,  et  Tinfluence  du  ventne  m'ont 
pas  tou jours  permis  d'obtenir  des  donnees  d' observation  aussiexactes  que 
je  I'eusse  desire;  d'un  autre  cote,  pour  recommencer  plusieurs fois  chaque 
experience,  il  eut  fallu  reduire  de  moitie  les  limites  de  mes  recherches.  » 

D'autres  irregularites  sont  venues  se  joindre  a  celles  qui  resultent  de 
cette  cause  generale ;  Tauteur  signale,  dans  le  cours  de  ses  experiences, 
tantot  des  doutes  sur  Texactitude  de  certaines  valeurs  de  H,  tantot  sur 
celle  de  la  valeur  experimentale  de  la  depense. 

Notons  enfin  que,  pour  evaluer  cette  depense,  M.  Boileau  s'est  servi  de 
divers  procedes ;  tantot  il  la  mesure  directement  dans  un  bassin  de  jauge , 
tantot  il  la  calcule  d'une  maniere  indirecte  en  etablissant  une  vanne  ou 
un  deversoir  et  se  servant  des  coefficients  donnes  par  M.  Lesbros  ou  de 
ceux  qui  proviennent  de  ses  propres  experiences.  Ge  dernier  moyen  est 
evidemment  peu  precis  pour  des  experiences ;  il  comporte  des  erreurs  sur 
la  mesure  des  donnees,  celles  qui  resultent  de  ce  que  les  dispositifs 
employes  par  M.  Lesbros  et  par  lui  ne  sont  pas  identiques  au  point  de 
vue  mathematique,  et  celles  qui  resultent  des  experiences  de  M.  Lesbros. 

Enfin,  pour  mesurer  H,  M.  Boileau  se  sert  d'un  tube  droit,  ouvert  a 
sa  partie  sup^rieure  et  ferme  a  sa  partie  inferieure,  mais  perce  lateralement 
d'un  tres  petit  trou ;  il  applique  ce  tube  contre  la  face  d'amont  du  bar- 
rage, Teau  s'y  introduit  par  le  petit  trou  et  monte  a  un  niveau  un  peu 
superieur  a  celui  qu'elle  a  dans  la  section  AB  (a  partir  de  laquelle  le 
denivellement  commence);  la  hauteur  d'eau  accusee  par  le  tube  a  partir 
de  la  Crete  du  barrage  represente,  d'apres  Tauteur,  la  valeur  de  H. 

M.  Boileau  declare  qu'il  resulte  de  ses  observations  que,  si  Ton  fait 
mouvoir  le  tube  de  bas  en  haut  dans  Tespace  situe  entre  le  barrage  et  la 
section  AB,  on  n' observe  aucune  variation  dans  la  hauteur  H,  et  que  les 
oscillations  sont  tres  lentes  et  permettent  de  mesurer  H  tant  que  Textre- 
mite  inferieure  du  tube  ne  se  rapproche  pas  trop  de  la  crete  du  barrage ; 
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si  on  Televe  de  maniere  a  Ten  rapprocher  de  quelques  centimetres,  les 
oscillations  deviennent  tres  fortes. 

Poussant  plus  loin  ses  investigations,  M.  Boileaii  cherche  ce  que  signifie 
cette  valeur  de  H.  Represente-t-elle  la  charge  totale?  Dans  le  cas  contraire, 
quelle  est  la  difference  qui  existe  entre  H  et  la  hauteur  de  Teau  dans  le 
tube? 

Pour  resoudre  cette  question,  Tauteur  fait  plusieurs  profits  dans  le 
canal  d'arriv^e,  profits  qui  s'etendent  depuis  la  face  d'amont  du  barrage 
jusqu'a  la  section  AB,  ou  le  denivellement  commence. 

II  conclut  que  I'eau  monte  dans  le  tube  un  peu  au-dessus  (o™,oo3 

ou  o°',oo4  au  plus)  du  niveau  de  Teau  dans  cette  section  et  que,  par 

U* 

suite,  elle  ne  represente  nuUement  la  charge  totale  H'h  >  mais  sim- 

*^  S 

plement  H',  mesuree  avec  toute  Tapproximation  necessaire  dans  la  pra- 
tique. 

Observations  relatives  aux  proprietis  attribuees  par  M.  Boileau  a  son 
tube  indicateur.  —  Le  tube  dont  s'est  servi  M.  Boileau  est  tout  siniplement 
un  tube  de  Pitot  modifie,  instrument  qui  pourrait  donner,  si  bien  des 
circonstances  ne  s'y  opposaient,  la  vitesse  des  molecules  liquides  situees 
a  Torifice  d'entree. 

On  reproche,  en  general,  au  tube  de  Pitot  : 

1^  De  fournir  des  indications  peu  precises,  a  cause  des  oscillations  de  la 
colonne  liquide ; 

a**  D'indiquer  la  vitesse  a  I'aide  de  la  mesure  de  la  hauteur  d'une  colonne 
liquide  qui  varie  tres  peu  pour  de  grandes  variations  de  vitesses. 

En  laissant  done  de  cote  la  difficulte  de  lecture  causee  par  les  oscillations 
de  la  colonne,  Tinstrument  est  rejete  comme  n'etant  pas  assez  precis. 

M.  Boileau  a  elude,  en  partie,  la  premiere  difficulte  en  faisant  entrer 
Teau  par  un  tr^s  petit  orifice  et  en  la  faisant  p^netrer  ensuite  dans  une 
capacite  relativenient  tres  grande ;  il  en  resulte  une  enorme  diminution 
de  vitesse  des  molecules  hquides  et  par  suite  une  diminution  dans  Tam- 
plitude  des  oscillations.  Mais  il  n'a  pu  corriger  le  second  defaut,  et  Ton 
peut  meme  dire  qu*en  diminuant  Torifice  d'entree  il  I'a  aggrave,  car  les 
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filets  liquides  out  subi  une  contraction,  at  par  suite  une  diminution  de 
vitesse,  en  penetrant  dans  Tinslruinent. 

II  n'est  done  pas  etonnant  qu'en  enfoncant  plus  ou  moins  le  tube  dans 
le  canal  M.  Boileau  n'ait  constate  aucune  variation  dans  la  colonne 
liquide  du  tube,  car  les  vitesses  horizontales  des  divers  filets  liquides 
variaient  pen  suivant  la  verticale,  a  cause  de  la  presence  du  barrage,  et 
rinstrument  etait  trop  peu  precis  pour  accuser  a  Toeil  la  moindre  diffe- 
rence, sans  meme  tenir  compte  des  oscillations,  qui  existaient  encore, 
quoique  lentes. 

Les  variations  ne  se  sont  produites  que  lorsque  Torifice  d'entree  de 
Teau  dans  le  tube  se  rapprochait  de  la  crete  du  barrage,  parce  qu'en  ces 
points  les  vitesses  horizontales  des  filets  liquides  avaient  des  valeurs  tres 
variables. 

Les  experiences  faites  par  M.  Boileau  prouvent,  une  fois  de  plus,  que 
le  tube  de  Pitot  n'est  pas  assez  precis  pour  indiquer  les  variations  de 
vitesse  suivant  la  verticale  dans  un  canal  en  amont  d'un  barrage,  et  que, 
plac^  dans  une  eau  courante,  il  ne  pent  meme,  malgre  sa  modification, 
permettre  la  moindre  etude  sur  ce  sujet,  a  cause  des  oscillations  de  la 
colonne  liquide;  tout  cela  etait  connu  depuis  longtemps. 

Elles  montrent  que,  lorsque  le  tube  est  plonge  a  une  certaine  profon- 
deur,  Teau  y  monte  a  un  niveau  un  peu  superieur  a  celui  de  la  surface 
liquide  prise  dans  la  section  AB,  oil  commence  le  denivellement;  cela  etait 
evident :  elle  doit  monter  au  meme  niveau  si  Feau  est  tranquille,  par  suite 
des  lois  de  Fequilibre  des  vases  communiquants,  et  monter  un  peu  au- 
dessus  d^s  que  Teau  possede  une  certaine  vitesse. 

Enfin,  par  son  etude  sur  les  profils,  Tauteur  a  montre  qu'il  n'y  avait 
pas  la  moindre  relation  entre  la  hauteur  de  Teau  dans  le  tube  et  la  charge 

totale  H'  H  >  ce  qui  etait  encore  evident  par  soi-meme,  et  que  la  hauteur 

de  I'eau  dans  le  tube  etait  un  peu  superieure  a  H',  hauteur  de  Teau  au- 
dessus  de  la  crete  du  barrage  dans  la  section  AB  (oil  commence  le  deni- 
vellement). 

En  resume,  on  doit  conclure  que  le  tube  de  M.  Boileau  permet  de  me- 
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surer  approximativement  et  sans  nivellement  la  hauteur  H'  de  la  surface 
liquide  du  canal  au-dessus  de  la  crete  du  barrage,  que  cet  hydraulicien, 
a  Texemple  de  M.  Castel,  ne  tient  aucun  compte  de  la  vitesse  acquise  U,  et 
que  ses  experiences  se  rapportent  par  suite  a  la  formule 

Gette  conclusion  est,  du  reste,  celle  de  Tauteur,  mais  nous  avons  cru 
devoir  entrer  dans  quelques  considerations  qui  nous  semblent  de  nature 
a  la  legitimer  au  point  de  vue  theorique. 

Comparaison  des  experiences  de  M.  Lesbros  avec  ceUes  deM.  Boileau. 
—  II  resulte  de  ce  qui  precede  que  Ton  ne  pent  s'attendre  a  rencontrer 
dans  les  Tables  de  MM.  Lesbros  et  Boileau  les  memes  valeurs  de  K  pour 
une  valeur  determinee  de  H,  puisque  H  a  des  significations  differentes 
pour  chacun  de  ces  hydrauliciens,  et,  si  Ton  veut  etablir  une  comparaison 
serieuse  entre  leurs  travaux,  il  faut  les  ramener  au  meme  point  de  depart, 
ce  qui  sera  facile  au  moyen  des  considerations  suivantes. 

Relations  qui  existent  entre  h  et  H  pour  les  barrages  ded^^  54  d'apres 
les  experiences  de  M.  Lesbros.  —  II  a  ete  dit  precedemment  que 
M.  Lesbros  a  etabli  une  relation  empirique  entre  H  et  h  parfaitement 
exacte  dans  le  cas  d'un  barrage  de  o°,54. 

Gette  relation, 

H  —  h  =  (0,0221  A —  2, 5 1 5)^ —  3,3o, 

a  le  seul  defaut  d'exiger  des  calculs  un  peu  longs ;  on  pourra  lui  substituer, 
pour  les  valeurs  de  h  inferieures  a  o",  i8,  la  suivante,  plus  simple,  et  qui 
redonne  tres  exactement  les  valeurs  indiquees  dans  ses  Tableaux  d'expe- 
riences  : 

H  =  1 ,2073  A  —  0,00148. 

Ges  relations  sont  evidemment  applicables  aux  barrages  d'une  hauteur 
voisine  de  o"',54,  et  par  suite  aux  barrages  de  o"',49  et  0^,613  etudies 
par  M.  Boileau. 
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Application  de  ces  relations  aux  cas  analogues  etudiSs  parM.  Boileau. 
—  II  suffira  done,  pour  ramener  les  experiences  de  M.  Boileau  a  avoir  le 
meme  point  de  depart  que  celles  de  M.  Lesbros,  de  rectifier,  a  Taide  de 
I'une  des  formules  precedentes,  les  valeurs  de  H  indiquees  par  M,  Boileau, 
de  calculer  la  depense  theorique  /H  y/ag-H,  puis  la  depense  reelle,  a  Taide 
des  coefficients  donnes  par  M.  Lesbros,  qui  devra  etre  la  meme  que  la 
depense  experimentale. 

G'est  ainsi  que  nous  avons  forme  les  Tableaux  suivants  : 


TABLK4VX  IX  ET  X, 


VALEURS 
indiqu^s 
par  M.  Boileau 
pour  A. 

VALEURS  DE  H 

indiquees 
par  M.  Boileau. 

VALEURS  DE  H 
rectifi^es. 

DEFENSE  E^ELLB 

resultant 
des  experiences 
de 

M .  Lesbros. 

DEFENSE 
experimentale 

accus^e 
par  M.  Boileau. 

ERREUR 
relatire 
en  nombres  ronds 
(pour  100^*). 

Verification  des  experiences  de  M,  Boileau  sur  le  barrage  de  o'",6i3. 


0,0469 

o,o563 

m 

o,o653 

lit 

7,868 

lit 

6,751 

HI 
16,00 

0,0725 

0,0870 

0,0962 

i5,4o3 

i3,3oi 

14,00 

0,0905 

0,1080 

0, 108 

18,184 

18,611 

2,20 

o,i465 

0, 1750 

0, 1750 

37,406 

39,733 

5,80 

0, 1810 

0,2160 

0,216 

50,906 

55,860 

10,00 

0,2090 

0,2490 

0,2492 

63,o63 

68,991 

9,3o 

0,2425 

0,2890 

0,2882 

77 , 562 

86,861 

10,70 

Verification  des  experiences  de  M,  Boileau  sur  le  barrage  de  o'",49» 


0 ,0620 

0,0752 

0,0749 

34,321 

33,716 

i>47 

o,ioo5 

0,1210 

0,I205 

70,611 

68,3o8 

3,28 

0,1280 

0,1480 

0, 1480 

96,039 

96,679 

0,63 

H  resulte  evidemment  de  ces  calculs  que  les  experiences  de  M.  Boileau 
offrent  avec  celles  de  M.  Lesbros  un  accord  tres  variable.  Get  accord  est 
complet  pour  le  barrage  de  o"',49;  quant  a  celui  de  o'^jGiS,  Tapproxi- 
mation  n'est  pas  suffisante  pour  certaines  charges,  car  on  doit,  quand 
il  s'agit  de  Tables  a  construire,  n'avoir  qu'une  erreur  de  5''*  au  plus 
(pour  100)  pour  chaque  observation. 


Digitized  by 


Ml^THODE  POI3R  MESUR£R  LA  DEFENSE  DES  D^VERSOIRS.  1  27 

On  se  trouve  done  dans  une  situation  fort  embarrassante  quand  on  exa- 
mine les  travaux  de  ces  auteurs;  mais  le  doute  ne  doit  pas  subsister 
quand,  en  presence  des  aveux  de  M.  Boileau,  on  jette  les  yeux  sur  les 
Tableaux  d' experiences  de  M.  Lesbros,  ou  Ton  ne  rencontre  aucune  ano- 
malie,  ou  chaque  experience  a  ete  repetee  trois  ou  quatre  fois.  Nous 
devons  rejeter  le  desaccord  constate  sur  des  erreurs  commises  par  M.  Boi- 
leau  dans  certaines  valeurs  de  A  et  de  D, 

Rhum6  ginSral  de  Vetat  de  la  question.  —  Les  anciens  hydrauliciens 
n'ont  done  laisse  que  des  experiences  incompletes ;  les  donnees  n'ont  pas 
ete  mesurees  avec  precision,  et,  comme  on  est  dans  I'impossibilite  de  les 
rectifier,  leurs  travaux  ne  peuvent  etre  d'une  grande  utilite. 

M.  Lesbros  a  fait  des  experiences  excessivement  remarquables,  mais  sa 
methode  laisse  a  desirer,  et,^ar  suite,  il  n'a  reellement  traite  d'une  ma- 
niere  complete  que  le  barrage  de  o"*,  54- 

M.  Boileau,  comprenant  tres  bien  que  la  depense  variait  avec  les  hau- 
teurs des  barrages  (sans  indiquer  la  loi),  a  fait  des  experiences  plus  nom- 
breuses,  mais  elles  laissent  a  desirer  au  point  de  vue  de  leur  justesse. 

Ge  savant  officier  a  aper^u  aussi  la  variation  du  rapport  ^  avec  la  hau- 
teur du  barrage;  elle  resulte  de  ses  experiences,  mais  il  n'a  constate  ni 
a  Taide  de  la  theorie  ni  par  ses  observations  que  ce  rapport  diminuait 
avec  la  hauteur  du  barrage. 

En  resume,  la  question  de  la  depense  des  deversoirs  les  plus  simples 
est  loin  d'etre  resolue.  Si  Ton  adopte  la  formule  qui  tient  compte  de  la 
vitesse  acquise,  on  n'a  a  sa  disposition  que  les  Tables  de  M.  Lesbros,  appli- 
cables  seulement  a  un  cas  particulier;  si,  au  contraire,  on  n'en  tient  pas 
compte,  on  pent  se  servir  des  Tables  de  M.  Boileau,  mais  seulement  dans 
le  cas  oil  Ton  n'a  besoin  que  d'une  certaine  approximation,  car  les 
remarques  precedentes  montrent  que  des  erreurs  se  sont  glissees  dans  les 
recherches  de  cet  auteur.  Ajoutons,  toutefois,  que  nous  repoussons  Fem- 
ploi  du  tube  indicateur  comme  trop  peu  precis  et  que,  si  Ton  veut  ne  pas 
tenir  compte  de  la  vitesse  acquise,  il  est  preferable  de  mesurer  H  par  un 
nivellement. 


Digitized  by 


E.  CLARINVAL. 


CHAPITRE  11. 

PROPOSITION  d'une  nouvelle  methode  pour  galculer  la  d^pense  des 

DEVERSOIRS  PRATIQUES  DANS  DES  BARRAGES  VERTICAUX  A  ARETE  ET  A 
BISEAU  ET  ALIMENT^S  PAR  DES  CANAUX  REGTANGULAIRES  DE  MEME  LARGEDR. 

Nons^elle  proposition.  —  Des  Tables  renfermant  des  coefficients  tres 
exacts  ne  presentent  jamais  aux  praticiens  que  des  jalons  capables  de  res- 
serrer  entre  des  limites  plus  ou  moins  etroites  les  erreurs  qui  provien- 
dront  des  interpolations  exigees  par  les  applications  particulieres. 

Le  moyen  qui  me  parait  le  plus  sur  et  le  plus  simple  est  de  construire 
une  formule,  soit  empirique,  soit  theorique,  donnant  sans  coefficient  et 
sans  calculs  longs  et  penibles  la  depense  ^vec  une  approximation  suffi- 
sante.  G'est  vers  ce  but  que  doivent  tendre  les  travaux  des  hydra uliciens, 
aujourd'hui  que  bien  des  observations  ont  prepare,  ainsi  que  le  dit  Pon- 
celet  {Rapport  sur  les  experiences  hydrauliques  de  M.  Lesbros)^  des 
materiaux  exempts  de  doute  sur  lesquels  la  theorie  et  les  formnles 
peuvent  s*asseoir  comme  sur  une  base  solide. 

Tel  est  aussi  I'objet  que  je  me  suis  propose.  Je  n'ai  eu  ni  le  temps  ni 
les  moyens  de  verifier  ma  formule;  j'aime  mieux,  du  reste,  qu'il  en  soit 
ainsi,  car  on  m'accuserait  peut-etre  d'avoir  fait  concorder  des  resultats 
que  Ton  ne  pourrait  controler  avec  ceux  de  la  formule. 

Me  basant  sur  des  principes  purement  theoriques,  j'ai  cherche  une  for- 
mule donnant  la  depense  en  fonction  de  la  charge  et  de  la  hauteur  du 
barrage,  mais  je  n'ai  pu  obtenir  les  deux  conditions  necessaires  avant 
tout,  c'est-a-dire,  simplicite  de  calcul  et  approximation  suffisante  dans  la 
pratique. 

Je  prefere  done  proposer  la  formule  suivante,  en  la  considerant  comme 
empirique, 

(')  Poir^  au  sujet  de  TctablissemeDt  de  cette  formule,  la  note  \  la  fin  du  Memoire. 
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a  laquelle  on  peut  donner  la  forme  de  celle  de  Dubuat,  en  mettant  en 
evidence  la  valeur  qui  en  resulte  pour  le  coefficient  K  : 


^Application  de  cette  formule  aux  experiences  de  Leshi  os.  —  La 
seule  nianiere  qui  soit  a  notre  disposition  pour  demontrer  I'exactitude  de 
cette  formule  est  de  faire  voir  qu'elle  reproduit  avec  une  tres  grande 
approximation  les  experiences  si  exactes  de  M.  le  colonel  Lesbios. 

En  prenant  dans  les  Tableaux  d'experiences  de  cet  auteur  les  valeurs 

de  H,  h  et  de  la  depense,  la  quantite  — ^  de vra  reproduire  la 

valeur  trouvee  par  Texperience  pour  le  coefficient  K.  II  est  clair  que 
I'on  ne  peut  s'attendre  a  une  exactitude  mathematique ;  une  formule  qui 
serait  Texpression  reelle  du  phenomene  de  Tecoulement  ne  pourrait  meme 
arriver  a  un  pareil  resultat,  car  les  donnees  de  la  question,  D,  H  et  A, 
quoique  mesurees  avec  la  plus  grande  precision,  doivent  toujours  com- 
porter  certaines  erreurs. 

Tableau  XI. 

Application  de  la  formule  proposee  aux  experiences  de  M.  Lesbros  sur  un  barrage 

dc  o"*,  54  de  hauteur. 


H. 

h. 

DEFENSE 
expcrimentale. 

K 

d'apres 
les  experiences. 

K 

d'apres 
la  formule. 

D£PENSE 
resultant 
dc  la  formule. 

BRREUn 
sur  la  depense. 

m 

0,9441 

m 

0,1996 

lit 

45,732 

0,4283 

0,4288 

lit 

45,809 

lit 

-f-  0,067 

o,i558 

0, i3o2 

23,672 

0,4329 

o,436i 

23,882 

0,026 

0, i55i 

0,1297 

23,376 

0,4329 

o,4363 

23,607 

-H  0,23l 

0,1021 

0,0860 

12,527 

0,4335 

o,4388 

12,681 

■+■  0,  i54 

o,o566 

0,0470 

5,227 

0,4382 

0,4340 

5,176 

—  o,o5o 

0,0191 

0,0144 

1,109 

0,4742 

o,4o52 

0,946 

—  o,i53 

Uipense  moy  onne : 

1 8"*,  608 

Errenr  moyenne : 

o"*,o78 

XLFl'  Cahier. 
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On  voit  done  que  pour  une  depense  moyenne  de  i8"S6o8  Ter- 
reur  moyenne  est  de  o"So78,  e'est-a-dire  des  j— ^  de  la  depense, 
en  tenant  meme  compte  de  la  demiere  experience,  oil  I'erreur  est  reelle- 
ment  considerable. 

Nous  considerons  cette  derniere  particularite  comme  insignifiante , 
parce  que  la  charge  de  ©""jOigi  qui  y  donne  lieu  est  une  charge  limite 
que  Ton  ne  rencontrera  pas  dans  la  pratique  et  parce  que  la  moindre 
erreur  dans  les  mesures  de  veines  aussi  faibles  a  pu  influencer  tres  forte- 
ment  les  resultats  accuses  par  la  formule. 


Tablkau  XII. 

Application  de  la  formule  proposie  aux  huit  experiences  de  M*  Lesbros  sur  des  barrages 

de  faible  hauteur. 


DEFENSE 

R 

d'apr^ 
les 

experiences. 

K 

DEFENSE 

EREEUR 

HAUTEUR 

H. 

/i. 

expdri- 

d'apr^ 

d'aprds 

sur 

des 

mentale. 

la  formule. 

la  fornmle. 

la  depense. 

barrages. 

m 

m 

lit 

lit 

lit 

o,io66 

0,0795 

12,905 

o,386 

o,4ii 

12,34^2 

-4-  o,563 

0,043 

o,io63 

0,0790 

I2,56i 

0,387 

0,401 

12,286 

-h  0,275 

0,048 

0,0937 

0,0715 

10,532 

0,387 

0,406 

10,418 

0,114 

0,07 

0,0834 

o,o636 

8,638 

0,389 

0,401 

8,742 

-h  0,104 

0,10 

0,0720 

o,o58i 

6,864 

0,397 

0,422 

7,3oo 

-4-  o,436 

o,i3 

0,0471 

o,o35o 

3,490 

0,362 

0,389 

3,56o 

H-  0,070 

0,02 

0,0394 

0,0296 

2,440 

o,365 

0,379 

2,658 

0,218 

o,o3 

0 ,02129 

0,0160 

0,843 

0,333 

0,237 

0,740 

—  o,io3 

o,o5 

Ici  Terreur  moyenne  est  de  o"'^,235  pour  une  depense  moyenne  de 
6^'',  53,  tandis  que  la  methode  de  M.  Lesbros  nous  a  donne  pour  les 
memes  experiences  une  erreur  moyenne  de  o"*,5o4  {"voir  p.  119);  ainsi 
la  formule  proposee  donne  une  erreur  de  de  la  depense,  tandis  que  la 
methode  de  M.  Lesbros  en  donne  une  de 

Conclusion  relative  aux  amntages  de  la  formule  pour  les  barrages 
compris  entre  les  limites  des  Studes  de  M.  Lesbros;  son  emploi,  —  Nous 
pourrons  done  conclure  : 
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i"*  Que  la  formule  proposee  donne  avec  une  approximation  sufBsante 
la  depense  pour  les  barrages  de  hauteur  comprise  entre  zero  et  o™,  54 ; 

2°  Que,  pour  les  barrages  inferieurs  a  o"',54,  elle  donne  plus  d'ap- 
proximation  que  la  methode  de  M.  Lesbros; 

3**  Qu'il  est  hors  de  doute,  des  a  present,  que  la  formule  proposee 
resout  plus  avantageusement  la  question  que  la  methode  de  M.  Lesbros  : 
elle  donne  plus  d' exactitude  et  son  emploi  est  plus  simple. 

Les  elements  necessaires  sont,  en  efFet : 
Mesure  de  /; 

2**  Mesure  de  h  ; 

.  3**  Mesure  de  H,  qui  se  reduira  a  un  calcul  simple  {voir  plus  loin) ; 
4**  Application  de  la  formule  sans  chercher  de  coefficients  ni  faire 
d'interpolations. 

Examen  critique  des  experiences  de  MM.  Castel  et  Bidone.  —  Nous 
avons  parle  precedemment  des  experiences  de  MM.  Castel  et  Bidone,  et 
nous  avons  indique  les  critiques  dont  elles  ont  ete  Tobjet.  M.  Lesbros 
pr^sente,  dans  son  Ouvrage,  ces  experiences  rectifiees  en  ajoutant  a  H  la 

quantite  —  >  U  etant  la  vitesse  moyenne  resultant  de  la  depense  trouvee  et 

de  la  section  S  du  canal,  car  il  est  clair  que  Ton  a 

D  =  SU; 

mais  il  est  evident  aussi  que  la  vitesse  moyenne  U  est  bien  difT^^rente  de 
la  vitesse  des  molecules  de  la  nappe  superieure  qui  fournissent  princi- 
palement  la  depense. 

Cette  rectification  est  done  illusoire  et  elle  donne  pour  H  des  valeurs 
trop  faibles. 

Mais  la  formule  D  =  IhH  y/ ,  qui  est  applicable  a  tons  les  barrages 

compris  entre  zero  et  o"',54>  nouspermet  de  jugerle  degre  d' exactitude 
de  ces  experiences,  faites  sur  des  barrages  de  o™,  1 5  et  de  o",  1 7. 

Les  Tableaux  suivants  indiquent  les  resultats  de  son  application  et 
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niontrent  que,  sans  etre  d'une  exactitude  complete,  ces  observations  ont 
encore  nne  certaine  valeur. 


Tableaux  XIII  et  XIV. 


CHARGES 

H. 

iPAISSEUR 

VALECRS 
expcrimcntalcs 
de  K. 

VALEURS  DE  K 
d'apros 
la  forraule. 

ERREUR 
relative 
cn 

uombres  ronds. 

AppUcntion  dc  la  formnlc  proposee  aux 

1 

experiences  dc  31,  CasteL 

m 
o,oS 

m 

0,068 3 

o,44i^* 

0,143 

1 

20U 

0,0l) 

o,o5of 

0,441^ 

o,138 

1 

\  a.i 

o,o5 

0,0419 

0,4419, 

0,437 

\ 

:h 

0,04 

0,0337 

0,4412 

o,139 

1 

*r 

o,o3 

o,o25o 

0,4412 

0,435 

Application  dc  la  formula  proposee  aiix 

experiences  dc  M,  Bidonc, 

0,074^5 

0,06075 

0,399 

0,4296 

f 

1  V 

0,09450 

0,07437 

0,394 

0,4171 

\  9 

0,1 1475 

0 , 09000 

0,409 

0,438 

1 

1  :i 

0, i48jo 

0,11 700 

o,|o8 

o,4ao2 

h 

\  \ 

0, 16875 

0,1x9375 

0,393 

0,410 

1 

21 

0,19575 

0, iGi 10 

0,411 

0,4297 

\ 

\  0 

II  resnlte  de  cette  comparaison  avec  noire  formule  (reconnue  bonne 
pour  les  petits  barrages)  que  les  experiences  de  M.  Castel  sur  les  deversoirs 
sans  contraction  laterale  (du  type  du  dispositif  lo  de  M.  Lesbros)  sont 
suffisamment  exactes  et  que  celles  de  M.  Bidone  sont  beaucoup  moins 
approximatives. 

Extension  de  la  formule  proposee  a  des  barrages  sup^rieiirs  a  o"*,54. 
—  Nous  ne  pouvons  evidemment,  pour  prouver  Texactitude  dela  formule 
proposee,  Tappliquer  aux  experiences  de  M.  Boileau,  parce  que  les  obser- 
vations de  cet  hydraulicien  n'ont  pas  toutes  une  exactitude  assez  grande, 
et  surtout  parce  que  nous  ne  saurions  quelle  valeur  attribuer  a  H  pour 
cliaque  valeur  de  h. 
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La  formule  devrait  cependant  s'appliqner  au  barrage  de  o™,6i3,  assez 
voisin  de  o™,5/|,en  y  remplacant  les  valeurs  de  H  par  celles  qui  con- 
viennent  a  ce  dernier  cas. 

Le  Tableau  suivant  montre  que  les  resultats  obtenus  dans  cette  compa- 
raison  different  de  ceux  de  M.  Boileau  et  qu'ils  s'accordent  parfaitement 
avec  ceux  de  M.  Lesbros  (comparer  avec  le  Tableau  IX);  nous  pouvons 
done  considerer  la  formule  comme  exacte  encore  pour  les  barrages 
de  o",6i3. 

Tableau  XV. 

Jf plication  de  la  formule  aitx  experiences  de  M,  Boileau  sur  le  barrage  de  o"*,6i3. 


VALEURS  DB  h 

mesurces 
par  M.  Boileau. 

VALEURS  DE  H 

mesurecs 
par  M.  Boileau. 

H  RECTI  FI^. 

DEFENSE 
exp^rimentale. 

DEFENSE 
d'aprds 
la  formule. 

lit 

lit 

0,0469 

o,o563 

0 , o653 

6,751 

7,600 

0,081 

0,0970 

0,0962 

i3,8oi 

i5,548 

0,0905 

0, 1080 

0, 108 

18,611 

i8,3io 

0,i465 

0,1760 

0,175 

39,733 

37,622 

0, 1810 

0,2160 

0,216 

55,860 

5i ,802 

0,2090 

0,2490 

0,2492 

68,991 

63,856 

o,24a5 

0,2890 

0,2882 

86,861 

76,65o 

On  ne  peut  employer  le  meme  procede  pour  appliqner  la  formule  aux 
observations  de  M.  Boileau  sur  les  barrages  de  o"',8i3  et  de  i™,io; 
remarquons  toutefois  que  la  relation  entre  H  et  A,  applicable  «u  barrage 
de  o"',54,  donnerait  dans  ces  deux  cas  des  valeurs  trop  fortes  pour  H, 
tandis  que  les  indications  du  tube,  qui  netiennent  pas  compte  de  la  vitesse 
acquise,  accuseront  des  valeurs  trop  faibles;  la  valeur  veritable  de  H  sera 
done  comprise  entre  ces  deux  limites. 

Done,  tant  que  les  valeurs  limites  ne  seront  pas  trop  differentes,  une 
grande  erreur  ne  sera  pas  a  craindre  en  prenant  leur  moyenne  pour  H. 

G'est  d'apres  cette  methode,  que  nous  ne  considerons  que  comme  legi- 
timee  par  Tinsuffisance  des  experiences  faites  jusqu'a  ce  jour,  que  nous 
avons  etabli  les  deux  Tableaux  suivants. 
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h 

mesur^ 
par  M.  Boileau. 


H 

mesurd 
par  M.  Boileau. 


H 

calculi. 


H 

moyenne 
adoptee. 


DEFENSE 
exp^rimentale. 


Application  de  la  formule  proposie  au  barrage  de  o",8i3. 


DJ&PBMSB 
donnee 
par  la  formale. 


m 

0,048 

m 

0,0570 

m 

0,0574 

m 

0,0572 

lit 

7,^99 

lU 

7,108 

0,067 

0,0800 

0,0965 

0,0882 

12,025 

12,587 

0,087 

o,io35 

o,io4i 

o,io38 

17,652 

17,199 

o,io3 

0,122 

0,I223 

0, 122 

22,619 

22,119 

0,176 

0,209 

o,2i36 

0,2Il3 

53,287 

50,190 

0,218 

o,258 

0,2717 

0,265 

74,069 

69,875 

o,3o7 

o,363 

0,392 

0,377 

123,999 

126,392 

0,371 

0,438 

0,482 

0,460 

167,012 

169,697 

0,418 

0,495 

0,553 

0,524 

202 ,670 

204,475 

Application  de  la  formule  proposie  au  barrage  de  i"»,io. 

o,o38 

0,0457 

0,0479 

0,0468 

5,114 

5,174 

o,o54 

o,o65o 

0,0644 

0,0644 

8,56o 

8,528 

0,075 

0,0895 

0,0891 

0,0891 

14,096 

i3,948 

o,i4o 

0,167 

0,168 

0, 1675 

36,288 

35,746 

o,i54 

0, 182 

o,i85 

o,i835 

41,808 

41,272 

0,202 

0,239 

0,247 

0,243 

62,836 

61 ,665 

0,241 

0,285 

0,299 

0,292 

82,443 

80, 654 

0,320 

0,375 

0,408 

0,391 

124,260 

125,466 

L'accord  tres  remarquable  que  nous  trouvons  entre  les  resultats  theo- 
riques  et  pratiques  nousporte  a  conclure  que  les  experiences  deM.  Boileau 
sur  ces  deux  hauteurs  de  barrages  doivent  etre  exactes  et  aussi  que  la 
formule  proposee  peut  etre,  en  toute  confiance,  appliquee  aux  barrages 
eleves, 

Cette  conclusion  n'est  pas  mathematique,  raais  elle  est  certainement  infi- 
niment  probable. 


UtilitS  de  la  formule  proposee  au  point  de  vue  experimental.  —  La 
formule 


s 
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simplifie  considerablement  les  experiences  a  faire  dans  le  but  de  completer 
les  donnees  necessaires  a  la  determination  de  la  depense,  c'est-a-dire  pour 
etablir  les  relations  qui  existent  entre  H  et  A,  selon  les  hauteurs  de  bar- 
rages. Tons  les  details  minutieux  de  F observation  de  H  deviennent  inutiles. 
D  sufQrait  de  mesurer  dans  chaque  cas  A  et  D  et  d'en  conclure  H,  On 
pent  admettre  que,  si  ces  relations  etaient  connues  pour  des  hauteurs  de 
o"',25,  o°',54,  o™,8o,  I™,  lo,  i"',5o,  2",oo,  la  serie  serait  suffisante. 

Relations  qui  existent  entre  )let  h  pour  les  barrages  rfe  o"*,  34,  o",  8 1 3 
et  i",  lo.  —  En  Tabsence  d'experiences  speciales  et  reconnues  parfai- 
tement  exactes,  nous  pouvons  cependant  utiliser  ce  qui  precede  et  deter- 
miner quelques-unes  de  ces  relations. 

Le  Tableau  XVII  permet  d'etablir  la  relation  cherchee  pour  le  barrage 
de  i",io. 

Le  trace  donne 

H  =  i,i4A-ho,oo35  (pour  A  compris  entre  o^joS  et  ©'"joS), 
H  =  1,26/1  —  o,oi4     (pour  A  compris  enlre  o™,o8  et  o",32). 

Le  Tableau  XVI  permet  egalement  de  donner  pour  le  barrage  de  o",  8 1 3 
les  relations 

m  m 

H  =  i,63  h  —  0,02  (pour  A compris  entre  o,o4  et  0,08), 
H=iy244A  —  o,oo4  (pour  A  compris  entre  0,08  et  0,20), 
H  =  i,3i4A  —  0,02     (pour  A  compris  entre  0,20  et  0,42). 

II  nous  a  paru  preferable  de  donner  des  relations  lineaires,  et  par  suite 
tres  simples,  applicables  a  differents  elements  de  la  courbe,  plutot  que  de 
chercher  une  seule  equation  compliquee. 

A  ces  formules  nous  joindrons  la  relation 

H  =  i,2658A  —  o,oo4 

applicable  au  barrage  de  o"',34.  Pour  Tobtenir,  nous  avons,  en  partant 
des  valeurs  de  D  et  A  donnees  par  M.  Boileau,  calcule  celles  de  H.  Si  les 
experiences  etaient  justes,  nous  devious  arriver  a  des  valeurs  de  H  un  peu 
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superieures  a  celles  deM.  Boileau  et  a  celles  que  donne  la  relation  vraie 
pour  le  barrage  de  o"',54;  le  resultat  est  assez  satisfaisant,  ainsi  que  le 
montre  le  Tableau  suivant,  pour  que  la  relation  precedente  soit  adoptee. 


Tableau  XVUI. 
Application  de  la  formule  proposee  an  barrage  tie  o"',34« 


h 

mesure 
par  M.  Boileau. 

H 

mesur^ 
par  M.  Boileau. 

H 

calcuU 
par  la  formuIc 
dc  la  depensc. 

H 

calcule 
par  la  relatiou 
indiquce. 

o"o463 

m 

0,0577 

m 

o,o584 

Ul 

o,o58a 

0,0629 

0,0657 

0,0654 

o,o665 

0,0788 

0,0967 

0,0998 

0,0993 

0 , 1 1 00 

0, i34o 

o,i353 

0,1 352 

0,1277 

0, i55o 

o,i634 

0,1599 

0, i56o 

0,1880 

0,1918 

0,1934 

0,1820 

0,2190 

0.2273 

0,2264 

Examen  de  la  formule  proposee,  de  la  valeur  quelle  attribue  au  coeffi- 
cient K.  —  La  formule  proposee  est  tres  simple,  car  on  peut  la  meltre 
sous  la  forme 

  I>  =  'HA^^. 

La  valeur  de  K  =  —  —  — -  qui  en  resulte  augmente  quand  ^ 

diminue;  ce  coefficient  a  sa  valeur  maximum  pour  chaque  valeur  de  H 
quand  h  est  maximum,  c'est-a-dire  quand  il  y  a  la  plus  grande  contrac- 
tion inferieure  possible.  Nous  sommes  done  parfaitement  d'accord  avec 
M.  Lesbros,  qui  dit  (p.  224)  que  les  coefficients  de  depense  augmentent 
avec  la  distance  qui  separe  le  fond  du  reservoir  de  la  base  du  deversoir 
depiiis  zSro  jusqua  o"',54. 

M.  Lesbros  a  naturellement  pose  cette  restriction;  admettre  la  loi 
generale  que  nous  avons  posee  eut  ete  le  renversement  de  sa  methode. 
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Cette  expression  de  K  rend  compte  aussi  d*un  fait  que  M.  Lesbros 
signale,  en  le  considerant  comme  contraire  a  toutes  les  idees  revues  (p.  222) : 
il  consiste  en  ce  que  la  suppression  de  la  contraction  sur  le  fond,  quand 
elle  est  deja  detruite  sur  les  parois,  diminue  la  depense*  Cela  provient  de 
ce  que  h  atteint  alors,  ainsi  que  nous  Tavons  montre,  pour  chaque  valeur 

H 

de  H,  sa  valeur  minimum,  et  ^  sa  valeur  maximum;  des  lors  K  diminue. 

Nous  devons  faire  encore  une  remarque  tres  importante. 

La  valeur  de  K  =  —     '      -  montre  que  K  ne  depend  que  du  rap- 

port  ^;  que  si  ^  ne  varie  pas,  K  reste  constant;  que  si  j augmente,  K  di- 
minue. 

Reportons-nous,  a  ce  sujet,  aux  Tableaux  III  et  IV,  et  nous  voyons 
que  dans  les  experiences  de  M.  Lesbros  : 

H 

Pour  H  compris  entre  o'^/oS  et  o™,  18,  ^  reste  a  peu  pres  constant; 

rexperience  prouve  aussi  que  K  reste  a  peu  pres  constant 

/  H  / 

Pour  H  depassant  o",  18,  ^  augmente ;  rexperience  montre  que  K  di- 
minue. 

Ainsi,  dans  ces  limites,  non  seulement  la  formule  donne  pour  K  des 
valeurs  a  peu  pres  mathematiquement  exactes,  mais  encore  rend  compte 
du  sens  de  ses  variations.  Pour  les  charges  inferieures,  il  n*en  est  plus 
ainsi;  nous  voyons  dans  le  Tableau  III  les  coefficients  experimentaux 

H    •   .  • 

diminuer,  et  le  Tableau  IV  montre  que  ^  diminue  aussi. 

La  formule  donne  toujours  des  valeurs  tres  approchees,  excepte  pour 
la  charge  limite  o",02.  Mais  les  valeurs  de  K  varient  en  sens  inverse;  elles 
augmentent  au  lieu  de  diminuer. 

H 

La  loi  qui  existait  entre  les  valeurs  de  K  et  celles  de  se  trouve  brus- 
quement  rompue  a  partir  de  H  =  o™,o5  environ. 

II  y  a  la  un  phenomene  particulier  analogue  a  celui  que  M  •  Lesbros  a 
constate  pour  la  largeur  des  deversoirs  dans  certains  cas;  il  fisiut  admettre 

•    XLFP  Cahier.  i8 
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qu'a  partir  de  H  — o^joS  la  loi  est  modifiee  et  que  pour  les  petites 

H       .  . 

veines  K  ne  depend  plus  seulement  du  rapport  ^  >  mais  aussi  de  H ;  il  y 
a  done  a  modifier  la  formule. 

Au  point  de  vue  pratique,  nous  considerons  ce  resultat  comme  fort 
peu  important,  car  la  formule  donne  des  resultats  tres  sufBsamment  exacts 
jusqu'a  H  =  0^^,05  et  probablement  meme  plus  loin,  et,  si  nous  entrons 
dans  ces  details,  c'est  que  nous  voulons  faire  connaitre  consciencieusement 
les  defauts  de  notre  proposition  en  meme  temps  que  ses  avantages. 

On  pourrait,  du  reste,  lever  cette  difficulte,  toute  theorique,  en  adop- 
tant 

pour  H  plus  grand  que  o'",o5  et 

1^   I  o,oooooo56 

pour  les  cas  oil  H  serait  inferieur  a  cette  limite. 


CHAPITRE  III. 

EXAMEN  DE  DIVERS  DiSPOSITIFS  DIFF^RENTS  DU  TYPE  PR^C^DENT 
SANS  PRESENTER  DE  CONTRACTION  LAT^RALE. 

Marche  a  suivre  dans  V etude  des  dwerses  varietis  de  deversoirs  sans 
contraction  lat^rale.  —  Du  moment  ou  nous  savons  evaluer  la  depense 
d'un  deversoir  alimente  par  un  canal  rectangulaire  de  meme  largeur  et 
forme  par  un  barrage  vertical  presentant  un  biseau  avec  arete  saillante, 
c'est-a-dire  du  type  presentant  le  cas  le  plus  simple,  nous  pouvons 
examiner  les  divers  dispositifs  de  deversoirs  (ne  presentant  pas  de  con- 
traction laterale)  que  Ton  rencontre  dans  la  pratique. 

Nous  les  rapporterons  au  type  etudie  et  nous  determinerons  simple- 
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ment  les  coefficients  de  transition  que  Ton  doit  appliquer,  pour  chacun 
d'eux,  a  la  formule  proposee. 

Notre  marche  sera  la  suivante :  partant  de  la  valeur  de  h  mesuree  dans 
chaque  cas  particulier,  nous  chercherons  la  valeur  de  H  et  la  depense  qui 
en  resulteraient  dans  les  memes  circonstances  pour  le  barrage  type,  et  la 
comparaison  des  deux  depenses  donnera  le  coefficient  de  transition. 

1®  Depersoirs  sans  contraction  laterale  avec  barrage  a  hiseau  et  crete 
saillante  incline  vers  I'amont  {le  canal  alimeritaire  etant  toujours  rec- 
tangulaire).  —  A  priori^  on  ne  voit,  tout  d'abord,  aucune  raison  pou- 
vant  modifier  la  relation  qui  existe  entre  H  et  A,  et  par  suite  alterant  la 
depense  comparatiyement  au  cas  oil  le  barrage  serait  vertical.  Mais  si  Ton 
remarque  que  le  talus  du  biseau,  qui  fait  un  angle  de  45**  avec  Thorizon 
quand  le  barrage  est  vertical,  devient  lui-meme  presque  horizontal  quand 
le  barrage  s'incline,  on  con<2oit  que,  pour  les  petites  charges  surtout,  il 
doit  y  avoir  un  ralentissement  de  vitesse  dans  la  veine  dont  Tecoulement 
est  gene,  et  par  suite  une  legere  diminution  de  depense.  Gette  circon- 
stance  modifie  la  forme  de  la  veine,  ainsi  que  Ta  constate  M.  Boileau 
(p.  i46). 

M.  le  general  Morin  a  public  des  experiences  qu*il  a  &ites  a  la  pou- 
drerie  du  Bouchet,  sur  un  dispositif  de  cette  espece,  a  Tepoque  ou  il  etait 
capitaine  d'artillerie, 

Ces  experiences,  dont  il  considere  les  resultats  comme  ne  pouvant 
donner  que  des  erreurs  du  vingtieme,  tendaient  a  refuter  une  opinion 
repandue  communement :  on  croyait  que  Tinclinaison  du  barrage  dimi- 
nuerait  beaucoup  la  depense. 

M.  Boileau  a  repris  cette  question  et  a  conclu  d'experiences  faites  sur 
un  barrage  de  o™,458  de  hauteur  et  incline  a  45®  que  la  depense  dimi- 
nuait  reellement  et  qu'elle  n'etait  que  les  0,978  de  celle  qui  se  produit 
dans  le  cas  ou  le  barrage  est  vertical. 

Le  Tableau  XIX  indique  les  coefficients  donnas  par  M.  le  general 
Morin,  ceux  de  M.  Boileau  et  ceux  que  Ton  applique  a  la  formule  de 
Dubuat  dans  le  cas  des  barrages  verticaux. 


Digitized  by 


E  CLABINVAL. 


Tableau  XIX, 

indiquant  les  coefficients  dont  la  formule  de  Dubuat  doit  ^tre  affectee  dans  le  eas  des  barrages 
verticaux  et  ceux  dont  elle  doit  4tre  ajfectee  pour  les  barrages  inclines 
d'apres  MM.  Morin  et  Boileau. 


COEFFICIENTS 

COEFFICIENTS 

POUR  BABRAGE8  INCUN^S 

VALBVBS  DE  H. 

employ^ 

pour  barrages 
verticsux. 

d'apres 
M.  Morin. 

d'apres 
M.  Boileau. 

m 
o,o4 

0,449 

0,264 

)) 

o,o5 

o,44a 

o,3i3 

0,06 

0,437 

0,355 

i> 

0,0697 

-  0,435 

0,389 

o,4o34 

0,07 

0,435 

0,390 

0,08 

0,434 

0,418 

0,09 

0,434 

0,437 

» 

0,10 

0,434 

0,448 

» 

0,109 

0,434 

0,453 

o,4i3i 

0,12 

0,434 

0,460 

> 

0,128 

0,434 

o,463 

o,4ii3 

0,137 

0,434 

o,465 

o,42i5 

0,14 

0,434 

0,467 

> 

o,i58 

0,434 

0,471 

0,4218 

0, 16 

0,434 

0,472 

> 

0,18 

0,433 

0,477 

> 

0,20 

0,432 

0,482 

II  est  clair,  d'apres  ce  Tableau,  que  M.  le  general  Morin  admet  que 
la  disposition  inclinee  du  barrage  diminue  la  d^pense  pour  les  petites 
charges  {o™,o8  environ)  et  la  favorise  a  partir  de  cette  valeur. 

Les  coefficients  de  M.  Boileau  sont  toujours  plus  petits  que  ceux  de 
M.  Morin,  niais  ils  croissent  avec  H,  et  il  est  evident  que,  si  les  expe- 
riences avaient  eu  un  champ  plus  vaste,  ils  seraient  arrives  a  la  valeur  de 
0,433  et  I'auraient  depassee. 

Ainsi,  en  resume,  les  experiences  des  deux  auteurs  conduisent  au  meme 
resultat;  il  n'y  a  de  desaccord  que  pour  la  valeur  de  la  charge  H  a  partir 
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de  laquelle  rinclinaison  du  barrage  favorise  Tecoulement,  et  Ton  peut 
reprocher  a  M.  Boileau  d'avoir,  tout  au  moins,  trop  generalise  la  loi 
qu*il  a  obtenue  pour  de  faibles  charges. 
Cela  pose,  pour  appliquer  la  formule 

a  ce  dispositif,  il  faut  rectifier  les  valeurs  de  H  en  employant  la  relation 
entre  H  et  A  applicable  au  barrage  de  o'^j5^  et  comparer  la  depense  ainsi 
obtenue  a  celle  de  T experience, 

Le  Tableau  suivant  indique  les  resultats  : 


Tableau  XX. 

Jpplicaiion  de  la  formule  propose  aux  experiences  de       Boileau  sur  un  barrage 

incline  a  45". 


h 

mesure 
par  M.  Boileau. 

H 

mesurd 
par  M.  Boileau. 

H 

recuse. 

DEFENSE 
exp^rimentale. 

DEFENSE 
calcul^e. 

EREEUR 
relatire. 

m 

o,o58o 

m 

0,0697 

o°o685 

lit 

28,808 

lit 

3o,9o5 

0,0918 

0,1090 

0,1093 

57,681 

61 ,520 

0,108 

0,1280 

0,1290 

73,o58 

78,485 

o,ii5 

0, 1870 

0,1873 

8^1,959 

85, 608 

0,l32 

0;i58o 

0,1578 

102, 8o5 

io5,9i5 

liCS  depenses  calculees  sont  evidemment  plus  fortes  que  celles  qui 
resultent  des  experiences  de  M.  Boileau ;  ce  n'est  qu'a  partir  de  A  =  o",!  i 
que  les  depenses  concordent  suffisamment. 

Nous  admettons  done,  surtout  en  presence  des  experiences  de  M.  le 
general  Morin  et  conformement  a  ce  que  nous  avons  dit  en  commencant, 
que  pour  les  petites  charges  le  dispositif  etudie  diminue  la  depense 
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0,82 

o,85 

0,88 
0,91 
0,94 
0.97 


pour 


h  =  o,o5, 
h  =  0,06, 
A  =  0,07, 
A  =  o ,  08, 
A  =  0,09, 
A  =  o,  10, 


et  qu'a  partir  de  h 
mule  proposee. 


=  o"",  1 1  de  A  on  calculera  le  debit  a  Taide  de  la  for- 


2®  Deversoirs  sans  contraction  latSrale  avec  barrages  "verticaux  pre-- 
sentant  au  sommet  une  plate-forme  horizontale  (le  canal  aUmentaire 
est  toujours  rectangulaire).  —  Supposons  qu'au  lieu  de  presenter  une 
arete  vive  et  un  biseau  le  barrage  offre  a  son  sommet  une  plate-forme 
horizontale ;  ce  dispositif  devra  evidemment  diminuer  la  depense. 

Des  experiences  ont  ete  faites  dans  ce  cas  par  M.  Boileau;  le  barrage 
avait  une  hauteur  de  o™,4o4  et  une  largeur  de  o"*,095. 

lei  nous  rectifierons  H  en  prenant  une  moyenne  entre  les  valeurs 
fournies  par  les  relations 


et 


H  =  1 ,12658  A  —  0,004,  applicable  aux  barrages  de  o",34> 
H=  1,2073  A  —  0,00148,  applicable  aux  barrages  de  o"*j54. 


Tableau  XXI. 

Application  de  la  formule  aux  experiences  de  M,  Boileau  sur  un  barrage  prSsentani 
au  sommet  une  plate-forme  horizontale. 


h 

mesure 
par  M.  Boileau. 

H 

mesur^ 
par  M.  Boileau. 

H 

rectifl^. 

DEFENSE 
experimentale. 

DISPENSE 
calculi. 

GOEPnCIENTS 
de 

transition. 

m 

0,0477 

0,0644 
0,0923 
0,1173 

m 

o,o537 
0,0737 
0, io85 
0,1400 

m 

0,05624 
0,07639 
0, I 1225 

0, 1423 

lit 

15,574 

26,498 
53,o56 
83,833 

lit 

23,o58 
35,795 
63,o36 
89,648 

0,700 
0,742 
0,84i 
0,932 
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On  Yoit  que  ce  dispositif  diminue  fortement  la  depense  pour  les  petites 
charges  et  que  Ton  devra  adopter  les  coefficients  de  transition  suivants  : 

0,680,  0,700,  0,780,  0,760,  0,790,  o,83o,  0,870,  0,910,  0,960, 
pour  A=o",o4,  o°*,o5,  o"',o6,  0^,07,  o",o8,  o'",o9,  o^jio,  o",ii,  o",i2, 

A  partir  de  A  =  o^jia,  on  calculera  le  debit  a  Taide  de  la  formule  pro- 
posee, 

3®  Deversoirs  sans  contraction  latSrale  avec  barrages  verticaux  ar- 
rondis  au  sommet  {le  canal  alimentaire  est  toujour s  rectangulaire) .  — 
Examinons  le  cas  oil  le  barrage,  au  lieu  de  presenter  une  plate-forme 
horizontale,  est  arrondi  au  sommet  suivant  une  surface  cylindrique. 

Ce  dispositif  a  ete  etudie  par  M.  Boileau.  Le  barrage  avait  o™,43i  de 
hauteur  et  o",o48  d'epaisseur.  Les  valeurs  de  H  ont  ete  rectifiees,  comme 
dans  le  cas  precedent,  en  prenant  une  moyenne  entre  les  valeurs  de  H 
conyenant  aux  barrages  de  o™,34  et  de  o*",  54* 


Tableau  XXII. 

Application  de  la  formule  aux  experiences  de  M.  Boileau  sur  un  barrage  vertical 

arrondi  au  sommet. 


h 

mesure 
par  M.  Boileau. 

H 

mesure 
par  M.  Boileau, 

H 

rectifi^. 

DEFENSE 
exp^rimentale. 

DJ&PBNSE 
calculee. 

COEFFICIENT 
de 

transition . 

m 

m 

lit 

lit 

0,0385 

0,0422 

0,08247 

i5,o8i 

10,48 

1 ,5o 

0,0407 

o,o582 

0,04754 

27,168 

18,225 

1 ,5o 

0,0664 

0,0907 

0,07930 

53,926 

37,731 

1 ,5o 

o,o835 

0,112 

o,io636 

74,558 

58,790 

1 ,5o 

0, io4o 

o,i38 

0,12576 

104,112 

75,579 

1 ,5o 

0,1186 

o,i58 

0, 14380 

i32,o8i 

88,460 

i,5o 

On  Yoit  que  ce  dispositif  augmente  la  depense  dans  un  rapport  con- 
stant. 
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L'examen  des  valeurs  de  H  montre  bien  que  la  forme  du  barrage  donne 
des  valeurs  de  H  beaucoup  plus  grandes  que  celies  qui  conyiennent  au 
barrage-type ;  de  la  provient  une  augmentation  de  chute  superficielle  et 
de  depense. 

4^  Deversoirs  sans  contraction  laterale  avec  arete  vwe  et  biseau  plojcis 
ohliquement  par  rapport  au  courant  {le  canal  aUmentaire  dtant  tou- 
jours  rectangulaire) .  —  M.  Boileau  a  fait  sur  ce  dispositif  deux  series 
d' experiences;  dans  la  premiere,  le  barrage  a  une  hauteur  de  o",434  et 
est  incline  a  45^  par  rapport  aux  parois  du  canal;  dans  la  seconde,  il  est 
eleve  de  o",458,  et  son  obliquite  est  de  \  ou  de  ^S"".  Les  Tableaux  sui- 
vants  indiquent  les  resultats  obtenus  par  Tapplication  de  la  formule,  apr^s 
avoir  rectifie,  comme  dans  les  cas  precedents,  les  valeurs  de  H. 


Tableau  XXm, 

Application  de  la  formule  aux  experiences  de  M.  Boileau  sur  un  barrage  vertical  oblique 
au  courant y  faisant  avec  les  parois  du  canal  un  angle  de  45**. 


h 

mesure 
par  M.  Boileau. 

H 

mesur^ 
par  M.  Boileau. 

H 

DEFENSE 

DEPENSE 

COEFFICIENTS 
de 

transition. 

rectifi^. 

exp^rimentale. 

calculee. 

o,o5o5 

m 

o,o6a5 

m 

o,o56i8 

HI 

34,528 

lit 

32,718 

l,o5 

0,0740 

0,0897 

o,o836 

6o,o48 

58,590 

1 ,02 

0,1000 

0, 1200 

o,ii39 

9^,949 

93,a66 

0,996 

o,ii35 

o,i36o 

0,12970 

Ii3,3i3 

ii3,36o 

1 ,000 

o,i3io 

0,1670 

0,l5012 

i4o,o3i 

136,276 

1,02 

o,i56o 

0,1860 

0,17929 

181,802 

183,384 

0,991 

Dans  ce  cas,  si  Ton  tient  compte  des  erreurs  inh^rentes  aux  mesures  et 
des  oscillations  des  coefBcients  de  transition,  il  est  clair  que  Ton  peut 
admettre  qu*il  est  egal  k  I'unite;  ainsi  la  formule  est  applicable,  sans  coef- 
ficient, dans  le  cas  oil  I'obliquite  est  de  45"*. 
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Tadlkau  XXIV. 

Application  de  la  jormulc  aux  experiences  de  M,  Boileau  sur  un  barrage  vertical 
ayant  avec  le  courant  un  angle  de  65". 


h 

mesure 
par  M.  Boileau. 

H 

mesurd 
par  M.  Boileau. 

U 

rectifie. 

DiPBNSE 
exp^rimentale. 

di&pb'nse 

calcul^e. 

COEPFICIBNTS 
de 

tranftitlon. 

m 

m 

m 

lit 

lit 

0,0446 

o,o55o 

0,04930 

43,370 

42,608 

» 

o,o585 

0,0705 

o,o655 

62,647 

64,658 

0,968 

0,0760 

0,0897 

0,08477 

91,090 

94,592 

0,984 

0,0970 

o,ii4o 

o,iio44 

i3i,923 

140,355 

0,939 

0, 1 170 

0, 1370 

0,13378 

173,597 

187,488 

0,928 

0, i3o5 

0,1 525 

o,i495!( 

207,747 

220,335 

0,943 

Dans  le  cas  ou  Fobliquite  arrive  a  65**,  la  depense  diminue  sensiblement 
des  que  h  atteint  la  valeur  de  o™,o5,  et  a  partir  de  cette  limite  on  pent 
admettre  un  coeflGcient  de  transition  moyen,  egal  a  0,960. 

Par  interpolation,  on  pourra  trouver  approximativement  les  coefficients 
de  transition  applicables  a  des  obliquites  differentes  et  intermediaires. 
Dans  le  cas  oil  le  barrage  est  parallele  an  courant,  sa  valeur  descend  pro- 
bableinent  a  o,85o;  mais  on  ne  peut  rien  preciser  a  ce  sujet. 

5**  Deversoirs  verticaux  alimentes  par  des  canaux  a  section  trapezoid 
dale  prSsentant  a  leiir  sommet  une  arete  mve  et  un  hiseau.  —  Exami- 
nons  encore  un  cas  qui  se  rencontre  quelquefois,  celui  d'un  barrage  ver- 
tical a  arete  vive  et  biseau  alimente  par  un  canal  a  section  trapezoidale, 
sans  presenter  de  contraction  laterale. 

Ge  dispositif  n'a  ete  etudie  par  M.  Boileau  que  dans  un  cas  particulier, 
celui  oil  la  base  inferieure  du  trapeze  devient  nulle,  et  par  suite  le  fosse 
tnangulaire;  mais  on  peut  tirer  de  ce  cas  limite  des  consequences  utiles. 

Les  observations  de  M.  Boileau  ont  porte  sur  un  canal  triangulaire 
dont  les  talus  etaient  a  terre  coulante ;  le  rapport  de  la  base  a  la  hauteu^ 
etait  de  i,4o55,  la  largeur  de  la  crete  du  barrage  de  i™,o3o  et  la  hau- 
teur de  o"*,35a. 

XLri'  Cahier.  19 
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Nous  prendrons  done  les  valeurs  de  h  donnees  par  cet  auteur  et  nous 
calculerons  les  valeurs  de  H  a  Taide  de  la  relation  applicable  au  barrage 
de  o",34,  en  suivant  toujours  la  methode  indiquee,  qui  consiste  a  rap-* 
porter  le  phenomene  entier  a  celui  qui  se  passerait  dans  le  cas  du  bar- 
rage type. 

Le  Tableau  suivant  montre  que  les  valeurs  de  H  ainsi  calculees  sont 
moins  grandes  que  celles  qui  proviennent  de  la  mesure  directe ;  la  forme 
trapezoidale  du  canal  a  done  pour  effet  d'augmenter  H  relativement  a  A, 
et  il  est  a  presumer  immediatement  que  la  depense  calculee  sera  trop 
&ible. 

Tablsau  XXV. 

Application  de  la  formule  aux  experiences  de  M,  Boileau  sur  tin  barrage  aliment^ 
par  un  canal  h  section  triangulaire. 


h 

H 

mesure 
par 
M.  Boileau. 

DEFENSE 

DEFENSE 

mesorc 
par 
M.  Boileau. 

U 

rectiOe. 

DEFENSE 
exp^rimcn- 
tale. 

LARGEUR 
superficiellc 
superieuro. 

LARGEUR 
raoyennc 
do  la  veine. 

calculee 
en  partant 
de  la  largeur 
moyennc. 

calculee 
en  partant 
de  la  largeur 
sup^rieure. 

m 

Dl 

0,0750 

m 

0,07104 

lit 

44,578 

1,229 

1,129 

lit 

40,347 

lit 

43,971 

o,o655 

0,0827 

0,0789 

5i,323 

I  ,252 

1,141 

47,740 

52,383 

0,0689 

0,0807 

0,0768 

53,262 

1,246 

I,i38 

45,6i3 

49,953 

0,0843 

0,106 

0,1020 

83,767 

i,3i6 

1,173 

72,200 

81,  III 

o,o835 

0,  io5 

0,1017 

82,525 

i,3i6 

1,173 

71,783 

80,706 

0,0819 

o,io3 

0,0996 

81,108 

1,3099 

I , 1699 

69,396 

78 ,25o 

Obseryatioms.  —  II  y  a  lieu  de  remarquer  que  les  experiences  a  et  3  so  contredisent,  car  a  la  plus  petite 
valeur  do  h  correspond  la  plus  grande  depense. 


On  voit  en  effet  que,  si  Ton  adopte  pour  largear  du  deversoir  la  lar- 
geur moyenne  de  la  veine,  ainsi  que  cela  paratt  naturel,  on  obtient  un 
debit  trop  faible,  et  que,  pour  arriver  a  un  resultat  admissible,  il  faut 
adopter  pour  /  la  plus  grande  largeur  de  la  nappe  liquide,  c'est-a-dire  sa 
largeur  superficielle. 

Nous  tirerons  la  conclusion  suivante.  Pour  determiner  la  valeur  de  /  a 
adopter  suivant  Tinclinaison  des  talus,  quand  il  s'agira  d'evaluer  la  de- 
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pense  d'un  deversoir  alimente  par  un  canal  triangulaire,  on  tracera  un 
angle  droit  BAG,  on  prendra  AG  =  i  ,4o  AB,  la  ligne  BG  representant  Fin- 
clinaison  du  talus  naturel  et  AB  celle  d'un  mur  droit ;  on  prendra  sur  BC 

Fig.  6. 


/ 


une  longueur  BK,  egale  a  la  valeur  de  la  largeur  superficielle  dans  le  cas 
particulier  traite,  et  sur  AB  une  longueur  BR',  egale  a  celle  de  la  crete  du 
barrage;  on  tracera  la  ligne  KK',  et  la  ligne  BD  representera  la  valeur  a 
adopter  pour  I'inclinaison  BE. 

Si  Ton  a  un  canal  veritablement  trapezoidal  ABGD,  on  calculera  la  d^- 
pense  correspondant  a  la  portion  BEGF,  en  introduisant  dans  laformule  la 

Fig.  7, 


largeur  EF,  et  Ton  y  ajoutera  la  depense  de  la  portion  ABG  =  ABE  4-  FDC, 
en  la  calculant  comme  il  vient  d'etre  dit  pour  le  canal  triangulaire. 

6^  Dhersoirs  alimenUs  par  des  canaux  rectangidaires  de  meme  lar- 
geur et  dont  le  barrage  a  une  hauteur  nulle.  —  II  suffit  de  rappeler, 
pour  memoire,  ce  cas  deja  traite  dans  le  Ghapitre  I  d'une  maniere  inci- 
dente,  a  propos  des  experiences  du  colonel  Lesbros.  Ge  dispositif  ne 
pent  se  presenter  qu'a  Textremite  libre  d'un  canal.  La  Table  des  coeffi- 
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cients  a  employer  a  ete  donnee  au  Tableau  VI  et  pourra  servir  quand  il 
s'agira  d'evaluer  la  depense  d'un  orifice  quelconque  prolonge  par  un 
coursier. 

Remarque  au  sujet  de  la  simplification  resultant  de  la  methode  em- 
ployee.  —  Les  auteurs  ont  jusqii'a  ce  jour  pris  H  pour  point  de  depart; 
il  faut  done  pour  chaque  dispositif  mesurer  ou  caleuler  la  valeur  de  cette 
quantite  :  il  est  impossible  de  la  mesurer,  et  pour  la  caleuler  il  faudrait  des 
formules  pour  chaque  dispositif. 

II  est  done  bien  plus  simple  de  partir  de  h  et  de  tout  ramener  au 
deversoir  type,  pour  lequel  nous  avons  calcule  H  d'apres  les  formules 
donnees  dans  le  Chapitre  precedent.  * 


CHAPITRE  IV. 

R]£SUM1£  GENERAL  INDIQUANT  LES  OPERATIONS  A  EFFECTUER  POUR  CALCULER 
LA  DEFENSE  DES  D^VERSOIRS  SANS  CONTRACTION  LATER  ALE. 

R6sumi  general.  —  Nous  presenterons,  sous  forme  de  Tableau,  le 
resume  des  operations  a  effectuer  pour  caleuler  la  depense  des  deversoirs 
sans  contraction  laterale. 

Les  Tables  des  coefficients  de  transition  ont  ete  etablies  en  partant  de  A; 
cela  est  naturel,  puisque  cette  donnee  constitue  le  point  de  depart  du 
oalcul;  de  plus  on  evite  ainsi  une  difficulte  insurmontable ,  la  mesure 
de  H  avec  les  divers  dispositifs  que  Ton  pent  rencontrer. 

Cette  difficulte  disparait  quand  on  part  de  h  et  que  Ton  rapporte  le 
phenomene  entier  a  celui  qui  se  passe  pour  le  barrage  type,  pour  lequel 
des  relations  suffisantes  ont  ete  etablies  entre  H  et  h. 
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CHAPITRE  V. 

DEFENSE  DES  DEVERSOIRS  PRESENTANT  LA  CONTRACTION  LATj^RALE. 

Examen  des  tramux  des  hydrauliciens ,  —  Les  experiences  faites  jusqu'a 
ce  jour  ont  montre  que  la  depense  des  deversoirs  presentant  plus  ou 

moins  de  contraction  laterale  variait  avec  le  rapport  ^  de  la  largeur  du 

canal  alimentaire  a  celle  du  deversoir.  Elles  ont  eu  pour  but  de  deter- 
miner, par  chacune  des  valeurs  de  ce  rapport,  le  coefficient  qui  devait 
affecter  la  depense  theorique. 

II  est  clair  que,  a  mesure  que  ce  rapport  augmente,  on  approche  d'une 
limite  a  partir  de  laquelle  ce  coefficient  deviendra  constant ;  la  contraction 
laterale  sera  alors  complete.  Ce  rapport  limite  n'a  pas  encore  ete  deter- 
mine. M.  d'Aubuisson  concluait  des  experiences  de  M.  Castel  qu'il  etait 
egal  a  4;  M.  Lesbros  porte  sa  valeur  a  lo  :  nous  verrons  plus  loin  qu'on 
ne  pent  encore  rien  preciser  a  ce  sujet. 

M.  Castel  a  fait  un  grand  nombre  d'experiences  dans  lesquelles  le  rap- 
port ^  varie  de  i  a  7 ;  mais  il  est  fort  difficile  de  les  comparer  a  celles  de 

M.  Lesbros,  parce  qu'elles  ont  ete  faites  sur  un  barrage  tres  peu  eleve  et 
que  les  charges  ont  ete  mesurees  d'une  maniere  toute  particuliere,  ainsi 
qu'on  Ta  vu  precedemment ;  il  est  done  a  peu  pres  impossible  de  les 
ramener  au  meme  point  de  depart. 

M.  Lesbros  a  experimente  sur  des  barrages  de  hauteur  nuUe  et  de  o",  54 ; 

les  valeurs  de  ^  ont  ete  successivement 

1,02,  6,4?  i3,4. 

Mais  sa  methode  est  aussi  defectueuse  que  pour  les  barrages  sans  con- 
traction laterale. 

Les  formules  a  I'aide  desquelles  il  calcule  H  en  partant  de  h  sont  tres 
compliquees  et  ne  sont  pas  generales  (pour  di verses  hauteurs  de  barrage). 
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M.  Lesbros  admet  toujours  que  les  coefficients  trouves  pour  le  barrage 
de  0^,54  sont  applicables  aux  barrages  plus  eleves;  enfin,  pour  les  bar- 
rages inferieurs,  il  interpole  entre  les  coefficients  trouves  pour  o",54  et 
ceux  qui  conviennent  au  dispositif  qui,  selon  lui,  correspond  au  barrage 
de  hauteur  nulle. 

Les  observations  critiques  a  faire  a  cette  m^thode  ont  ete  indiquees 
precedemment;  nous  n'y  reviendrons  pas,  et  il  en  resulte  que  les  Tables 
de  M.  Lesbros  ne  donnent  des  resultats  r^ellement  utiles  que  dans  le  cas 
d'un  barrage  de  o",  54. 

Indication  de  la  methode  a  suivre  pour  determiner  la  defense  des 
dSversoirs  a  contraction  lat4rale.  —  En  combinant  les  experiences  de 
M.  Lesbros  avec  la  formule  proposee,  toute  difficulte  disparait. 

Nous  adoptons  la  marche  suivante.  Nous  avons  une  formule  qui  donne 
la  depense  pour  toute  hauteur  de  barrage  dans  le  cas  simple  ou  il  n'y 
a  pas  de  contraction  laterale;  nous  n'avons  done  plus  qu'a  determiner 

le  coefficient  de  transition  qui  permet  de  passer  du  cas  ou  -  =  i  aux 

autres  cas  qui  peuvent  se  presenter,  et  nous  determinerons  ce  coefficient 
en  interpretant  convenablement  les  experiences  de  M.  Lesbros. 

Determination  des  coefficients  de  transition.  —  Supposons,  pour  fixer 
les  idees,  que  Ton  veuille  determiner  le  coefficient  de  transition  qui  doit 
servir  pour  passer  du  dispositif  lo  (contraction  laterale  supprimee)  au 
dispositif  I  (des  experiences  communes  a  MM.  Poncelet  et  Lesbros),  ou 

^  =  i3,4>  pour  une  valeur  de  h  —  o",  12;  on  procedera  ainsi. 

On  cherchera  la  valeur  de  H  correspondant  a  o",  i  a  pour  le  barrage 
de  o™,54  dans  le  cas  du  dispositif  10;  on  trouvera,  soit  par  le  calcul,  soit 
par  un  trace,  H  =  o",  i439,  et,  en  supposant  /=  i  (pour  simplifier  les  cal- 
culs),  on  aura  une  depense  reelle  de  io4"S  160,  donnee  par  notre  formule. 

On  cherchera  ensuite  la  valeur  (de  H)  qui  correspond  a  o™,i2  dans 
le  dispositif  i ;  on  calculera  la  depense  theorique  y/ag-H^  =  21 7**^,08  et 
la  depense  reelle  85^^389  a  I'aide  des  Tables  de  M.  Lesbros. 

XLVl'  Cahicr.  10 
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II  est  clair  que  le  rapport  ^^^'^^^  =  0,819  sera  le  coefficient  de  tran- 
sition. 

Tables  des  coefficients  de  transition.  —  Cast  ainsi  que  la  Table  sui- 
vante  a  ete  calculee  pour  les  dispositifs  etudies  par  M.  Lesbros. 

On  voit  que  notre  point  de  depart  est  toujours  A,  et  non  H,  ainsi  que 
les  hydrauliciens  I'ont  fait  jusqu'a  ce  jour  :  il  est,  en  effet,  naturel  de 
partir  de  la  donnee  principale  du  probleme. 

Tablkau  XXVI. 

Table  des  coefficients  de  transition  pour  les  dispositifs  h  contraction  laterale  Studies 
par  M.  Lesbros  dans  le  cas  de  V^coulement  en  minces  parois. 


VALBUR8 

COEFFICIENTS  DE  TRANSITION 
dans  les  cas  ou  Ton  a 

COEFFICIENTS 
pour 

le  cas  oil  les  parois 
sont  iD^galement 

de  h. 

eloign^es  des  bords 

L 

-J  =  1,02. 

7  =  6,4. 

7  =  13,4. 

pour  le  dispositif  2 
du  colonel  Lesbros. 

m 
0,02 

o,838o 

0,8320 

0,790 

o,8o5 

o,o3 

0,9610 

1  o,833o 

o,8i4 

0,823 

0,04 

0,9770 

0,8860 

0,876 

0,885 

o,o5 

0,9800 

0,8757 

0,865 

0,878 

0,06 

0,9880 

0,8645 

0,855 

0,867 

0,07 

0,9780 

0,8537 

0,845 

o,854 

0,08 

0,9690 

0,8480 

0,835 

0,841 

0,9560  • 

0,8387 

o,83i 

0,837 

0, 10 

0,9430 

0,8340 

0,827 

0,833 

0,11 

0,9300 

0,8295 

0,823 

0,828 

0,12 

0,9170 

0,8250 

0,819 

0,824 

o,i3 

0,9107 

0,8190 

o,8i3 

0,817 

0,14 

0,9045 

o,8i3o 

0,807 

0,81 1 

o,i5 

0,8983 

o,8o55 

0,802 

0,804 

0,16 

0,8920 

0,7990 

0,797 

0,798 

0,17 

0,8817 

0,7960 

0,79^ 

0,795 

0,18 

0,8715 

0,7930 

0,786 

0,790 

0,19 

o,86i3 

0,7900 

0,781 

0,785 

0,20 

o,85io 

0,7860 

0,775 

0,781 

OBSERVATIONS. 


11  est  bien  entendu  que  les  coef- 
ficienls  insdrds  dans  la  cinqui^me 
colonne  ne  sont  applicables  qu*au 
cas  particulier  du  dispositif  a.  lis 
ne  sont  pr^sent^s  ici  que  pour  aflQr- 
mer  la  rdgle  6nonc^  plus  loin  dans 
le  cas  de  parois  inegalement  dis- 
tantes  des  bords  du  deyersoir. 


Les  interpolations  necessaires  pour  traiter  dans  la  pratique  les  divers 
cas  ont  ete  efifectuees  dans  le  Tableau  suivant  : 
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T4BLBAU  XXVII. 

Table  gSn^rale  des  coefficients  de  transition  pour  les  d^ersoirs  a  contraction  iaterule 
dans  le  cas  de  I'Scoulement  en  minces  parois  [tipec  barrage  tjrpe). 


YALBURS  DU 

RAPPORT 

L 
/' 

YALfiUIlS 

de  h. 

'  1,02. 

1,567. 

2,115. 

3,21. 

A  on 

o,ou. 

6,40. 

7,27. 

8,15. 

9,9. 

11,65. 

13,40. 

m 
0,02 

o,838o 

o,836i 

0,8342 

o,83o5o 

0, 0207 

0,0240 

o,823o 

0,8208 

0,8187 

o,8o65o 

0,7982 

0,790 

o,o3 

0,9610 

o,935o 

0,9290 

0,89700 

0 ,oooo 

0,0490 

o,833o 

0,8281 

0,8232 

0, 82350 

0,8187 

0,814 

0,04 

0,9770 

0,9656 

0,9542 

o,93i5o 

0,9087 

0,8973 

0,8860 

0,8847 

0,8835 

0,8810 

0,8786 

0,876 

o,o5 

0,980 

0,9700 

0,960 

0,92535 

0 , 90o5 

\J  ,  000  i 

0,8757 

0,8743 

0,8730 

0,87035 

0,8676 

0,865 

0,06 

0,9830 

0,9681 

0,9533 

0,92375 

0,8941 

0,8798 

0,8645 

0,8633 

0,8621 

0,86970 

0,8673 

0,856 

0,07 

0,9780 

0,9624 

0,9469 

o,9i58 

0,8847 

0,8692 

0,8537 

0,8626 

o,85i5 

0,84935 

0,8471 

0,845 

0,08 

0,9690 

0,9532 

0,9375 

0,9060 

0,8745 

0,8587 

o,843o 

0,8420 

0,841 

0,83900 

0,8370 

o,836 

0,09 

0,9660 

0,9410 

0,9261 

0,8973 

0,8680 

0,8533 

0,8387 

0,8377 

0,8367 

0,83485 

0,8329 

o,83i 

0, 10 

o,943o 

0,9298 

0,9167 

0,8885 

0,8612 

0,8476 

o,834o 

o,833i 

0,8322 

o,83o5o 

0,8287 

0,827 

0,11 

0,9300 

0,9174 

0,9048 

0,8797 

0,8546 

0,8420 

0,8295 

0,8286 

0,8278 

0,82626 

0 , 8246 

0,823 

0,1a 

0,9170 

o,9o55 

0,8940 

0,8710 

0,8480 

0,8365 

0,8260 

0,8242 

0,8235 

0,82200 

0,8206 

0,819 

o,i3 

0,9107 

0,8992 

0,8877 

0,8648 

0,8419 

o,83o4 

0,8190 

0,8182 

0,8176 

0,81600 

0,8145 

o,8i3 

0,14 

0,9045 

0,8930 

0,8816 

0,8587 

0,8358 

0,8244 

o,8i3o 

0,8122 

0,8116 

0,81000 

0,8086 

0,807 

0,  i5 

0,8983 

0,8862 

0,8751 

o,85i9 

0,8287 

0,8171 

o,8o55 

o,8o5o 

0,8046 

0,80376 

0,8026 

0,802 

0, 16 

0 , 8920 

0,8828 

0,8737 

o,8555 

0,8272 

o,8i3i 

0,7990 

0,7987 

0,7985 

0,79800 

0,7975 

0,797 

0,17 

0,8817 

0,8709 

0,8602 

o,8388 

0,8174 

0,8062 

0,7960 

0,7955 

0,7960 

0,79400 

0,7930 

0,792 

0,18 

0,8715 

0,8616 

o,85i6 

o,83i7 

o,8i23 

0,8026 

0,7930 

o,79^> 

0,7912 

0,78960 

0,7877 

0,786 

0,19 

o,86i3 

0,8523 

0,8434 

o,8256 

0,8078 

0,7989 

0,7900 

0,7888 

0,7877 

0,78660 

0,7832 

0,781 

0,20 

o,85io 

0,8428 

0,8347 

o,8i85 

0 , 8022 

0,7941 

0,7860 

0,7846 

0,7832 

0,78060 

0,7777 

0,776 

Usage  de  la  Table  pour  calculer  la  depense  des  deversoirs  a  contrac- 
tion laterale  dans  le  cas  de  V ecoulement  en  minces  parois,  —  Dans  le 
cas  de  recoulement  en  minces  parois  et  d'un  barrage  a  arete  vive  et  a 
biseau,  il  faudra,  pour  determiner  la  depense  : 

I**  Mesurer  h\ 

2°  Calculer  H  d'apres  les  formules  donnees  precedemment  (selon  la 
hauteur  du  barrage) ; 

3°  Calculer  le  rapport  y ; 

4"*  Calculer  D  a  Taide  de  la  formule  A; 

5"*  Multiplier  le  resultat  obtenu  par  le  coefficient  convenable  pour  la 
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valeur  de  h  et  le  rapport  trouve  y  >  coefficient  indique  par  le  Tableau  XXVII. 

On  se  souviendra  que  le  cas  des  minces  parois  est  celui  oil  les  bords 
de  Torifice  n'ont  pas  une  epaisseur  excedant  o"',o5  ou  o",o6.  II  est  aussi 

bien  entendu  que,  si  le  rapport  y  est  plus  grand  que  i3,4o,  on  adoptera, 
faute  d'experiences,  le  coefficient  applicable  a  ce  dernier  cas. 

Cas  oil  les  parois  da  canal  sont  inegalement  Sloignees  des  bords 
du  deversoir.  —  Le  Tableau  XXVII  suppose  que  les  bords  du  dever- 
soir  soient  egalement  eloignes  des  parois  du  canal.  Si  le  cas  contraire  se 
presentait,  on  concevrait  Torifice  divise  en  deux  parties  egales  par  une 

Fig.  10. 


A 

ligne  AB,  et  le  coefficient  a  employer  serait  une  moyenne  entre  ceux  qui 
conviendraient  aux  rapports  y  et  y  relatifs  a  chacune  des  parois. 

2  2 

Les  coefficients  indiques  dans  la  cinquieme  colonne  du  Tableau  XX  VII, 
relatifs  au  dispositif  2  du  colonel  Lesbros,  ou  ces  rapports  sont  6,4  et  i8, 
confirment  cette  regie. 

Remarque  relative  a  la  contrax^tion  complete.  —  Nous  avons  dit  pr^- 
cedemment  que  le  rapport  ^  correspondant  a  la  contraction  complete 
n'avait  pas  encore  ete  determine ;  Texamen  du  Tableau  XXVII  le  prouve 
suffisamment,  surtout  pour  les  petites  valeurs  de  h. 

Cas  ou  les  parois  convergent  vers  I' orifice.  —  M.  le  colonel  Lesbros 
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a  etudie,  dans  un  dispositif  classe  sous  le  12,  le  cas  oil  les  parois  du 
canal  sont  raccordees  avec  Torifice  par  des  plans  inclines  a  45®- 

Nous  avons  suivi  la  methode  decrite  precedemment ;  une  courbe  ayant 
pour  ordonnees  les  valeurs  de  H  et  pour  abscisses  celles  de  h  resultant 
des  experiences  sur  ce  dispositif  ont  permis  de  trouver  les  valeurs  de  H 
correspondant  a  celles  de  k  exprimees  en  nombres  ronds. 

Pour  chacune  de  ces  valeurs  de  A,  on  a  calcule  les  valeurs  de  la  de- 
pense  reelle  correspondant  au  cas  du  deversoir  type  (sans  contraction 
laterale)  a  I'aide  de  la  formule  proposee,  et  le  rapport  de  cette  depense  a 
celle  qui  resulte  des  experiences  de  M.  Lesbros  a  donne  le  coefficient  de 
transition. 

C'est  ainsi  qu'a  ete  forme  le  Tableau  suivant  : 

Tableau  XXVHI. 

Coefficients  de  transition  pour  les  orifices  raccordes  par  des  plans  a  45** 
apec  les  parois  du  canal. 


COEFFICIENTS 

COEFFICIENTS 

COEFFICIENTS 

DE  T&ANSITIOn 

DB  TBAMSITION 

pour 

DB  TRANSITION 

VALEURS  DE  h. 

pour  le  cas 
01^  it  n'y  a  pas 

le  cas  oil  les  parois 
el  I'orifice 

dans  le  cas 
de  la  contraction 

de  contraction 
laterale. 

sont  raccordes 

complete. 

par  des  plans  ji4S*>. 

m 
0,02 

1 ,00 

> 

o,8o5 

o,o3 

1 ,00 

0,895 

0,823 

0,04 

1 ,00 

0,911 

0,885 
0,878 

o,o5 

1 ,00 

0,872 

0,06 

1 ,00 

o,83i 

0,867 

0,07 

1 ,00 

o,83o 

o,854 

0,08 

1 ,00 

0,829 

o,84i 

0,09 

1 ,00 

0,828 
0,827 

o,837 

0,10 

1 ,00 

0,838 

0,11 

1 ,00 

0,826 

0,828 

0,12 

lyOO 

0,825 
0,824 

0,824 

o,i3 

1,00 

0,817 

o,i4 

1,00 

0,823 

0,811 

0,  i5 

1 ,00 

0,822 

0,804 

0,16 

1 ,00 

0,821 

0,798 

0,17 

1,00 

0,820 

0,795 

0,18 

1 ,00 

0,820 

0,790 
0,785 

1 ,00 

0,820 

0,20 

1,00 

0,820 

0,781 
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Cette  table  donne  le  moyen  de  resoudre  la  question  pour  toute  incli- 
naison  des  parois  raccordant  les  parois  avee  F orifice. 

II  sufBt,  en  effet,  de  tracer  un  angle  droit  BAG ;  sur  le  cote  AG  on 
portera,  pour  la  valeur  de  h  consideree,  une  longueur  representant  le 
coefficient  de  transition  dans  le  cas  de  la  contraction  complete,  sur  AB 

Fig.  1 6. 


une  longueur  egale  a  Tunite  representant  le  coefficient  dans  le  cas  oil  il 
n'y  a  pas  de  contraction  laterale;  en  tirant  AD  inclin^e  a  45**,  on  portera 
sur  cette  ligne  la  longueur  donnee  par  le  Tableau  precedent  :  on  aura 
ainsi  trois  points  B,  D,  G  et  deux  lignes  droites  BD,  DG,  qui  permettront 
de  trouver  la  valeur  du  coefficient  AE  applicable  a  une  inclinaison  AI, 
pour  laquelle  des  experiences  speciales  n'ont  pas  ete  faites. 

Examen  des  varietes  de  dispositifs  a  contraction  laterale  que  Von  pent 
rencontrer  dans  la  pratique.  —  Ge  qui  precede  n'est,  ainsi  qu'il  a  ete  dit, 
applicable  qu'au  cas  de  Tecoulement  en  minces  parois  avec  barrage  type, 
c'est-a-dire  au  cas  ou  les  cotes  de  T orifice  n'ont  pas  une  epaisseur  supe- 
rieure  a  o'^joG  et  oil  Ife  barrage  presente  une  arete  saillante  et  un  biseau. 

Mais  on  rencontrera  sou  vent,  dans  la  pratique,  des  parois  plus  epaisses 
et  des  barrages  presentant  des  plates-formes  horizontals  ou  arrondies  au 
sommet,  d'une  certaine  largeur;  les  coefficients  de  transition  seront  alors 
modifies  d'apres  les  regies  suivantes. 
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On  admet  (peut-etre  un  peu  gratuitement,  faute  d* experiences)  que  la 
contraction  laterale  n'a  plus  d'effet  quand  les  parois  ont  une  epaisseur 
e=  a/,  c'est-a-dire  egale  a  deux  fois  la  largeur  de  Torifice.  Nous  accep- 
terons  ce  principe. 

i"*  Parois  ipaisses.  —  Pour  fixer  les  idees,  supposons  le  cas  suivant : 

^  =  i5,   /=o°',2o,    A  =  o™,  i5,    e  =  o",o8. 

Ce  cas  est  celui  de  la  contraction  la  plus  complete,  et,  si  le  dispositif 
avait  des  parois  minces  (o"*,o6  au  plus),  le  coefficient  indique  par  le 
Tableau  XXVII  serait  0,802.  Mais  la  paroi  a  o'^joS  d'epaisseur;  le  coef- 
ficient doit  etre  un  peu  superieur,  et  on  le  trouvera  par  le  trace  ou  par  le 
calcul  en  se  fondant  sur  ce  qu'il  est  egal  a  I'unite  pour  une  epaisseur  e 
egale  a  2/  ou  a  0*^,40.  On  obtiendra  aussi  0,918. 

2**  Cas  d'un  barrage  epais.  —  Si,  les  parois  etant  minces,  le  barrage 
presente  une  certaine  epaisseur,  on  se  reportera  aux  experiences  indi- 
quees  precedemment  dans  le  cas  ou  il  n'y  a  pas  de  contraction  laterale. 

Exemple  : 

^;  =  i5,    /=o"',20,    A  =  o™,i5, 
e'=  epaisseur  du  barrage  =  o"*,o8  (sans  arrondissement  au  sommet). 

Nous  remarquerons  que  le  coefficient  convenant  a  ce  cas  dans  le  cas 
du  barrage  type  est  0,802,  qu'il  faudrait  done  adopter  la  formule 


D  =  o,8o2/HA 

mais  que,  dans  le  cas  d'un  barrage  epais,  il  faut  tenir  compte  de  cette 
epaisseur  en  multipliant  encore  cette  valeur  de  D  par  un  coefficient  egal 
a  0,96  pour  e?'=o"*,095;  on  devra  done  chercher  ce  second  coefficient 
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en  interpolant  entre  les  coefficients 

i,oo  pour  c'~o",o6, 
0,95  pour  c'=o",o95, 

et  Ton  trouvera  qu'il  est  egal  a  0,968. 
La  formule  definitive  sera  done 


D  =  0,802  X  0,958  ^HAy/g^ 


En  se  reportant  au  Chapitre  precedent,  on  verra  que,  si  e'  depasse  o'°,o95 
(ce  qui  sera  fort  rare),  les  experiences  manquent  pour  servir  de  guide 
dans  cette  interpolation.  Si  le  barrage  etait  arrondi  au  sommet,  on  traite- 
rait  la  question  en  se  basant  sur  les  coefficients  indiques  pour  ce  dispositif. 

3*^  Barrages  et  parois  epais.  —  II  pourrait  arriver  que  Ton  eut  a 
determiner  la  depense  dans  le  cas  oil  les  parois  presenteraient  en  mSme 
temps  que  le  barrage  une  certaine  epaisseur.  Supposons 

y=i5,    /z^o'^jao,    A=  0^,15,  c^o'^joS, 
-  e'=  o",o8  (sans  arrondissement  au  sommet). 

Dans  ce  cas,  on  examinera  separement  les  deux  influences.  Par  suite  de 
Tepaisseur  des  parois,  la  depense  serait,  ainsi  qu'on     vu  precedemment, 


iy=  0,9.8  mAy^,; 


mais  I'epaisseur  du  barrage  obligerait  a  multiplier  ce  resultat  par  0,968, 
de  maniere  que  la  depense  reelle  serait 


D  =  0,918  X  0,968 /HA y/ij- 


4"  Parois  inclinSes  avec  barrages  epais.  —  II  est  clair  que  ce  cas  serait 
traite  d'apres  ce  qui  a  ete  dit  precedemment  pour  les  barrages  epais  et 
verticaux. 
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Examen  de  deux  cos  traites  par  M.  Lesbros  dans  les  dispositifs  i3 
et  il^.  —  Nous  citerons  encore  deux  dispositifs  Studies  par  M.  Lesbros, 
qui  permettront  de  calculer  la  depense  dans  quelques  cas. 

Les  parois  et  le  barrage  ont  une  largeur  de  o"",  264,  et  ces  deux  dispo- 
sitifs ne  different  qu'en  ce  que  dans  le  premier  (dispositif  1 3)  les  angles  de 
rorifice  sont  vifs,  tandis  que  les  angles  sont  arrondis  dans  le  dispositif  i4* 

Nous  avons  suivi  toujours  la  meme  marche  dans  Tetablissement  des 
calculs ;  une  courbe  ayant  pour  ordonnees  les  valeurs  de  H  et  pour  abscisses 
celles  de  h  resultant  des  experiences  sur  ces  dispositifs  a  permis  de  trouver 
les  valeurs  de  H  correspondant  a  celles  de  A,  exprimees  en  nombres  ronds. 
Pour  chacune  de  ces  dernieres  valeurs  de  A,  on  a  calcule  la  depense  reelle 
a  Taide  de  la  formule  propos^e,  et  le  rapport  de  cette  depense  a  celle  qui 
resulte  des  Tables  de  M.  Lesbros  a  fourni  les  coefficients  de  transition. 


Tableau  XXIX, 

indiquant  les  coefficients  de  transition  dans  le  cas  de  parois  et  de  barrages 

4pais  de  o°*,a64. 


DISPOSITIF  1 3. 

DISPOSITIF  14. 

VALBUBS 

Disposrrip  I. 
Contraction  com- 

Parois  et  barra^ 
de 

Parois  et  barrage 
de 

de  A. 

pUto 
(en  mince  paroi). 

0",  a64  d'^paisseur 
(aretes  TiTes). 

0**,  264  d'^paisseur 
(aretes  arrondies]. 

0,02 

0,970 

2,3i8 

Ii94i 

o,o3 

0,814 

2,36o 

1,920 

0,04 

0,876 

2,4i5 

1,900 

o,o5 

0,865 

2,494 

1,896 

0,06 

o,855 
0,845 

2,6f5 

1,928 

0,07 

2,720 
2,674 

1,950 

0,08 

0,835 

1,999 

0,09 

o,83i 

2,570 
2,432 

2,oo3 

0,10 

0,827 

2,016 

0,11 

0,823 

2,290 

2,029 

0,12 

0,819 

2,i33 

2,042 

o,i3 

o,8i3 

2,004 

2,o55 

0,14 

0,807 

1,975 

2,066 

o,i5 

0,802 

1,9^2 

2,069 

0,16 

0,797 

» 

0,17 

o,79'^ 

» 

0,18 

0,786 

0,19 

0,781 

» 

0,20 

0,775 

» 

XLVV  Cahier.  i\ 
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Amntages  de  la  mSthode  adoptSe.  —  Nous  ne  croyons  pas  avoir  besoin 
d'insister  sur  les  avantages  de  la  methode  suivie  dans  nos  recherches  et 
dans  retablissement  des  coefficients  de  transition.  Le  principal  est  d'eviter 
pour  chaque  dispositif  la  mesure  ou  le  calcul  de  la  charge  H. 

CHAPITRE  VI. 

EXAMEN  DES  Ml^THODES  PROPOS^ES  POUR  GALCULER  LA  D^PENSE  DES  ORIFICES 
FERMES  A  LA  PARTIE  SUPJ^RIEURE.  EXTENSION  A  CE  CAS  DE  LA  FORMULE 
PROPOSEE  POUR  LES  DEVERSOIRS. 

J^aleur  rSelle  de  la  methode  adoptee  pour  calculer  la  dSpense  des 
orifices  ferm6$  a  la  partie  superieure.  —  La  question  de  la  depense  n'ofifre 
pas  pour  les  orifices  fermes  a  la  partie  superieure  les  mSmes  difficultes  que 
pour  les  deversoirs.  Nous  avons  indique  prec^demment,  quand  il  s'est  agi 
du  rolede  la  contraction  inferieure,  la  difference  essentielle  qui  existe  entre 
les  phenomenes  que  presente  Tecoulement  dans  ces  deux  genres  d'orifices ; 
nous  n'y  reviendrons  done  pas,  De  plus,  quand  on  veut  mesurer  le  debit 
des  vannes,  on  mesure  facilement  les  elements  qui  servent  de  base  aux 
calculs. 

La  methode  pratique  fondee  sur  les  experiences  de  M.  Lesbros  est 
simple ;  elle  repose  sur  des  experiences  consciencieuses  :  il  n'y  a  done  rien 
a  lui  substituer. 

Proposition  de  M.  Boileau  dans  un  cas  particulier.  —  M.  Boileau  a 
propose  cependant  une  formule  theorigue  pour  le  cas  ou  la  contraction 
laterale  est  supprimee.  Gette  formule  donne,  en  effet,  des  res ul tats  tres 
satisfaisants,  mais  elle  a  le  defaut  d'exiger  la  mesure  de  la  section  contractee, 
operation  delicate  et  pen  pratique ;  enfin  elle  est  moins  simple  que  la  for- 
mule ordinaire. 

Nous  ne  croyons  done  pas  qu'elle  puisse  ^tre  employee  par  les  pra- 
ticiens. 
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Application  de  la  formule  D  =  ^HA  y/^-^^  aux  orifices  fermes  a  la 

partie  superieure.  —  Ce  n*est  done  point  dans  le  but  de  proposer  Temploi 
de  la  formule  que  nous  avons  donnee  pour  les  deversoirs  que  nous  Tappli- 
quons  aux  orifices  ferm^  a  la  partie  superieure ;  la  seule  conclusion  que 
nous  voulions  tirer  des  Tableaux  suivants,  e'est  qu'elle  reproduit  avec 
plus  d'exactitude  que  la  formule  ordinaire  la  depense  des  vannes  et  que 
les  coefficients  dont  elle  devrait  6tre  afFectee  seraient  peu  variables. 


Tableaux  XXX,  XXXI  et  XXXII. 


CHARGE 
sur 

le  centre  de  Torifice. 


D^PENSB  R^ELLE. 


Dl^ENBB  CALCUL^E. 


COEFFICIENTS 
de 

correction. 


Application  de  la  formule  des  dSversoirs  a  Vecoulement  par  vannes  pour  un 
orifice  de  o*",20  de  largeur  et  de  o™,20  de  hauteur,  dispositif  lo  [sans 
contraction  laterale,  seuil  a  o^^54  awdessus  du  fond). 

(Page  283  du  M^moire  de  M.  Lesbros.) 


1,6291 
0,0248 
0,3931 
0,2441 
0,1641 


lit 

144, i3i 
108,663 
71,04a 
56,43i 
46,437 


lU 

i36,i3i 
108,713 
68,229 
53,679 
43,95 


1,059 

0,999 
1, 041 
I  ,o5i 
i,o56 


Application  au  cas  d'un  orifice  de  o^ao  de  largeur  sur  o*",io  de  hauteur ^ 

dispositif  10. 
(Page  3o6.) 


I ,7081 

0,9951 
0,3241 
0,2341 
0,0771 


36,i55o 
28,028 
16,176 
i3,868 
7,983 


41,421 
30,028 
i5,8i4 
14,707 
8,199 


0,873 
0,910 

0,979 
0,943 

0,973 


Application  au  cas  de  Vecoulement  par  vannes  dans  le  cas  du  disposit\f  3, 
apec  orifice  dc  o°^,io  de  largeur  sur  o™,20  de  hauteur, 
(Page  270.) 


1,7761 
1,6661 
0,9261 

0,25ll 


141,971 
i38,oo4 
103,396 
52,903 


166,588 
161,674 
120,950 
65, 660 


o,852 
o,853 
o,855 
o,8o5 


Dans  ces  applications,  h  devient  la  hauteur  de  F orifice  et  H  la  charge 
sur  le  seuil. 
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NOTE. 


J'ai  indique  que  la  formule  proposee  est  celle  de  la  depense  d'un  dever- 
soir  alimente  par  un  canal  rectangulaire  de  meme  largeur  dans  lequel  la 
contraction  est  supprimee  sur  tout  le  pourtour  de  Torifice, 

Soient : 

/  la  largeur  du  deversoir ; 

H  la  hauteur  AC  du  remous  au-dessus  de  la  crete  du  barrage ; 
h  Tepaisseur  ED  de  la  veine  liquide ; 
V  la  vitesse  moyenne  de  la  section  ED ; 
U  la  vitesse  moyenne  de  la  section  AC. 


Fig.  1 8. 


II  est  clair  que  la  depense  D  aura  pour  expression  le  produit  de  la  sec- 
tion ED  par  la  vitesse  V.  Done  : 

II  faut  trouver  V. 

Le  principe  des  forces  vives  donne  : 

ou 
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D'un  autre  c6te, 

mv=ihv, 

d'oii 
done 
d'oii 


ou  encore 


done  enfin 


ou  encore 


U  — -V- 


4/  ~     V     H'— A» 


v/a(H»— A*)' 


*   ^    ^/a(H»— /»»)  yHH-A 


D  =  /Hv/2gii 
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MMODE  D'APPROXIMATION  GRAPfflOUE 

APPLICABLE  A  UN  GRAND  NOMBBB  DB 

QUESTIONS  DE  MECANIQUE  PRATIQUE. 

Par  BI.  H.  LEAUTE. 


La  methode  d'approximation  que  nous  nous  proposons  d'exposer  ici, 
et  dont  nous  donnerons  dans  le  present  Memoire  quelques  applications 
ayant  une  importance  pratique,  consiste  en  principe  dans  la  substitution 
a  un  arc  de  courbe  fini  de  Tare  de  cercle  qui  Tepouse  le  mieux,  c'est-a-dire 
de  Tare  de  cercle  tel,  que,  si  Ton  considere  les  distances  maxima  qui  le 
separent  de  la  courbe,  la  plus  grande  est  moindre  que  pour  tout  autre 
cercle. 

Ge  travail  sera  divise  en  quatre  Parties. 

Dans  la  premiere,  nous  etudierons  tout  d'abord  le  cas  ou  Tare  de  courbe 
donne  n'a,  dans  Tetendue  que  Ton  considere,  aucune  singularite;  nous 
examinerons  ensuite  le  cas  plus  particulier  oil  cet  arc  presente  un  point 
de  courbure  maxima  ou  minima. 

Dans  la  deuxieme,  nous  donnerons  le  trace  du  cercle  quand  Tare  consi- 
dere presente  un  point  de  rebroussement  a  Tune  de  ses  extremites,  et  nous 
appliquerons  les  regies  trouvees  aux  engrenages  a  epicycloide,  ou  le  cercle 
doit  passer  par  le  point  de  rebroussement,  et  aux  engrenages  a  develop- 
pante,  oil  il  n  est  plus  assujetti  a  cette  condition.  Nous  serons  ainsi  conduit 
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au  trace  par  arcs  de  cercle  de  ces  divers  engrenages ,  et  le  precede  tres 
simple  auquel  nous  arriverons  fournira  le  maximum  d'approximation. 

Dans  la  troisieme,  nous  etendrons  ces  recherches  au  cas  plus  complique 
ou  Tare  de  courbe  presente  deux  points  de  courbure  maxima  ou  minima, 
et  nous  serons  amene  a  faire  une  etude  generale  des  relations  qui  lient  les 
particularites  d'un  arc  de  courbe  et  le  degre  de  rapprochement  qu'il  pent 
avoir  avec  un  cercle. 

Enfin,  dans  la  quatrieme  Partie,  nous  montrerons  comment  Ton  pent, 
dans  chaque  application,  obtenir  que  Tare  de  courbe  a  considerer  ait  pre- 
cisement  les  singularites  qui  permettent  de  realiser  le  degre  d'approxi- 
mation qu*on  veut  atteindre,  et  nous  donnerons,  comme  exemple  de  la 
portee  de  la  methode,  la  solution  pratique  et  simple  du  probleme  le  plus 
general  des  systemes  articules  a  trois  tiges. 


PREMIERE  PARTIE. 

!^tant  donn^  un  arc  fini  d'une  courbe,  il  y  a  un  cercle  qui  en  difF^re 
moins  que  tout  autre ;  mais  il  est  clair  que  la  position  de  son  centre  et  la 
grandeur  de  son  rayon  dependent  de  tons  les  elements  qui  caract^risent 
Tare  donne.  Si  done  on  voulait  traiter  le  probleme  d'une  fa^on  absolu- 
ment  rigoureuse,  il  est  evident  a  priori  que  Ton  ne  pourrait  trouver  une 
regie  pratique  qui  convint  a  tous  les  cas. 

Une  regie  generale  pour  le  trace  qui  nous  occupe  ne  pent  etre  qu'ap- 
proximative;  aussi,  pour  faire  cette  recherche,  procederons-nous  comme 
dans  tous  les  calculs  d'approximation,  c*est-a-dire  que  les  arcs  seront 
traites  comme  des  inBniment  petits  du  premier  ordre,  alors  que  les  infi- 
niment  petits  d'ordre  superieur  seront  negliges  par  rapport  a  eux ;  les 
resultats  que  nous  obtiendrons  ainsi  ne  seront  rigoureusement  exacts  que 
pour  des  arcs  infiniment  petits,  mais  nous  pourrons,  par  cela  m^me,  les 
admettre  comme  approches  pour  de  petits  arcs. 
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1°  Arc  de  courbe  ne  presentant  aucune  singularity. 

Soient  {fig-  i) 

AB  Fare  de  courbe  donne ; 

A  a,      les  normales  aux  extremites ; 

ab  Tare  de  developpee  correspondant  a  AB ; 


Fig.  I. 


6 


O  le  pied  de  la  normale  a  AB  egalement  inclinee  sur  Aa  et  B^> ; 

a  Tangle  de  cette  normale  avec  les  normales  extremes ; 

a  Tangle  d*une  normale  en  un  point  quelconque  de  AB  avec  la  normale  en  O. 

Supposons  trace  le  cercle  cherche,  et  exprimons  en  fonction  de  a  la 
distance  qui  separe  un  de  ses  points  de  Tare  donne. 

Ge  cercle  coupant  toujours  Tare  de  courbe  AB  en  trois  points  reels  (*), 
la  distance  est  de  la  forme 

«o  «a>  valeurs  de  a  qui  correspondent  aux  points  d' intersection,  etant 
compris  entre  —  a  et  a. 

F  est  une  fonction  qui  ne  s'annule  plus  dans  Tintervalle  considere,  et, 


( ' )  Foir  notre  definition  generale  du  rapprochement  des  courbes,  in*  Partie. 

XLFP  Cahier.  I'X 
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si  on  la  remplace  par  sa  valeur  moyenne,  on  voit  que  la  distance  du 
cercle  a  la  courbe  peut  etre  prise,  au  degre  d'approximation  que  nous 
avons  admis,  comme  une  fonction  du  troisieme  degre  de  a. 

II  faut  maintenant  determiner  le  centre  et  le  rayon  du  cercle  cherche 
par  la  condition  que  cette  fonction  s'ecarte  le  moins  possible  de  zero 
quand  a  varie  de  —  a  a  -f-  a. 

Or  on  sail,  par  un  theoreme  de  M.  Tchebychef       que  la  fonction 

(g  4-  \/a'  —       -h  («  —  v/«'  —  a*)" 

est  la  fonction  entiere  et  rationnelle  de  a,  de  degre  /?,  qui,  lorsque  a  varie 
de  —  a  a  -H  a,  s'ecarte  le  moins  possible  de  zero 

On  aura  done  le  cercle  cherche  en  exprimant  que  la  distance  de  ce 
cercle  a  Tare  de  courbe  donne  est  representee,  a  un  facteur  constant 
pres,  par 

Cette  quantite  s^annulant  pour  a  egal  a  zero,  le  cercle  passe  par  le 
point  O,  pied  de  la  normale  dont  la  direction  est  bissectrice  de  Tangle  des 
normales  extremes. 

Quant  au  centre  du  cercle,  il  est  au  point  d'intersection  des  deux  nor- 
males communes  aux  deux  courbes ;  or  ces  normales  correspondent  aux 
valeurs  de  a  qui  annulent  la  derivee  de  la  distance;  elles  sont  done 

fournies  par 


On  est  ainsi  conduit,  pour  le  trace  du  cercle,  a  la  regie  suivante  : 

Ppur  obtenir  le  cercle  qui  epQu^e  le  mieux  un  arc  de  courbe  donne 


']  Kous  devons  declarer  ici  que  ce  sont  le^  trayaux  de  Pillustre  geom^lre  nmt  qui  nous  out 
inspire  ce  travail  et  nous  ont  guide  dans  ses  developpements.  Nous  aurons  d'ailleurs,  dans  le 
cours  de  ce  Memoire,  a  cileries  beaux  resultats  de  M.  Tchebychef  i  de  nombreuses  reprises. 
(')  Foir  BERTRAifDy  Caicui  diffiirentid,  p.  5 19,  §  MO. 
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lorsque  cet  arc  ne  presente  aucune  singularite,  il  faut  prendre  pour  centre 
le  point  de  rencontre  des  deux  normales  a  la  courbe  qui  font  avec  les 
normales  extremes  un  angle  egal  au  quart  de  V angle  total  que  celles-ci 
font  entre  elles,  et  faire  passer  le  cercle  par  le  pied  de  la  nor  male  dont  la 
direction  est  bissectrice  des  directions  des  normales  extremes. 

La  construction  graphique  a  laquelle  conduit  cette  regie  est  facile  a 
executer.  On  mene  {fig-  2)  les  deux  normales  aux  extremites  A  et  B  de 
I'arc;  elles  se  coupent  en  K;  on  partage  Tangle  AKB  en  quatre  parties 
egales  par  les  trois  droites  K/,  Km,  Kn,  et  Ton  trace  les  trois  tangentes 

Fig.  a. 


perpendiculaires  a  ces  droites  qui  touchent  Tare  AB  aux  points  O,  r. 
Le  centre  du  cercle  cherche  est  au  point  C  de  rencontre  des  deux  droites 
menees  par  p  et  r  parallelement  a  KZ  et  a  Km;  ce  cercle  doit,  de  plus, 
passer  en  O. 

n  pent  6tre  utile  dans  la  pratique  de  modifier  Fenonce  qui  precede  et 
de  definir  le  cercle  en  ne  se  servant  que  de  longueurs  d'arc.  Pour  cela 
remarquons  que,  si  Ton  conserve  comme  origine  des  arcs  le  pied  de  la 
normale  origine  des  angles  a,  un  arc  S  est  proportionnel  a  Tangle  a  qui 
lui  correspond,  au  degre  d'approximation  que  nous  avons  admis;  Texpres- 
sion  qui,  d'apres  le  theoreme  de  M.  Tchebychef,  doit  representer  la  distance 
des  deux  courbes  sera  done  la  meme  en  fonction  de  S  ou  en  fonction 
de  a,  et  le  theoreme  auquel  nous  sommes  arrive  pent  s'enoncef  comme 
il  suit : 

Le  cercle  qui  epouse  le  mieux  un  arc  donne  a  pour  centre  le  point  de 
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rencontre  des  normales  menees  au  quart  de  la  longueur  de  Varc,  compte  a 
partir  des  extremiteSj  et  passe  par  le  milieu  de  cet  arc. 

II  est  clair,  d'apres  ce  qui  precede,  que  les  deux  enonces  qui  viennent 
d'etre  donnes  pour  le  trace  du  cercle  sont  equivalents,  c'est-a-dire  que  les 
erreurs  commises  en  les  adoptant  sont  du  meme  ordre;  on  peut,  en  con- 
servant  le  meme  degre  d 'approximation,  obtenir  une  autre  forme  plus 
facile  a  appliquer  dans  certains  cas. 

Soient  {fig*  3) 

ab  Tare  de  developpee  correspondant  a  Tare  AB  donne; 
06^  la  normale  a  la  developpee  en  son  milieu  O; 

Fig.  3. 


bb^  la  tangente  en  b  a  cette  developpee ; 
ff^  la  tangente  sur  laquelle  se  trouve  le  centre  cherche. 

Au  degre  d'approximation  que  nous  avons  admis,  les  deux  tangentes 
en  a  et  ^>  a  cette  developpee  se  coupent  au  point  6,  (qui  n'est  autre  que 
le  point  K  de  tout  a  Theure),  et  le  centre  du  cercle  cherche  est  au  point 
de  rencontre     de  la  tangente  ff^  avec  la  normale  06,. 

Or,  si  Ton  remplace  Tare  ab  de  developpee  par  un  arc  de  cercle  de 
centre  G  et  de  rayon  r  determine  comme  nous  Tavons  dit  precedemment, 
cequi  ne  change  pas  Tordre  des  erreurs,  nous  aurons  ^videmment  {fig*  4) 


r(i  —  cosa)  a* 
*  cos  a  2 


et  par  suite 
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Les  longueurs  Of^  et  Ob^  sont  done  proportionnelles  aux  earres  des 
angles  a  et  a,  et  comme,  d'apres  ce  que  nous  avons  vu,  Tangle  a  est  la 
moitie  de  Tangle  a,  on  a 

d'oii  cette  regie  : 

Le  centre  da  cercle  qui  ipouse  le  mieux  un  arc  de  courbe  donne  est  sur 
la  midiane  du  triangle  forme  par  la  d^veloppee  etdes  normales  extremes, 
au  quart  de  cette  mediane  compte  a  partir  de  la  dSveloppee. 

Fig.  4. 


Si  au  lieu  du  triangle  curviligne  dont  il  s'agit  on  considerait  le  triangle 
rectiligne  ayant  memes  soniniets,  on  aurait,  en  desighant  par  m  {fig*  4) 
le  pied  de  la  perpaidiculaire  abaissee  de  Textremite  b  de  Tare  sur  la 
normaleO^^,, 

Om  —  r  —  r  cosa  =  r  —  =  Ob, , 

le  centre  du  cercle  serait  done  sur  la  mediane  correspondant  au  cote  du 
triangle  forme  par  la  corde  ab  de  la  developpee  et  aux  |  a  partir  du 
sommet. 

La  construction  graphique  a  laquelle  on  est  conduit  est  alors  la  suivante  : 

On  prend  le  point  d' intersection  b^  des  deux  normales  aux  extremitis 
de  Varc  donni  et  les  centres  de  courbure  a  et  b  correspondents;  le  centre 
du  cercle  cherche  est  aicx  j  de  la  mediane  du  triangle  rectiligne  b^ab 
comptes  a  partir  de  b^  \  ce  cercle  passe  par  le  milieu  de  Varc. 

Les  diverses  constructions  que  nous  venous  de  donner  sont,  ainsi  que 
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nous  Tavons  dit,  equivalentes,  et  Ton  choisira  Tune  ou  Tautre  selon  que, 
dans  chaque  cas  particulier,  elles  seront,  d'apres  la  definition  de  Tare, 
plus  faciles  a  appliquer. 

2**  Arc  de  courbe  ayant  un  point  de  courbure  maxima  ou  minima. 

Nous  supposerons  que  le  sommet  se  trouve  place  au  milieu  de  Tare  de 
courbe  ou,  si  Ton  veut,  au  pied  de  la  normale  dont  la  direction  est  bissec- 
trice  des  directions  des  normales  extremes. 

La  developpee  aura  un  point  de  rebroussement  au  point  qui  correspond 
au  sommet,  et  ce  rebroussement  sera  situe  en  son  milieu. 

La  courbe  donnee  etant,  au  degre  d'approximation  adopte,  symetrique 
par  rapport  a  la  normale  au  milieu  de  Tare,  un  cercle  pourra  couper  cet 
arc  en  quatre  points  reels,  et  la  distance  des  deux  courbesdevra  etre  con- 
sideree  comme  etant  du  quatrieme  degre  en  a. 

II  sufHra  done,  d'apres  le  theoreme  de  Tchebychef,  pour  obtenir  le 
cercle  cherche,  d'exprimer  que  cette  distance  est  representee  par 

 —CK  —a  a  4--g. 

Cette  expression  s  annulant  pour  a  egal  a  o,38  a,  c'est-a-dire  sensiblement 
pour  a  egal  a  |a,  on  voit  que  le  cercle  doit  passer  aux  |  de  la  portion 
d'arc  compt^e  a  partir  du  milieu  jusqu'aux  extremites. 

Les  points  donnant  les  normales  communes  seront  fournis  par  Tequation 

dont  les  racines  sont 

a  =  o,    oc  —  zh  : 

ces  deux  dernieres  valeurs  etant  tres  voisines  de  ±  on  en  deduit  cette 
regie  pratique  : 

Pour  obtenir  le  cercle  qui  s'ecarte  le  moins  possible  d!un  arc  de  courbe 
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donnS  quand  cet  arc  de  courbe  presente  un  sommet  en  son  milieu^  il  faut 
prendre  pour  centre  le  point  de  rencontre  des  normales  menses  cuix  de 
la  moitie  de  Varc,  comptes  a  partir  de  son  milieu,  et  faire  passer  le 
cercle  aux  |  de  cette  moitiS  d'arc. 

Comme  dans  le  cas  precedent,  cette  regie  pent  etre  modifiee  de 
maniere  a  obtenir  un  trace  equivalent  ou  n'intervienne  que  la  developpee. 

Pour  cela  remarquons  que  cette  developpee,  ayant  un  point  de  rebrous- 
sement  O,  pent  etre  assimilee  dans  le  voisinage  de  ce  point  a  une  deve* 
loppante  de  cercle. 

Soient  Ob  {Jig.  5)  la  portion  de  developpante  que  nous  substituons 


Fig.  5. 


C 


ainsi  a  la  portion  de  developpee  que  Ton  considere,  K  le  point  de  ren- 
contre des  tangentes  en  O  et  en  6,  E  Textremite  de  Tare  de  cercle  corres- 
pondant  a  O  J,  r  le  rayon  de  ce  cercle,  C  son  centre. 
On  a 

^-tr        E6  a  —  sina  or* 

OK  =  r  =  r  —  =  r  ^ . 

sma  sin  a  o 

Cela  pose,  on  sait  que  le  centre  du  cercle  cherche  se  trouve  sur  la  nor- 
male  au  sommet,  c'est-a-dire  sur  la  tangente  de  rebroussement  de  la 


Digitized  by 


176  H.  LEAUT^. 


developpee,  au  point  de  rencontre  de  cette  tangente  avec  la  tangente  a  la 
developpee  dont  Tangle  a  est  donne  par 


^   a\i'2, 


Le  rapport  des  segments  determines  a  partir  du  point  O  sur  la  tangente 
de  rebroussement  par  la  tangente  a  I'extremite  de  la  developpee  et  par 
celle  qui  contient  le  centre  sera  done 


puisque  ces  segments  sont  proportionnels,  comme  nous  venons  de  le 
demontrer,  aux  carres  des  angles  a  qui  leur  correspondent,  et  qui  sont  ici 

a  et  • 

On  est  ainsi  conduit  a  Tenonce  suivant : 

Le  centre  du  cercle  cherche  est  au  milieu  de  la  diagonale  du  quadrila-- 
tere  curviUgne  forme  par  les  deux  branches  de  la  developpie  et  les  deux 
nor  males  extremes. 

Si,  au  lieu  de  ce  quadrilatere,  on  considere  le  triangle  rectiligne  ayant 
pour  sommets  les  centres  de  courbure  aux  extremites  et  au  milieu  de  Tare 
donne,  le  centre  du  cercle  sera  a  |  de  la  mediane  comptee  a  partir  du 
sommet* 

On  a,  en  effet,  en  designant  par  z  la  longueur  de  la  mediane  de  ce 
triangle  {fig.  5), 

r-+-z  =  r(cosa  -f- ctsina)  =  r^i  +• 

d'oii 

— 

La  valeur     de  z  pour  a  egal  a  a  est  done 

z^  =  — > 
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et  Ton  a  par  suite 

OK  _  £  a« 

ce  qui  donne,  en  remplacant  a  par  sa  valeur  precedemment  trouvee, 

OK  _  ]i 

Les  deux  cas  que  nous  venons  de  traiter  sont  ceux  qui  se  presentent  le 
plus  generalement  dans  la  pratique;  nous  allons  aborder  niaintenant  un 
cas  plus  particulier,  necessaire  a  connaitre  dans  certaines  questions 
speciales  et  auquel  les  regies  precedentes  ne  sont  plus  applicables. 


DEUXIEME  PARTIE. 

Nous  supposerons  que  Tare  de  courbe  donne  presente  un  point  de 
rebroussement  a  Tune  de  ses  extremites;  la  recherche  du  cercle  qui  s'ecarte 
le  moins  possible  de  cet  arc  sera  faite  en  premier  lieu  dans  Thypothese 
oil  le  cercle  est  assujelli  a  passer  par  le  point  de  rebroussement  et  en 
second  lieu  dans  Thypothese  oil  il  ne  doit  plus  satisfaire  a  cette  condition. 

Le  premier  de  ces  cas  correspondra  aux  engrenages  a  epicycloide;  on 
sait  en  effet  que,  dans  ce  systeme,  le  profil  des  dents  est  fortne  par  deux 
arcs  d  epicycloide  qui  se  rencontrent  en  leur  point  de  rebroussement, 
situe  sur  la  circonference  primitive.  Si  done  on  veut  remplacer  chacun 
de  ces  arcs  par  un  arc  de  cercle,  on  doit  faire  passer  les  deux  arcs  circu- 
laires  choisis  par  le  point  de  rebroussement,  afin  d'eviter  toute  disconti- 
nuite  dans  le  profil  de  la  dent,  a  son  intersection  avec  la  circonference 
primitive. 

Le  second  cas  nous  conduira  a  un  trace  qui  s'appliquera  evidemment 
aux  engrenages  a  developpante  de  cercle,  dans  lesquels  le  profil  de  chaque 
dent,  au  lieu  d'etre  forme  comme  precedemment  de  deux  arcs  de  deux 
courbes  differentes  se  rencontrant  sur  la  circonference  primitive,  est  con- 
stitue  en  entier  par  un  aTc  d  une  developpante  unique. 
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1°  EnGRENAGES  a  ^PICYCLOIDE. 

Soit  OL  Tangle  de  la  normale  a  la  courbe  en  un  point  quelconque  avec  la 
normale  au  point  de  rebroussement  prise  pour  origine,  angle  qui  varie 
pour  Tare  donne  de  zero  a  a ;  la  distance  comprise  entre  la  courbe  et  un 
cercle  passant  par  le  point  de  rebroussement  est  de  la  forme 

En  effet,  cette  distance  doit  s'annuler  deux  fois  pour  a  egal  a  zero, 
puisque  le  cercle  coupe  la  courbe  en  un  point  double  correspondant  a 
cette  valeur  nulle  de  a,  et  elle  doit  etre  consideree  comme  etant  du  qua- 
trieme  degre,  puisque  le  cercle  pent  toujours  rencontrer  Tare  donne  en 
deux  points  reels  autres  que  le  point  de  rebroussement. 

Pour  determiner  le  cercle  cherche,  il  faut  exprimer  que  cette  distance/ 
s'ecarte  le  moins  possible  de  zero  quand  a  varie  de  o  a  «;  or,  Tidentifi- 
cation  avec  le  polynome  du  quatrieme  degre  de  Tchebychef  n'est  plus 
possible  ici,  car  elle  conduirait  a  quatre  equations,  et  Ton  ne  dispose  que 
de  trois  indeterminees  dans  Texpression  de  la  distance  des  deux  courbes. 

On  voit  bien  d'ailleurs  que  la  fonction  du  quatrieme  degre  qui  repre- 
sente  la  distance  contient  en  facteur,  ce  qui  ne  pent  jamais  arriver  pour 
les  polynomes  de  Tchebychef. 

II  est  done  necessaire,  dans  le  cas  actuel,  d'aborder  le  probleme  direc- 
tement,  et,  comme  la  question  pent  en  elle-meme  presenter  quelque 
interet,  nous  allons  donner  la  solution  dans  le  cas  general,  que  Ton  peut 
enoncer  comme  il  suit : 

£.tant  donni  un  polynome  de  la  forme 

dans  lequel  p^-,  p^-^  -  .  . ,  sont  des  coefficients  indetermines  et  g  une  quan- 
tite  donnee  qui  peut  d'ailleurs  etre  milley  on  demande  de  determiner  les 
valeur  s  dep^^p^^  .  .  . ,  telles  que  le  polynome  s'ecarte  le  moins  possible 
possible  de  zero  quand  x  varie  de  o  ah. 
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Soit  L  la  plus  grande  valeur  absolue  de  ce  polynome  dans  les  limites 
considerees;  les  valeurs  x^^  ,  .  .  ^  x^de  ]a  variable  x  auxquelles  corres- 
pond cette  valeur  L  sont  celles  qui  donnent  les  maxima  de  la  fonction  ou 
bien  les  valeurs  limites ;  en  consequence,  elles  satisfont  aux  equations 


(I)  .  j^-U=o, 

dy 
dx 


(2)  x{x~h)^^o. 


Or  on  sait  (*)  que,  lorsque  le  polynome  j  remplit  la  condition  cherchee, 
les  equations 


doivent  etre  incompatibles,  ce  qui  necessite  que  le  nombre  /u  des  solutions 
communes  aux  equations  (i)  et  (2)  soit  superieur  d'au  moins  une  unite  au 
nombre  n  des  coefficients  indetermines/?,  ,/?2,  .  .  . 

Le  nombre  des  maxima  egaux  a  d=  L  doit  done  etre  au  moins  de  +  1 ; 
mais  ces  maxima  correspondent  a  des  racines  de  Tequation  (2),  qui  peut 
s'ecrire 

(3)     x\x  —  h)\{n'\'^)xr-^-{n  +  i—\)p,o(r^'-^.  .  .4-g;?„]  =  o. 

Si  done  g  est  different  de  zero,  c'est-a-dire  si  x  est  en  facteur  dans  Texpres- 
sion  de  J*,  une  valeur  nulle  de  x  ne  donnant  pas  a/  la  valeur  d=  L,  on  voit 
que,  pour  obtenir  les    -h  i  maxima,  il  faut  exprimer  que  les  n  racines 

differentes  de  zero  de  la  derivee  ^  et  la  limite  h  donnent  au  polynome  y 
des  valeurs  egales. 

Si  au  contraire  g  est  nul,  0^  disparait  dans  Tequation  (3);  mais  ip^  dis- 
parait  aussi  dans  la  derniere  parenthese,  et,  x  se  trouvant  en  facteur,  il 
reste  dans  cette  parenthese  la  derivee  de  y. 

( ')  Voir  la  theorie  de  Tchebychef,  Calcul  differ entiel  de  Bertrand,  p.  5 12. 
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Cette  derivee  etaiit  de  degre  n  —  i ,  il  faut  que  les  deux  limites  o  et  /t, 
ainsi  que  toutes  les  racines  de  la  derivee ,  donnent  au  polynome  y  des 
valeurs  egales. 

Le  cas  de  g  nul  est  celui  examine  par  M.  Tchebychef,  le  seul  qui  con- 
duise  aux  polynomes  qu'il  a  obtenus,  et  le  theoreme  qui  precede  donne 
une  interpretation  simple  des  resultats  algebriques  auxquels  est  arrive  le 
celebre  geometre  russe. 

En  resume,  le  theoreme  suivant  pent  etre  enonce  : 

Pour  determiner  le  polynome  a  coefficients  indetermin^s,  mais  com- 
plet  {*)^  de  la  forme 

dans  lequel  g  peut  etre  nul  on  non,  qui  s'ecarte  le  moins  possible  de  ziro 
entre  deux  limites  de  la  variable  o  et  h,  il  suffit  d*exprimer  que  les 
maxima  compris  entre  ces  limites  sont  aussi  nombreux  que  possible^  tous 
egaux  entre  eux  en  valeur  absolue  et  aux  valeurs  limites  qui  ne  sont  pas 
nul  les. 

Cette  regie  fournit  n  equations  qui  determinent  les  n  parametres  indeter- 
mines.  Cest  ainsi  que  nous  opererons  dans  les  divers  cas  particuliers 
que  nous  aurons  a  examiner. 

Cela  pose,  reprenons  Texpression 

J  =  /a*  4-  ma^  noc^, 


(']  II  est  necessaire  de  remarquer  ici  que  Ic  theoreme  enoDce  s'appliquerait  encore  a  un  poly- 
n6me  de  la  forme 

qui  D*est  plus  complet,  mais  ou  manque  seulement  le  terme  en  x. 

En  effet,  la  derivee  s'annule  alors  pour  x  egal  k  zero,  de  sorte  que  cette  valeur  limite  corres- 
pond a  un  maximum  veritable.  Des  lors,  deux  des  equations  de  condition  se  reduisent  k  une  seule. 
Le  nombre  de  ces  equations  est  done  abaisse  d'une  unite;  mais  il  en  est  de  meme  pourle  nombre 
des  parametres,  puisque  />„_,  a  disparu;  on  a  done  encore  exactement  le  nombre  d'equations 
necessaire  pour  determiner  les  parametres  inconnus. 

Cette  remarqiie  etait  indispensable  k  faire,  car  nous  aurons  h  traiter,  dans  le  cas  des  engrenagcs 
a  developpante  de  cercle,  des  poIyn6mes  de  cette  forme. 
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qui  represente  la  distance  de  Fare  de  courbe  donne  a  un  cercle  passant 
par  le  point  de  rebroussement. 

La  derivee  ^  est  du  troisierae  degre  et  a  une  racine  nulle ;  designons 

par  OL  et  ol'  ses  deux  racines  diflferentes  de  zero. 

X  variant  de  o  a  a,  les  equations  qui  permettront  de  determiner  les 
deux  parametres  indetermines  que  contient  y  seront,  d'apres  ce  que  nous 
venons  de  voir, 

(4)  r«'=-r«'=r«- 

Mais  on  a 


d'oii  Ton  tire 


ax 


a -\- oc  —  7-)    oca  —  — 

4 1  ui 


ce  qui  donne,  pour  j, 

^  ^  /  [a^  _  1  (a'  +  a^^)  ^3  ^  2  ^ 

Porlant  cette  valeur  dans  les  equations  (4),  on  a 

Ces  equations  peuvent  etre  resolues  de  la  maniere  suivante. 
Posons 

on  a,  par  la  premiere  egalite, 
et,  si  Ton  fait 

t-i-'--=u, 

on  en  tire 

u  —  I  it  y/3. 

Mais,  a^  etant  suppose  plus  grand  que  a,  t  est  plus  grand  que  i ;  la 
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valeur  convenable  de  u  est  done  celle  qui  eorrespond  au  signe  -i-  du 
radical . 

Resolvons  alors  Tequation 


—  ut  +^  i—o\ 


nous  aurons,  en  prenant  la  valeur  positive  du  radical,  puisque  t  doit  6tre 
plus  grand  que  Tunite, 

Le  rapport  ^  etant  ainsi  determine,  nous  allons  calculer  le  rapport 
Si  Ton  designe  par  p  ce  rapport,  on  a  Tequation 

qui,  lorsqu'on  supprime  la  racine  double  egale  a  Tunite,  devient 

3^- — i[p.t  —  i)^—  2^H-i  =  o. 

On  en  tire 


^        2/  — i±:x/2(/-hi)(2/  —  i) 


Le  produit  des  racines  est 

I  —  2  / 


et,  comme  t  est  positif  et  plus  grand  que  Funite,  Tune  des  racines  est 
negative;  il  faut  done  prendre  pour  v  la  valeur 


  2f  —  I-|"\/2(t-f-l)(2t— l) 


En  efTectuant  les  calculs,  on  trouve 

t  =  2,3o,    V  —  2,82  ; 


on  en  deduit 


a  .282' 

?!  — 

a  282' 
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ou  sensiblement 

a  20 
a  ~  5' 

La  courbe  donnee  ayant  a  Torigine  un  point  de  rebroussement,  les  arcs 
sont  proportionnels  aux  carres  des  angles  a  qui  leur  correspondent;  si 
done  on  designe  par  a  et  a!^  les  deux  arcs  determines  par  a!  et  oc" ^  et 
par  A  Tare  total  considere,  on  a 


A 


282  )  ' 


A  ~  \282  j  ' 

ou  sensiblement 

a'  I 
A       20 ' 

d'oii  la  regie  suivante  pour  le  trace  du  cercle  : 

•Prendre pour  centre  le  point  de  rencontre  des  deux  normales  a  la  courbe 
menees  au  \  et  aux  ^  de  la  longueur  de  I'arc,  comptes  a  partir  du 
rebroussement,  et  faire  passer  le  cercle  par  ce  point  de  rebroussement. 

Cette  regie  pent  etre  remplacee  par  la  regie  qui' suit,  si  Ton  remarque 
que  les  arcs  de  developpee  comptes  a  partir  du  point  de  rebroussement 
sont  proportionnels  aux  angles  a  qui  leur  correspondent  : 

Prendre  pour  centre  le  point  de  rencontre  des  deux  tangentes  a  la  d^ue- 
loppee  menees  aux  et  aux  \de  la  longueur  de  Varc  de  cette  dewloppee, 
comptes  a  partir  du  rebroussement,  et  faire  parser  le  cercle  par  ce  point 
de  rebroussement. 

On  pourrait  evidemment  deduire  de  ce  qui  vient  d'etre  dit  un  trace 
graphique  analogue  a  ceux  que  nous  avons  obtenus  dans  la  premiere 
Partie  de  ce  travail ;  les  constructions  auxquelles  on  serait  alors  conduit 
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n*etant  que  la  traduction  geometrique  de  Tenonce  qui  precede,  nous  n'y 
insisterons  pas. 

Les  regies  que  nous  venons  de  donner  s'appliquent  au  cas  d'une  courbe 
quelconque  ayant  un  rebroussement ;  considerons  une  epicycloide,  et  nous 
obtiendrons,  grace  a  elles,  un  trace  par  arcs  de  cercle  des  engrenages  cor- 
respondants,  a  Taide  de  deux  odontographes  dont  il  est  facile  de  calculer 
les  angles. 

Admettons  en  effet  {fig*  6)  que  Tamplitude  de  prise  soit,  en  moyenne, 

Fig.  6. 


les  o ,  70  du  pas  /?,  c'est-a-dire  admettons  que  Tare  AD  de  la  circonference 
primitive,  determine  a  partir  du  point  de  rebroussement  A  de  Tepicy- 
cloide  par  la  normale  rfD  a  Textremite  rfde  la  dent,  soit  egal  a  o,  70  X 

Considerons  un  point  m  du  profil  Kd\  il  estclair  que  Tare  AM,  corres- 
pondant  sur  la  circonference  primitive  a  la  normale  en  m,  est  proportionnel 
a  Tangle  de  mM  avec  la  tangente  a  la  circonference  primitive  au  point  A, 
c'est-a-dire  a  Tangle  que  nous  avons  appele  a.  Or  on  a 

a'   100 

a       282 ' 

Oi"  _  23o  , 

a  ~  282' 

done  les  valeurs  de  AM  relatives  aux  angles  u  et  u  sont 
AM'  =  1^  X  AD  =      X  o,  70/;  =  5 , 

282  282  ^/    -T  4 

AM"  =  1^  X  AD  =  ^  X  o,  -jop  =  ^^p. 

282  282  '  100^ 
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Si  Ton  designe  par  rri  [fig.  7)  le  point  du  profil  \d  qui  correspond  a  a', 
la  normale  WM'  a  ce  profil  intercepte  sur  le  cercle  generateur  de  Tepicy- 
cloide,  dont  le  rayon  est  r,  un  arc  m'M'  egal  a  Tare  AM'  de  la  circonfe- 


Fig.  7. 


rence  primitive  ou  a  ^;  on  a,  par  suite,  en  representant  par  x'  Tangle  de 


4 

I'odontographe  correspondant  a  a\ 

3i  ^  i  (?) 
36'o       2  27rr 

OU 


X  = 


36o  Xp 
i67rr 


On  trouve  de  meme  pour  Tangle  x^^  de  Todontographe  correspondant  a  a'^, 

c'est-a-dire  a  Tare  AM''  egal  a  —  p. 

^      100*  ' 

^/  _  36oXo,57g  _  J  go  3  P , 

La  regie  suivante  peut  done  Stre  enoncee  : 

Pour  tracer  par  arcs  de  cercle  un  engrenage  a  epicycloide  dont  le 
rayon  du  cercle  generateur  est  r  et  le  pas  p,  il  suffira  de  determiner  le 

centre  du  cercle  cherchi  par  deux  odontographes  ay  ant  pour  angles      ^  ^ 

XLFr  Cahier.  24 
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et  16®,  que  Von  appliquera,  le  premier  au  quart  du  pas  et  le  second 
aux       du  pas. 

Dans  le  cas  ou  Ton  adopterait  les  engrenages  de  Willis,  dans  lesquels, 
comme  on  le  sait,  le  rayon  du  cercle  genera teur  est  lie  au  pas  par  la 
relation 

r=  —9 

on  serait  conduit  a  deux  odontographes  dont  les  angles  seraient 

12  /    7  7 

et,  si  Ton  voulait  n'employer  qu'un  seul  de  ces  instruments,  tout  en  con- 
servant  lameme  suite  d' operations  etla  meme  serie  de  calculs  que  dans  le 
trace  de  Willis,  on  serait  amene  a  une  regie  que  nous  avons  donnee  dans 
un  travail  precedent    ),  et  qui  pent  s'enoncer  comme  il  suit : 


Faire  exactement  la  construction  de  ff^illis,  mais  en  remplagant  Varc 
^par  Varc  ^>  V odontographe  a  ibl^  par  V odontographe  a  7*'3o'  et  le 
rayon  de  o,5o  ^^^^p  (om  N  est  le  nombre  des  dents)  par  le  rayon  de 

0°,  02  T^r—   p. 

Nous  avons  demontre,  dans  le  Memoire  qui  vient  d'etre  cite,  que 
I'approximation  obtenue  par  ce  procede  etait  environ  six  fois  plus  forte 
que  celle  realisee  par  Willis;  si,  en  efFet,  on  calcule  Tecart  maximum 
existant  entre  le  cercle  et  Tepicycloide,  on  trouve  : 


Pour  le  trace  de  Willis   ^'^^7^^/^^ 

r 


Pour  le  trace  propose   o, o3 1  x  ^/^^ 


(* )  Comptes  rendus  des  stances  de  V Academie  des  Sciences y  mars  1876. 


Digitized  by 


M^THODE  D* APPROXIMATION  GRAPHIQUB. 


187 


2°  Engrenages  a  developpante  de  cercle. 

En  prenant  le  meme  systeme  de  coordonnees  et  la  meme  variable  que 
dans  le  cas  precedent,  la  distance  des  deux  courbes  est 

J  =     +  /a'  4-  rrid^  -i- 

car,  si  Ton  assujettissait  le  cercle  a.  passer  par  le  point  de  rebroussement 
origine,  c'est-a-dire  si  Ton  voulait  que/  fut  nul  pour  a  egal  a  zero,  il  fau- 
drait  annuler  ^r,  et  Tondevrait  alors  Irouver  a*  en  facteur,  puisque  Torigine 
est  un  point  double  de  la  courbe  donnee.  Cherchons  les  valeurs  de  /,  m,  q 
telles  que  Vexpression  j  s'ecarte  le  nioins  possible  de  zero  quand  a  varie 
de  zero  a  a. 

Nous  avons  vu  que,  pour  determiner  ces  valeurs,  il  sufBsait  d'exprimer 
que  les  deux  equations 

(1)  f-U  =  o, 

(2)  a(a_a)g  =  o 

avaient  un  nombre  de  solutions  communes  superieur  d'une  unite  au 
nombre  des  parametres  arbitraires  qui  entrent  dans/.  II  faudra  done  ici 
que  le  nombre  des  maxima  egaux  a  ±  L  soit  de  quatre. 

Or  la  derivee  ^  est  egale  a 

elle  admet  pour  racines  o,  ol  et  ol\  L' equation  (2)  n'a  done  que  quatre 
racines  distinctes  representees  par 

o,  a,  a^  a; 

il  faut  par  suite  que,  pour  ces  quatre  valeurs  de  a,  j  prenne  la  meme 
valeur,  et  les  equations  de  condition  sont  ainsi 


a  • 
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Mais,  a'  et  ol'  etant  les  racinestle  Tequation 
on  a 

,/  ,     ff   3/       /  //  m 

a-f-a=  T-?    aa=— J 

4  a 

ce  qui  foumit,  pour  j, 

et  les  Equations  de  condition  deviennent 

-  ^  =  1  (2a'' -  a>'^  +  ^  =        -  ti^V'^' +  ^ 


On  tire  de  la 
et^l'on  a  I'equation 


a  =2a,    <]  =  -- 


ol^  _  4a^a'2  +  4a»a'  -     =  o, 
qui,  lorsqu*on  y  supprime  le  facteur  (a'  —  a)%  devient 

aaa'  —  o?  —  o; 

on  en  deduit 

a'  =  a(v/2  — i), 
flt'''=  2a(y/2  —  i), 

ou,  si  Ton  vent,  tres  sehsiblement. 


f  2 


Ces  deux  valeurs  d^terminent  les  deux  normales  qui  par  leur  point  de 
rencontre  donnent  le  centre  du  cercle. 

Mais,  la  courbe  ayant  a  Torigine  un  point  de  rebroussement,  les  lon- 
gueurs d'arc  A,  A',  Si'  correspondant  a  a,  a',  a"  sont  proportionnelles' 
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aux  carr^s  de  ces  angles ;  on  a  done 

f'  =  (v/5-.)'. 

ou,  tres  approximativement, 

A'  I 
A  3' 

Le  centre  du  cercle  cherche  etant  ainsi  determine,  il  ne  reste  plus  qu'a 
trbuver  les  -points  oil  ce  cercle  coupe  la  courbe,  c'est-a-dire  les  valeurs 
de  a  qui  annulent  jr. 

Pour  cela  rempla9ons,  dans  I'expression  de  j,  a',  oc^  et  q  par  leurs 
valeurs  trouvees ;  nous  aurons 

«^  _  4(y^  _  ,)aa'  +  4a'(3  -  2 v/^)«*  -  ITrrp^a*  =  o, 

qui  s'annule  pour  une  valeur  de  a  tres  voisine  de  ^  • 

On  a  done,  pour  Tare     correspondant  au  point  d'intersection  cherche, 

A,  I 

A=V 

et  Ton  en  deduit,  pour  le  trace  du  cercle,  la  regie  suivante  : 

Pour  remplacer  dans  un  engrenage  a  developpante  le  profil  thSorique 
par  Varc  de  cercle  qui  Vepouse  le  mieiix,  il  sujfit  de  prendre  pour  centre 
le  point  de  rencontre  des  deux  normales  a  la  devehppante  menies  au 
sixieme  et  aux  deux  tiers  de  sa  longueur,  comptees  a  partir  du  rebrous- 
sement,  et  de /aire  passer  le  cercle  au  point  de  la  courbe  situe  au  quart  de 
la  longueur  d'arc  consideree. 

La  regie  qui  precede  est  generale ;  elle  a  et^  etablie  sans  specifier  que 
la  courbe  consideree  est  une  developpante  :  elle  fournirait  done  le  trace 
par  arcs  de  cercle  de  toute  courbe  ayant  un  point  de  rebroussement,  dans 
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le  cas  ou  le  cercle  n'esl  pas  assujetti  a  passer  par  ce  point.  Si  on  Tapplique 
maintenant  au  cas  particulier  de  la  developpante,  on  est  conduit  a  un 
procede  simple  de  trace  que  nous  allons  indiquer,  car  il  peut  avoir  quelque 
importance  au  point  de  vue  de  la  construction  pratique  des  engrenages. 

Pour  cela,  designons  par  AB  {fig*  8)  Tare  de  developpante  qui  constitue 
le  profil  de  la  dent,  A  etant  le  point  de  ce  profil  situ^  sur  la  circonference 
primitive  de  centre  O;  soient  kh  Tare  de  circonference  primitive  qui 

Fig.  8. 


correspond  a  AB,  M/n  et  N/i  les  deux  normales  a  la  developpante,  tan- 
gentes  en  m  et  /^  a  la  circonference  primitive,  qui  donnent  par  leur  point 
de  rencontre  C  le  centre  du  cercle,  c'est-a-dire  qui  sont  relatives  aux 
angles  u  et  a,"  determines  precedemment. 

Le  point  C  est  ^videmment  sur  la  bissectrice  de  Tangle  /nO/^,  et,  par 
suite,  si  Ton  designe  par  K  le  point  de  rencontre  du  rayon  OG  avec  Tare  Ai 
de  la  circonference  primitive,  on  a 


AK  = 


et  par  suite,  en  reraplacant «'  et  u"  par  leurs  valeurs, 

AK  =  |(v/^-i)x  A6, 


ou  sensiblement 
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La  longueur  AK  qui  determine  le  rayon  de  la  circonference  primitive 
sur  lequel  est  le  centre  du  cercle  cherche  est  done  egale  aux  |  de  I'ampli- 
tude  de  prise. 

Calculous  maintenant  la  longueur  GK. 

On  a 

CK=— ^ 


a  —  a 

COS  

2 


et,  si  Ton  reinplace  a!^  par  2a',  on  a,  comme  valeur  approchee  de  CK, 

mais  le  segment  KT  du  rayon  OC,  compris  entre  la  circonference  primitive 
et  la  tangente  en  A,  est 

/  3a'\ 
/•    I  —  COS  I 

KT=— ^„-r=  ^ 


on  pent  done  admettre 
et,  par  suite,  on  a 


a  -I-  a"  3  a 

COS    COS   

2  2 


I 


CK 


—  • 


Or  on  a  vu  que  le  cercle  cherche  devait  passer  au  quart  de  Tare  consi- 
dere,  c'est-a-dire  au  point  determine  par  la  tangente  au  point  milieu  de  la 
developpee;  on  est  done  ainsi  conduit  a  la  regie  pratique  suivante  pour 
le  trace  par  arcs  de  cercle  des  engrenages  a  developpante  : 

Prendre  a  paftir  du  point  A  {fig-  ^)  de  la  circonference  primitive  un 
arc  AK  de  cette  circonference  egal  aux  |  de  V amplitude  de  prise  ^  soit 
aux  du  pas  AP ;  mener  le  rayon  OK  qui  coupe  en  T  la  tangente  en  A 
et  choisir  pour  centre  du  cercle  le  point  Cde  OK,  situd  entre  KetT,  tel  que 

CK  =  1KT; 
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mener  ensuite  la  tangent e  a  la  cir conference  primitive  aii  point  M,  situe  au 
milieu  de  V amplitude  de  prise,  soit  aux      du  pas,  et  prendre  sur  cette 


9- 


tangente,  a partir  deMetdu  cote  de  A ,  une  longueur  MD  Sgale  a  I' arc  AM. 
Le  cercle  doit  passer  enD 


TROISIEME  PARTIE. 

Les  theories  qui  yiennent  d'etre  exposees  dans  ce  travail  montrent 
que,  lorsqu'on  cherche  a  remplacer  par  un  cercle  un  arc  de  courbe  d'une 
longueur  finie,  on  pent  obtenir,  selon  les  particularites  que  presente  la 
courbe,  desdegres  d 'approximation  tres  difFerents.  C'est  ainsi  que,  dansle 
cas  oil  Tare  considere  n  ofFre  aucune  singularite,  on  a  vu  que  le  cercle  a 
prendre  correspondait  a  un  rapprochement  du  meme  ordre  que  la  troisieme 
puissance  de  la  longueur  de  Fare,  tandis  que,  dans  le  cas  ou  Tare  donne 
presente  un  sommet,  on  a  trouve  pour  le  cercle  qui  Tepouse  le  mieux  un 
cercle  dont  le  rapprochement  est  du  meme  ordre  que  la  quatrieme  puis- 
sance de  la  longueur  de  Tare. 

La  theorie  du  rapprochement  des  arcs  de  courbe  et  des  cercles,  utile, 
comme  nous  venons  de  le  voir,  pour  le  trace  des  engrenages,  peut 
acquerir  une  plus  grande  importance,  ainsi  que  nous  le  montrerons,  si  on 


( ' )  Dans  la  pratique,  le  cercle  obtenu  difTere  si  peu  de  la  deyeloppaQte,  que  Ton  peut  se 
dispenser  de  coostruire  le  point  D  et  faire  passer  le  cercle  par  le  point  A  lui-mdme. 
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Tapplique  auxsystemesarticules,  aux  regulateursaforce  centrifuge  etc. ; 
mais  dans  ces  divers  cas  on  se  trouve  amene,  pour  obtenir  le  maximum 
de  precision,  a  considerer  des  arcs  de  courbe  ayant  deux  sommets  voisins. 
En  effet,  de  meme  qu'il  a  fallu  que  Tare  presentat  un  sommet  pour  qu'on 
put  obtenir  I'approximation  du  quatrieme  ordre,  on  verra  qu'il  faut  deux 
sommets  pour  que  I'approximation  du  cmquieme  ordre  puisse  etre  realisee. 
II  y  a  done  une  relation  intime  entre  Tordre  de  rapprochement  maximum 
qu'il  est  possible  d'atteindre  et  le  nombre  de  sommets  que  presente  Tare 
de  courbe ;  c'est  cette  relation  que  nous  allons  chercher  tout  d'abord ;  mais, 
auparavant,  nous  definirons  exactement  ce  qu'il  faut  entendre  par  r appro- 
chement. 

Considerons  un  arc  de  courbe  fini  compris  entre  deux  limites  a  et  ]3 
de  la  variable  x  et  un  second  arc  de  courbe  voisin  du  premier  dans 
Fetendue  considered 

Soit  Y  la  distance  des  deux  courbes ;  y  s'annulera  en  general  un  certain 
nombre  de  fois  entre  les  deux  valeurs  extremes  de  or,  a  et  /3 ;  si  done  on 
designe  par  P  le  polynome  dont  le  terme  de  degre  le  plus  eleve  a  pour 
coefficient  T  unite  et  qui  a  pour  racines  les  valeurs  de  x  intermediaires  a 
a  et  ^  annulantjy-,  on  pourra  poser 

r-PQ, 

Q  etant  une  quantite  qui  ne  se  reduit  plus  a  zero  dans  I'intervalle  considere. 

Cela  pose,  nous  appellerons  ordre  du  rapprochement  le  degre  du 
polynome  P  diminue  d'une  unite. 

Cette  definition  est  legitime,  puisque,  si  Tare  se  reduit  a  un  point,  elle 
conduit  a  la  definition  ordinaire  de  V ordre  du  contact  des  courbes.  En 
eCTet,  dans  ce  cas,  le  polynome  P  a  toutes  ses  racines  nuUes,  et,  si  ^  est  son 
degre,  on  a 

ce  qui  montre  bien  que  les  deux  courbes  ont  alors  un  contact  d'ordre  n  —  i . 

(')  L'application  relalive  aux  syst^mes  articules  fait  I'objetde  la  quatrieme  Partie  de  ce  travail; 
quant  k  celle  relative  aux  regulateurs,  elle  sera  exposee  dans  un  Memoire  special  qui  sera  publie 
dans  le  prochain  Cahier  de  ce  Journal. 

XLFl*  Cahier.  9.5 
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On  peut  admettre  a  priori  (cette  condition  etant  rigoureusement  vraie 
pour  des  arcs  infiniment  petits)  que,  pour  obtenir,  parnii  toutes  les  courbes 
de  meme  degre,  celle  qui  s'ecarte  le  moins  de  Tare  donne  lorsque  cet  arc 
est  petit,  il  faut  d'abord  exprimer  que  le  nombre  des  points  d' intersection 
des  deux  courbes  compris  dans  les  limites  a  et  /3,  c'est-a-dire  que  le 
nombre  des  racines  de  P,  est  aussi  eleve  que  possible.  Une  premiere  con- 
dition est  done  que  le  polynome  P  soit  d'un  degre  aussi  eleve  que  le 
comportent  les  courbes. 

Mais  il  est  clair  qu'il  existe  une  infinite  de  courbes  de  meme  degre 
coupant  Tare  considere  en  des  points  differents  pour  chacune  et  ayant 
avec  cet  arc  le  meme  nombre  de  points  d' intersection  compris  entre  a  et  jS, 
ou,  si  Ton  veut,  ayant  avec  Tare  donne  le  meme  ordre  de  rapprochement. 
En  effet,  si  Ton  a  obtenu  une  de  ces  courbes  en  la  faisant  varier  infini- 
ment peu,  les  points  d' intersection  varient  infiniment  peu  et  restent,  par 
suite,  dans  les  limites  considerees.  Parmi  toutes  ces  courbes  il  en  est  une 
dont  le  maximum  maximorum  des  ecarts  est  plus  petit  que  pour  les  autres ; 
or,  les  ecarts  sont  mesures  par  la  quantite  PQ.  Le  polynome  Q  ne  s'annule 
pas  dans  Tintervalle  considere;  il  peut  done  etre  represente  par  une 
expression  de  la  forme 

(a?  —  A)  (a?  —>)... , 

oil  A,  ;U,  ...  sont  des  quantites  differant  de  a  et  de  ^  de  valeurs  finies  et 
situees  en  dehors  de  I'intervalle  a|3.  Si  done  on  fait  varier  infiniment  peu 
une  des  courbes  en  question,  A,  |U,  .  .  .  varient  infiniment  peu.  D'un  autre 
cote,  Tare  dont  les  deux  extremites  correspondent  a  a  et  /3  etant  tres  petit, 
les  variations  de  x  entre  a  et  |5  peuvent  etre  considerees,  au  degre  d*ap- 
proximation  admis,  comme  negligeables  par  rapport  k  ?ij  /u.,  .  .  .;  par 
suite,  pour  toutes  les  courbes  de  meme  degre  et  de  meme  ordre  de 
rapprochement,  Q  peut  etre  regarde  comme  constant, 

Mais  alors  la  distance  de  Tare  donne  a  Tune  des  courbes  sera  propor- 
tionnelle  a  P,  et  Ton  voit  ainsi  que,  pour  obtenir  la  courbe  qui  s'approche 
le  plus  de  Tare  considere,  il  faudra  exprimer  que  P  s'ecarte  le  moins  pos- 
sible de  zero  entre  les  deux  limites  donnees,  c'est-a-dire  qu'il  est  iden- 
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tique,  si  Ton  prend  pour  origine  le  milieu  de  Tare,  au  polynome  de 
Tchebychef  correspondant  a  son  degre, 

Le  theoreme  suivant  peut  done  etre  enonce  : 

Pour  trouver  la  courbe  d'espece  donnee  qui  s'ecarte  le  moins  d'un  arc 
dans  une  etendue  donnSe,  il  faut  exprimer  que  Vordre  du  rapprochement 
est  le  plus  deve possible  et  que,  en  prenant  pour  origine  le  milieu  de  L'arc, 
la  distance  des  deux  courbes  est  proportionnelle  au  polynome  de  Tche- 
bychef de  degre  egal  a  cet  ordre  de  rapprochement  augmente  d  une  uniti. 

Cela  etabli,  nous  allons  aborder  T etude  speciale  du  rapprochement 
d'une  courbe  et  d'un  cercle. 

Soit  un  cercle  de  rayon  r;  le  centre  de  ce  cercle  est  pris  pour  origine 
des  coordonnees  polaires  auxquelles  la  courbe  est  rapportee;  Taxe  polaire 
passe  par  le  milieu  de  Tare  considere. 

Le  cercle  et  Tare  de  courbe  auront  un  rapprochement  d'ordre  n  lorsque 
Tequation  de  la  courbe  sera  de  la  forme 

P  etant  un  polynome  de  degre  n  -f-  i  ayant  toutes  ses  raciries  reelles  et 
comprises  dans  Tintervalle  considere  et  Q  etant  une  fonction  qui  ne 
s'annule  pas  dans  cet  intervalle. 

Nous  Savons  que,  pour  trouver  le  cercle  qui  diflere  le  moins  de  la  courbe 
pour  r ordre  de  rapprochement  n^  il  faut  exprimer  que  P  est  le  polynome 
de  Tchebychef  de  degre  n-\-  \, 

Or  un  cercle  depend  de  trois  conditions ;  on  peut  done  toiijours  trouver 
une  infinite  de  cercles  qui  coupent  Tare  de  courbe  en  trois  points,  c'est-a- 
dire  qui  aient  avec  cet  arc  un  rapprochement  du  second  ordre. 

Mais  il  est  clair  que  Ton  ne  peut  pas,  en  general,  trouver  sur  un  arc 
de  courbe  quatre  points  qui  soient  sur  un  meme  cercle,  et  que,  par  suite, 
pour  que  Ton  puisse  obtenir  entre  Tare  donne  et  un  cercle  un  rapproche- 
ment d*ordre  superieur  au  second,  il  faut  que  Tare  de  courbe  satisfasse  a 
certaines  conditions. 

Nous  allons  chercher  ces  conditions;  mais  il  n'est  pas  inutile  de  remar- 
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quer  tout  d'abord  que,  s'il  existe  un  cercle  particulier  presentant  avec  une 
courbe  un  rapprochement  d'ordre  plus  grand  que  2  et  ne  passant  pas 
par  une  extremite  de  Fare,  il  y  en  aura  une  infinite,  et  que  tous  les  centres 
de  ces  cercles  ne  formeront  pas  une  ligne,  mais  recouvriront  une  certaine 
etendue  du  plan,  puisque  pour  passer  de  Tun  a  Tautre  on  n'est  assujetti 
a  aucune  condition  entre  les  variations  des  coordonnees  de  leurs  centres, 
Cela  pose,  d'apres  ce  qui  precede,  I'equation  de  Tare  de  courbe  donne 
dans  le  systeme  polaire  que  nous  avons  choisi  est 

p  =  r(i  +  g(p), 

€  designant  une  quantite  que  Ton  pent  considerer  coinme  constante  et 
qui  reste  petite  dans  les  limites  donnees,  puisque  la  distance  des  deux 
courbes  doit  elle-meme  rester  petite,  et^  representant  une  certaine  fonction 

de  ~  (a  etant  la  valeur  de  eo  pour  I'extremite  de  Tare  considere),  L'expres- 

sion  du  rayon  de  courbure  est,  comme  on  sait, 

qui  devient  ici 


14-28 


ou  encore,  en  efFectuant  et  negligeant  devant  i  les  puissances  de  cette 
quantite  superieures  a  la  premiere. 


Les  maxima  de  R  et  ses  minima  correspondent  done  respectivement  aux 
maxima  et  aux  minima  de 
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il  en  resulte  que  les  sommets  de  la  courbe  sont  donnes  par  les  valeurs  de 
~  satisfaisant  a  requation 


Or,  la  fonction  ^,  homogene  par  rapport  a  a>  et  a  a,  etant  de  degre  zero, 
^  est  de  degre  —  i ,  tandis  que  ^  est  de  degre  —  3  par  rapport  a  ces 
variables.  Les  quantites  o)  et  oc  restant  toujours  petites,  puisque  Tare  est 
petit,  on  Yoit  que  les  sommets  sont  fournis  par  Tequation 

Si  done  I'ordre  du  rapprochement  entre  le  cercle  et  Tare  de  courbe  consi- 
dere  est  n,  c'est-a-dire  si  le  cercle  coupe  Tare  en  /^  +  i  points,  le  rayon 
vecteur  p  devient  n  H-  i  fois  egal  au  rayon  r  dans  les  limites  donnees ;  la 

quantite  <p  s'annule  done  n-\- 1  fois  dans  ces  limites,  et,  par  suite^  Texpres- 

d^Q 

sion  ^  s'annule  n  —  2  fois,  ce  qui  montre  que  Ton  a  /i  —  2  sommets  sur 

Fare  de  courbe  que  Ton  considere. 
On  en  conclut  le  theoreme  qui  suit  : 

Pour  quun  arc  de  courbe  puisse  awir  avec  un  cercle  un  rapproche- 
ment d'ordre  rij  il  faut  quil presente  n  —  2  sommets. 

Cette  condition  est  necessaire,  mais  n'est  pas  sufBsante ;  il  est  cependant 
un  cas  oil  elle  sufBt :  c'est  celui  ou  I'equation  qui  donne  les  sommets  est 
la  derivee  troisieme  d'une  equation  dont  toutes  les  racines  sont  reelles  et 
comprises  dans  les  limites  de  Tare. 

Soil,  en  effet, 

dH 

Tequation  de  degre  n  —  2  qui  fournit  les  sommets.  Par  hypothese,  Tequa- 
tion 

=  o 

a  toutes  ses  racines  reelles  et  comprises  dans  les  limites  de  Tare.  Prenons 
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trois  des  points  correspondant  aux  racines  de  cette  equation  et  faisons 
passer  un  cercle  par  ces  trois  points.  En  adoptant  alors  pour  pole  le  centre 
de  ce  cercle,  Tequation  de  la  courbe  sera 

r  etant  le  rayon  du  cercle  choisi. 

Les  sommets  de  la  courbe  sont  fournis,  comme  on  Ta  vu,  par 

mais,  par  hypothese,  ils  sont  donnes  par 
On  a  done 


et  par  suite 

<p  —   =  Ah-  Ba?-^Ca7^ 

Or,  par  la  maniere  meme  dont  le  cercle  a  ete  choisi,  p  doit  devenir  egal 
a  r,  c'est-a-dire  (p  doit  devenir  nul,  pour  trois  valeurs  de  la  variable 
racines  de  ^ ;  pour  ces  trois  valeurs  de  (p  —  ^  est  done  nul ,  ce  qui 
exige  que  la  quantite  A  4-  Ba:  +  Gx^  soit  identiquement  nulle,  ou,  si  Ton 
veut, 

L'equation  de  la  courbe,  avec  les  coordonnees  choisies,  est  done 

p  =  r(i4-g+). 

Or  la  fonction  a  +  i  racines  reelles  dans  les  limites  considerees ; 
p  devient  done  n  -\-  i  fois  egal  a  r  dans  ces  limites.  Le  cercle  a  ainsi 
/1 4- I  points  communs  avec  Tare  donne,  c'est-a-dire  un  rapprochement 
d'ordre  /i,  ce  qui  demontre  la  proposition  enoncee. 

II  est  necessaire  de  remarquer  ici  qu'il  ne  resulte  pas  du  theoreme  qui 
precede  que  Ton  puisse  obtenir  le  cercle  ayant  avec  la  courbe  un  rappro- 
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chement  d'ordre  n  dont  la  distance  a  cette  conrbe  est  expriniable  par  la 
fonction  de  Tchebychef  du  degre  n~\~  des  que  Ton  pent  trouver  un 
cercle  ayant  avec  la  courbe  un  rapprochement  du  /z'""*  ordre,  mais  seule- 
ment  que  Ton  est  assure  d'avoir  ce  cercle  lorsque  1' equation  qui  donne 
les  sommets  se  trouve  la  derivee  troisieme  du  polynome  de  Tchebychef 
du  (n+iy^*  degre. 

Cela  etabli,  nous  allons  appliquer  la  theorie  qui  vient  d'etre  exposee 
a  la  recherche  des  conditions  que  doit  presenter  une  courbe  pour  qu'on 
puisse  trouver  le  cercle  de  plus  grand  rapprochement  parmi  tons  ceux 
qui  ont  avec  elle  un  rapprochement  du  quatrieme  ordre;  ces  conditions 
une  fois  obtenues,  nous  en  deduirons  le  trace  pratique  de  ce  cercle,  ce 
qui  conduira  a  quelques  applications  utiles. 

Soit  un  cercle  quelconque;  je  prolonge  chacun  de  ses  rayons  d'une 
quantite  proportionnelle  an  polynome  du  cinquieme  degre  de  Tchebychef : 

{x  -h V {x  —  sjx'^^^y  _  i6x'—2oh*x'^'h5h'x 
a»  ~  i6 

L' equation  de  la  courbe  ainsi  obtenue  est 

?  =        +^  [6  p 

les  sommets  de  cette  courbe  sont  fournis,  ainsi  qu'on  Ta  vu,  par  Tequation 

g  =  |(8.'-A')  =  o, 

qui  a  pour  racines 


4 

ou  sensiblement 


Ainsi  y  les  sommets  de  la  courbe  doivent  se  trouver  aux  ^  de  la  demi-lon- 
gueur  de  Tare,  comptes  a  partir  de  son  milieu  et  de  part  et  d'autre  de  ce 
milieu. 

II  est  bien  clair,  d'apres  ce  qui  a  ete  demontre  precedemment,  que  cette 
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condition  pour  la  courbe  d'avoir  deux  sommets  ainsi  places  est  necessaire 
et  suffisante  pour  qu'on  puisse  obtenir  le  cercle  dont  la  distance  a  cette 
courbe  est  exprimable  par  le  polynome  de  Tchebychef  du  cinquieme  degre, 
c'est-a-dire  le  cercle  qui  se  rapproche  le  plus  de  la  courbe  parmi  tons  ceux 
qui  ont  avec  elle  un  rapprochement  du  quatrieme  ordre. 

Examinons  maintenant  la  position  relative  du  centre  du  cercle  et  de  la 
courbe. 

Soient  O  ( fig.  i  o)  le  centre  du  cercle,  OX  Taxe  polaire  qui  passe  par  le 

Fig.  10, 


milieu  de  Tare  considere,  OA  un  rayon  quelconque  qui  coupe  la  courbe 
au  point  M ;  on  a 


MA  =  rg 


i6x' —  !ioA'x'+  5h^x 


La  normale  en  M  s'obtient  en  prenant  sur  la  perpendiculaire  ON  au  rayon 
vecteur  une  longueur 


0N=5rg 


16 


et  joignant  MN. 

Enfin  le  rayon  de  courbure  au  point  M  est  represente  par  la  longueur 
MC  telle  que 

MC  =  r(^i  +  0  ^  +  5^-  ^  j- 

On  pent  remarquer  que  la  sous-normaleON,  qui  est  du  quatrieme  ordre 
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par  rapport  hxetk  A,  est  negligeable  par  rapport  au  rayon  r;  la  droite  NC 
peut  done  etre  consideree  comnie  parallele  au  rayon  vecteur  OM,  et  sa  lon- 
gueur, qui  est  alors  egale  a  la  difference  du  rayon  de  courbure  MG  et  du 
rayon  vecteur,  devient 


8x»— 3A*jr 


D'apres  cela,  le  centre  de  courbure  C  en  un  point  quelconque  M  s'ob- 

Fig.  II. 


tiendra  {fig.  ii)  en  prenant  sur  la  perpendiculaire  au  rayon  vecteur 
menee  par  le  pole  une  longueur  ON  egale  a 


5re 


i6 


et  menant  par  le  point  N  ainsi  obtenu  une  parallele  NC  au  rayon  vecteur 
egale  a 


5rg 


La  distance  OD  du  centre  de  courbure  C  a  I'axe  polaire  sera  alors 


a  =  OjN  coso:  —  NG  sin  a? = 5  n  ^  cos  x  —  org  

lO  2 

ou,  en  ne  gardant  que  les  termes  de  degre  inferieur  au  sixieme, 

c  h'+mh^x^—^Sx' 

a  =  org  7:  • 

10 

XLFI'  Cahter.  16 


s\nx. 
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Quant  a  la  distance  du  point  G  a  la  perpendiculaire  a  I'axe  polaire 
menee  par  le  pole,  ce  sera 

8  —  5rg  smx  +  org  cosa?, 

ou,  en  ne  conservant  que  les  termes  de  degre  inferieur  au  cinquieme, 

^=5,.,  _  

II  suffit  maintenant  de  faire  x  egal  a  zero  dans  les  formules  qui  pre- 
cedent pour  avoir  les  deux  coordonnees  a^?  l^o  centre  de  courbure 
au  milieu  de  Fare  : 

^0=0. 

Quant  aux  centres  de  courbure  aux  deux  sommets  de  la  courbe,  ils 
seront  donnes  en  faisant 

ce  qui  conduit,  pour  leurs  coordonnees  a,  /3  et  a',  /3',  aux  valeurs 
et 

f  35   J  c 


Si  done  nous  representons  par  C^  {fis*  centre  de  courbure  au 

milieu  de  Tare,  par  G  et  G'  les  centres  de  courbure  aux  deux  sommets, 
par  y  le  milieu  de  la  droite  GG'  situe  sur  OG^,  on  voit  que 


OCq  «o  4 

Oy       a  7 
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2o3 


et  que,  par  suite, 


OCq 

Coy 


4 
3' 


Le  centre  du  cercle  cherche  est  ainsi  determine;  ii  est  facile  de  trouver 
son  rayon.  En  effet,  la  courbe  ayant  deux  sommets  places  comnie  il  a  ete 
dit,  on  sait  que  le  cercle  de  plus  grand  rapprochement  du  quatrieme 


Fig.  13. 


Co 


'C 

ordre  est  celui  dont  la  distance  a  Tare  est  proportionnelle  au  polynome  - 
de  Tchebychef  du  cinquieme  degre.  Ce  polynome  s'annulant  poura:egal 
a  zero,  le  cercle  doit  passer  par  le  milieu  de  Tare,  ce  qui  determine  son 
rayon. 

On  pent  d'ailleurs  obtenir  le  centre  du  cercle  d'une  autre  maniere. 
Remarquons  pour  cela  que,  la  distance  du  cercle  a  la  courbe  etant 
representee  par  T  expression 

re  ^  y 

lO 

les  valeurs  de  x  qui  correspondent  aux  maxima  de  cette  distance,  c*est-a- 
dire  aux  nermales  communes  a  la  courbe  et  au  cercle,  foumiront  les 
rayons  qui  par  leur  intersection  donnent  le  centre  cherche. 

II  suffit  done,  pour  avoir  ces  rayons,  d'annuler  la  derivee  de  Texpres- 
sion  precedente,  ce  qui  donne  Tequation 

1 6x*  —  1  2h^x^     h*  =  o, 

d'oii  Ton  tire 
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et  Ton  obtient  ainsi  les  deux  valeurs 

a-"      .  /3  — v/5  Q 
T  =  V     8  =^'^' 

qui  determinent  le  centre  du  cercle. 

II  est  facile  de  s' assurer  maintenant,  par  le  nombre  des  parametres 
dont  on  dispose,  que,  si  Ton  considere  un  arc  de  courbe  ayant  deux 
somniets  aux  —  de  sa  longueur  comptee  a  partir  du  milieu,  et  si  Ton 
construit  un  cercle  ayant  son  centre  place  comme  il  vient  d'etre  dit  et 
passant  en  outre  par  le  milieu  de  Tare  considere,  la  distance  des  deux 
courbes  sera  bien  representee  par  le  polynome  de  Tchebychef  du  cin- 
quieme  ordre. 

En  resume,  les  divers  points  qui  viennent  d'etre  demontres,  et  qui  nous 
serviront  dans  les  applications,  peuvent  etre  enonces  comme  il  suit  : 

I**  Pour  quon puisse  tracer  un  cercle  ayant  avec  un  arc  de  courbe  un 
rapprochement  du  quatrieme  ordre,  il  faut  que  Varc  considere  preserUe 
deux  sommets  dans  les  limites  choisies. 

2®  Lorsque  cette  condition  est  satisfaite  et  que  V equation  qui  donne 
les  sommets  est  la  derivee  troisieme  d'une  equation  dont  toutes  les  racines 
sont  r^elles  et  comprises  dans  les  limites  de  I'arCj  ily  a  une  infinite  de 
cercles  ayant  avec  la  courbe  un  rapprochement  du  quatrieme  ordre. 

3®  Parmi  tous  ces  cercles  se  trouve  le  cercle  de  plus  grand  rappro- 
chement du  quatrieme  ordre  lorsque  les  deux  sommets  sont  aux  de 
la  longueur  de  Varc,  comptee  a  partir  du  milieu  et  de  part  et  d' autre 
de  ce  milieu. 

4®  Le  cercle  de  plus  grand  rapprocliement  du  quatrieme  ordre  pa^se 
par  le  milieu  de  Varc  considers,  et  son  centre  s' obtient  en  menant  la  mc- 
diane  du  triangle  forme  par  les  centres  de  courbure  au  milieu  de  Varc 
et  aux  sommets,  cette  mediane  dtant  issue  du  centre  de  courbure  au  mi-- 
lieu  de  Varc  et  prolongee,  en  sens  inverse  de  sa  direction,  des  |  de  sa 
longueur. 
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5®  Le  centre  de  ce  cercle  peat  encore  s'obtenir  en  prenant  le  point  de 
rencontre  des  deux  normales  a  Varc  menees  aux  et  aux  j^de  sa  demi- 
longueur,  comptSe  a  partir  du  milieu  et  d'un  meme  cote. 

II  ne  nous  reste  plus  actuellement  qu'a  montrer  les  applications  dont 
est  susceptible  la  methode  qui  vient  d'etre  exposee;  nous  choisirons 
comme  exenfple  un  des  cas  les  plus  importants  qui  se  presentent  dans  la 
pratique,  celui  des  systemes  articules  a  trois  tiges. 


QUATRIEME  PARTIE. 

Un  des  problemes  auxquels  on  est  le  plus  frequemment  conduit  en 
Cinematique  appliquee  est  celui  qui  consiste  a  faire  decrire  a  un  point 
donne  iine  courbe  donnee.  La  solution  la  plus  naturelle,  et  qui  a  premiere 
Yue  semble  la  plus  exacte,  est  de  guider  le  point  d^crivant  a  Taide  de 
rainures  ou  de  cames  placees  suivant  la  courbe  donnee.  Mais  ce  procede 
presente  deux  inconvenients  :  d*abord  il  donne  lieu  a  des  frottements 
considerables,  c'est-a-dire  a  d'importantes  pertes  de  force  et  a  des  usures 
rapides ;  ensuite  il  manque  en  pratique  de  precision ,  par  suite  de  la  dif- 
ficulte  d'execution  des  rainures  et  du  jeu  necessaire  des  pieces.  Ges  deux 
inconvenients,  et  le  premier  surtout,  ont  en  fait  une  telle  importance,  que 
Ton  n'a  jamais  pu  employer  les  guides  courbes  quand  la  force  a  trans- 
mettre  etait  considerable,  que  Ton  a  meme  du,  en  general,  renoncer  a 
r usage  de  ces  guides  pour  les  petites  forces,  et  que  Ton  a  trouve  prefe- 
rable, dans  la  plupart  des  cas,  de  substituer  au  trace  exact  un  trace 
approche  qui  put  etre  decrit  sans  glissiere,  sacrifiant  de  cette  maniere 
une  precision  qui  semblait  devoir  etre  rigoureuse  a  la  suppression  des 
frottements. 

C'est  ainsi  que  Watt,  dans  sa  machine  a  balancier,  a  renonce  a  guider 
par  une  glissiere  la  tige  du  piston  et  a  prefere  employer  le  parallelo- 
gramme  qui  porte  son  nom,  bien  que  le  point  decrivant  parcoure  alors 
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la  courbe  a  longue  inflexion  qui  s'ecarte  sensiblement  de  la  ligne  droite. 
De  memC;  dans  le  regulateur  a  force  centrifuge,  on  a  essaye  de  faire  de- 
crire  aux  boules  une  parabole  veritable  en  employant  des  glissieres ;  mais 
on  y  a  renonce  bientot  et  Ton  a  du  se  contenter  de  faire  parcourir  aux 
boules  un  cercle  osculateur  a  la  parabole,  ce  qui  a  conduit  au  regulateur 
a  bras  croises  de  M.  Farcot. 

II  serait  facile  de  multiplier  ces  exemples,  mais  ceux-ci  sufBsent  pour 
montrer  que  la  pratique  tend  constamment  a  substituer  a  la  solution  geo- 
metrique  et  rigoureuse  une  solution  approximative,  mais  simple,  n'exi- 
geant  pas  de  pieces  compliquees  et  donnant  lieu  a  peu  de  frottements. 

A  ce  point  de  vue,  les  systemes  articules,  comme  le  parallelogramme  de 
Watt,  presentent  les  plus  grands  avantages;  mais  il  est  clair  que,  pour  en 
tirer  vraiment  tout  le  parti  dont  ils  sont  susceptibles,  il  faut  apprendre  a 
les  disposer  de  facon  a  obtenir,  sans  les  compliquer,  le  maximum  d'ap- 
proximation.  C'est  a  ce  resultat  que  conduit  la  methode  qui  fait  I'objet 
de  ce  travail. 

Deja  M.  Tchebychef  a  examine  le  cas  particulier  ou  la  courbe  que  Ton 
veut  decrire  est  une  ligne  droite  (*),  et  il  a  pu  ainsi  remplacer  le  parallelo- 
gramme de  Watt  par  un  systeme  contenant  exactement  le  meme  nombre 
de  tiges  et  d' articulations  et  conduisant  a  une  approximation  quarante  fois 
plus  forte  (*). 

Mais  il  n'a  pas  ete  fait  d' etude  analogue  pour  le  cas  d'une  courbe  quel- 
conque.  Nous  allons  aborder  cette  question  et  indiquer  comment  on  peut 
la  resoudre  a  Taide  de  constructions  purement  graphiques.  Le  probleme 
traite  peut  alors  s'enoncer  comme  il  suit  : 

Trouver  dans  un  systeme  articule  a  trois  tiges  le  point  d' insertion  de 
la  dernier e  tige  de  telle  sorte  que  I' on  fosse  decrire  a  un  point  donne 
une  courbe  donnee  avec  le  maximum  d' approximation. 


(')  TcHKBTGHKF,  Academie  de  Saint-Petersbourg,  Memolres  des  Savants  etrangers^  I.  VII,  i854; 
Bulletin  de  I* Academie  de  Saint-Petersbourg,  t.  IV,  p.  433  (1861). 
(')  Voir  Cinematique  de  Bour,  p.  298. 
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n  est  clair  que  ce  probleme,  pris  clans  toute  sa  generalite,  se  ram^ne 
aux  termes  suivants  : 

Un  point  A  d*une  figure  mobile  [fig*  1 3)  decrit  une  courbe  donnee 
materiellement  (A),  c  est-a-dire  que  A  est  un  point  d'insertion  de  la 
figure  mobile  avec  d'autres  pieces  qui  ne  font  pus  partie  de  cette  figure  : 


Fig.  i3. 


on  demande  quel  est  le  point  G  de  la  figure  mobile  quil  faut  relier  a  un 
point  fi^e  par  une  bielle  de  longueur  constante  pour  quun  autre  point  B 
de  la  figure  decrive,  avec  le  maximum  d' approximation,  une  courbe  (B) 
donnee  geometriquement. 

Nous  avons  a  determiner  le  point  G,  la  longueur  de  la  bielle  qui  le 
reunit  au  point  fixe  et  la  position  de  ce  point  fixe. 

Dans  le  cas  dn  parallelogramme  de  Watt,  la  figure  mobile  serait  le  lieu, 
la  courbe  (B)  serait  une  droite  et  la  courbe  (A)  deviendrait  un  cercle; 
dans  le  cas  du  regulateur  parabolique,  la  figure  mobile  serait  la  tige  reunis- 
sant  la  boule  au  manchon,  la  courbe  (B)  serait  une  parabole  et  la  courbe 
(A)  deviendrait  Taxe  de  cette  parabole  ou  une  droite  parallele  a  cet  axe. 

Le  mouvement  de  la  figure  mobile  est  entierement  determine,  puisque 
deux  de  ses  points  A  et  B  sont  assujettis  a  parcourir  des  courbes  donnees ; 
ce  qu'il  faut  chercher,  ce  sont  les  points  de  cette  figure  qui  donnent  les 
meilleurs  points  d'insertion  pour  une  tige.  tournant  autour  d'un  point 
fixe,  c'est-a-dire  ceux  dont  les  trajectoires  different  le  moins  possible  d'un 
cercle. 

II  ne  s'agit  d'ailleurs  jamais  d'une  courbe  complete,  mais  d'une  por- 
tion de  courbe,  de  sorte  qu'on  est  amene  a  determiner  les  points  de  la 
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figure  dont  les  trajectoires  se  rapprochent  le  plus  d'un  cercle  dans  Teten- 
due  consideree. 

Or  on  a  vu,  dans  latroisieme  Partie  de  ce  Memoire,  que,  etant  donne 
un  arc  de  courbe,  on  pouvait  obtenir,  selon  les  cas,  pour  le  cercle  qui 
Tepouse  le  mieux,  des  degres  de  rapprochement  difFerents. 

Les  points  d'election  seront  done  determines  par  les  particularites  que 
doivent  presenter  leurs  trajectoires  pour  que  Ton  puisse  obtenir  le  rap- 
prochement demande.  Ces  particularites  consistent,  ainsi  qu'on  le  sait, 
dans  la  presence  d'un  certain  nombre  de  sommets  sur  Tare  considere; 
on  se  trouve,  par  suite,  amene  tout  d'abord  a  chercher  quels  sont  les 
points  de  la  figure  qui  se  trouvent,  a  un  instant  donne,  a  un  sommet  de 
leur  trajectoire. 

II  est  facile  de  comprendre  qu'il  y  a,  a  chaque  instant,  dans  une  figure 
plane  qui  se  deplace,  une  infinite  de  points  repondant  a  la  question,  et 
que  tous  ces  points  forment  une  courbe.  Nous  demontrerons  plus  loin  que 
cette  courbe,  deja  obtenue  par  M.  Mannheim  (*),  est  une  courbe  unicur- 
sale  du  troisieme  degre,  du  genre  de  celles  que  Ton  designe  sous  les 
nbms  de  focale  a  noeud  ou  de  strophoiide  oblique;  pour  le  moment,  on 
voit  aisement,  en  admettant  ce  resultat,  quelle  sera  la  methode. 

Si  Ton  considere  comme  suffisant  un  rapprochement  du  deuxieme 
ordre  entre  la  courbe  a  diecrire  et  le  cercle,  la  trajectoire  ne  devra  pre- 
senter aucune  particularite ;  on  prendra  done  comme  point  d'insertion  un 
point  quelconque,  par  exemple  le  point  decrivant  lui-meme,  et  Ton  rem- 
placera  Tare  de  courbe  qu'il  parcourt  par  un  cercle,  ainsi  que  nous  I'avons 
indique  dans  la  premiere  Partie  pour  le  cas  oil  il  n'y  a  pas  de  sommet 
sur  Tare  considere. 

On  determinera  ainsi  le  point  de  suspension  et  la  longueur  de  la  bielle 
par  le  centre  et  le  rayon  de  ce  cercle. 

2?  Si  Ton  veut  obtenir  le  maximum  d'approximation  correspondant  a 
un  rapprochement  du  troisieme  ordre,  la  trajectoire  devra  presenter  un 
sommet  au  milieu  de  la  portion  correspondant  aux  limites  donnees.  II 


( ')  Mamnbbiii,  Memoire  sur  les  trajectoires  des  points  d'une  droite  mobile  dans  I'espaee. 
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sufBra  evidemment,  pour  realiser  cette  condition,  de  prendre  pour  point 
d'articulation  un  point  quelconque  de  la  focale  a  noeud,  correspondant 
a  la  position  moyenne  de  la  figure.  Le  centre  du  cercle  a  substituer  a  la 
trajectoire  et  son  rayon,  c'est-a-dire  le  point  de  suspension  de  la  bielle  et 
sa  longueur,  seront  alors  determines  par  les  regies  donnees  dans  la  pre- 
miere Partie  au  sujet  des  arcs  ayant  un  sommet  en  leur  milieu. 

3**  Si  Ton  desire  realiser  le  maximum  d'approximation  correspondant 
a  un  rapprochement  du  qnatrieme  ordre,  il  faut  que  la  trajectoire  du  point 
d' articulation  possede  deux  sommets  aux  de  sa  longueur,  comptes 
a  partir  du  milieu  et  de  part  et  d'autre  de  ce  milieu;  on  construira  done 
les  deux  focales  relatives  a  ces  deux  instants  du  mouvement,  et  Ton  pren- 
dra  pour  point  d'articulation  le  point  d' intersection  reel  qu'elles  pre- 
sentent  toujours.  En  determinant  alors  le  cercle  par  Tune  des  regies 
enoncees  dans  la  troisieme  Partie,  le  rayon  et  le  centre  de  ce  cercle  don- 
neront  la  longueur  de  la  bielle  et  le  point  de  suspension. 

Nous  reviendrpns  plus  loin  sur  le  detail  du  trace  graphique  a  executer 
selon  Tordre  du  rapprochement  que  Ton  veut  realiser;  mais  Texpose  qui 
precede  etait  necessaire  pour  faire  comprendre  la  marche  qui  va  etre 
suivie. 

Cela  pose,  abordons  la  question  suivante,  qui,  d'apres  ce  qui  vient 
d'etre  dit,  est  fondamentale  dans  la  theorie  actuelle  : 

Une  courbe  plane  se  deplacant  (Tune  maniere  quelconque  dans  son 
plan,  trouver  le  lieu  des  points  qui,  a  un  instant  donne,  sont  a  un  som- 
met de  leur  trajectoire. 

M.  Mannheim  a  enonce  la  solution  de  ce  probleme  sous  la  forme  qui 
suit  : 

A  un  instant  quelconque  du  dSplacement  d'une  figure  plane  sur  son 
plan,  les  points  pour  lesquels  les  cercles  osculateurs  de  leurs  trajectoires 
sont  stationnaires  appartiennent  a  un  lieu  qui  se  compose  d'une  droite 
et  d  une  courbe  du  troisieme  ordre. 

La  courbe  du  troisieme  ordre,  qui  seule  represente  la  solution  cher- 
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chee,  n'a  pas  eteetiidiee  par  M.  Mannheim,  et,  comme  elle  presente  cer- 
taines  particiilarites  remarquables,  comnie  d'un  autre  cote  il  est  necessaire 
(le  la  tracer  dans  les  applications  que  nous  avons  en  vue,  nous  allons 
chercher  a  Tobtenir  en  traitant  directement  la  question. 
Soient 

M  un  point  quelconque  de  la  figure  mobile ; 

S  la  longueur  de  Tare  parcouru  sur  sa  trajectoire  a  un  moment  donne ; 
p  le  rayon  de  courbure  de  cette  trajectoire  a  I'instant  considere. 

Les  points  cherches  etant  ceux  pour  lesquels  le  rayon  de  courbure  de 
la  trajectoire  est  maximum  on  minimum  sont  fournis  par  I'equation 

rip 

:rs  =  ^' 

Les  composantes  tangentielle  et  normale  A,  et  A„  de  racceleration  A 
sont,  en  designant  par  c  la  vitesse  du  point  M  a  I'instant  t  considere, 

Si  Ton  prend  la  derivee  de  Facceleration  par  rapport  au  temps,  c'est- 
a-dire  I'acceleration  de  Tacceleration  consideree  comme  vitesse,  que 
M.  Resal  a  etudiee  sous  le  nom  de  sur  acceleration,  on  sait  que  les  deux 
composantes  tangentielle  et  normale  ,.1,^  et  x„  de  cette  suracceleration  x 
sont 

Pour  les  points  cherches,  la  valeur  de  cette  composante  normale  est 
done 

Or,  ces  expressions  sont  applicables  quelle  que  soit  la  loi  du  mouve- 
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inent;  si  Von  suppose  que  ce  mouvement  soit  regie  par  cette  condition 
que  la  figure  mobile  tourne  d'angles  egaux  dans  des  temps  egaux,  les 
valeurs  des  differentes  accelerations  se  simplifieront  notablement.  Ainsi, 
Tacceleration  du  premier  ordre  A  se  reduira  a  sa  composante  dirigee  vers 
le  centre  des  accelerations  D  {Jig.  i4)  et  sera  egale  a 

A^-MDxa)% 

en  designant  par  co  la  vitesse  angulaire  constante  de  la  rotation  de  la  figure 
autour  du  centre  instantane  G. 

Fig.  14. 


De  meme,  en  representant  par  D'  le  centre  des  suraccelerations,  la 
suracceleration  x  sera  dirigee  suivant  MT,  perpendiculaire  a  MD',  et 
egale  a 

Par  suite,  la  composante  de  cette  suracceleration  suivant  la  normale  CM 
a  la  trajectoire  sera 

x.^MD'sinCMD'x  a>% 

ou,  si  Ton  veut, 

en  designant  par  c(  la  projection  de  jy  sur  la  normale  CM. 

Si  Ton  egale  cette  valeur  a  celle  precedemment  trouvee  pour  la  com- 
posante normale  de  la  suracceleration,  on  a 

(■) 
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Mais  la  composante  normale  -  de  T acceleration  A  est  egale  a 

A„  =  MD  X     X  cosGMD, 
puisque  nous  avons  vu  que  A  etait  dirigee  suivant  MD.  On  a  done 

^  =  Mrf  X 
P 

t/etant  la  projection  de  D  sur  MG. 

Pour  la  meme  raisou,  on  aura,  pour  la  composante  tangentielle  ^  de 
Facceleration  A, 

A,=  MDsinCMDxai% 

et  par  suite 

En  portant  ces  valeurs  de  ^  ^^"^  I'equation  (i),  et  faisant  de 

plus 

o=MG  X  eo, 

on  a 

3Mrf  xDrf=^MGx  D'rf', 

equation  qui  represente  le  lieu  cherche. 

Pour  etudier  ce  lien,  remarquons  que  I'equation  precedente  pent 
s'ecrire 

SCrfxI)^ 


MC  = 


iDd—iyd' 


On  voit  que  pour  une  position  du  rayon  vecteur  MG,  les  longueurs  Grf, 
J)d  et  D'c?'  etant  determinees,  on  n'obtient  qu'un  seul  point  du  lieu,  qui 
vient  en  G  lorsque  MG  est  dirige  suivant  CD  ou  la  perpendiculaire  a  CD, 
La  courbe  est  done  du  troisieme  degre  et  a  un  point  double,  oil  les  tan- 
gentes  sont  rectangulaires,  au  centre  instantane  de  rotation. 

Les  directions  asymptotiques  de  ce  lieu  sont  fournies  par  les  positions 
de  la  secante  qui  rendent  infinies  Dd  ou  Crf,  ou  qui  annulent  3Dd —  D'rf^ ; 
cette  derniere  seule  est  reelle,  tandis  que  les  deux  autres  ont  pour.coef- 
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ai3 


ficients  angulaires  +  y/  —  i  et  —  —  i .  I^a  courbe  passe  done  par  les 
ombilies  du  plan  et  est  bien,  par  suite,  une  focale  a  noeud. 

Ce  resultat  pouvait  etre  obtenu  sans  employer  les  accelerations  de 
divers  ordres,  et,  comme  la  demonstration  geometrique  pent  presenter  en 

soi  quelque  interet  et  conduit  en  outre  a  une  expression  utile  de  ^> 
nous  allons  la  donner  ici. 

Soit  toujours  C  {fig.  i5)  le  centre  instantane  de  rotation  a  I'instant 

Fig.  1 5. 


considere;  designons  par  M  un  point  quelconque  du  plan,  par  O  le  centre 
de  la  circonference  des  inflexions  qui,  ainsi  qu  on  le  sait,  passe  en  C,  par 
m  le  point  de  cette  circonference  situe  sur  CM,  par  p  le  rayon  de  cour- 
bure  en  M  de  la  trajectoire  de  ce  point. 
On  a 


m 


ou,  en  representant  par  r  la  longueur  MC,  par  a  le  diametre  de  la  circon- 
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ference  des  inflexions  et  par  fl  Tangle  MCO, 


P      r — acosd 

A  1' instant  suivant,  le  point  O  sera  venu  en  O',  le  point  C  en  C  sur  la 
circonference  des  inflexions.  Joignons  O'C  et  designons  par  B  son  point 
de  rencontre  avec  OC. 

II  est  bien  entendu  que  les  points  O'  et  representent,  non  les  posi- 
tions absolues,  mais  bien  les  positions  relatives  des  centres  d'inflexion  et 
de  rotation,  c'est-a-dire  les  nouvelles  positions  de  ces  points  rapportees  a 
la  figure  mobile. 

La  circonference  des  inflexions  etant  a  chaque  instant  tangente  a  la 
courbe  lieu  des  centres  de  rotation,  le  point  Best  le  centre  de  courbure 
du  lieu  des  centres  de  rotation  rapportes  a  la  figure  mobile. 

II  est  egalement  utile  de  remarquer  que,  en  abaissant  de  G  une  perpen- 
diculaire  sur  00',  le  point  de  rencontre  I  de  cette  perpendiculaire  avec 
la  circonference  des  inflexions  est  le  point  de  contact  de  cette  circonfe- 
rence avec' son  enveloppe.  Ce  point,  considere  comme  fixe  dans  la  figure 
mobile,  decrit  done  une  courbe  qui  a  un  sommet  en  I,  et,  comme  le  point  I 
est  sur  la  circonference  des  inflexions,  on  voit  qu  il  y  a  en  I  un  sommet 
et  une  inflexion,  c'est-a-dire  une  inflexion  ayant  quatre  points  en  ligne 
droite. 

Cela  pose,  soit  a  Tangle  de  OO'  avec  CC,  ou,  si  Ton  veut.  Tangle  ICO; 
designons  par  dc  la  longuem*  CC,  par  b  la  longueur  GB,  on  a 

dr  =  —  rfcsinfl, 
^  =  00' sina  =  dc  ^^^^  tanga, 

d9=-  (CBC    CMC)  =  -      +  ' 

I  dc 
a 

Mais  on  a 

—  (r—acosOy      —  acosQ)dr  H-  rcosQda  —  rasinQdQ]; 
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on  en  deduit,  en  remplacant  dr^  da^  dQ  et  ds  par  leurs  valeurs, 

^  =  ;  — T-r  r3asinflcosfl  +  r^T^  sinfl  4-  r  cosfltangal' 

(is       (/• — ricosw)'  L  ^  ^  J 

La  courbe  cherchee,  c'est-a-dire  le  lieu  des  points  pour  lesquels  est 
nul,  est  done  fournie,  puisque  a^betoc  sont  constants  pour  tons  les  points 
de  la  figure  a  un  instant  donne,  par  T equation  suivante,  oil  r  et  fl  sont 
les  seules  variables, 

Sasinflcosfl  4-  r^^^sinfl-f  r^-^^^^cosfltanga  =  o, 
ou  encore,  si  Ton  pose 

-J— ^tanga  =  tang|3, 

par 

  3a&  sin2dcos[3 

La  courbe  representee  par  cette  equation  passe  par  le  point  I,  pour 
lequel  9  est  egal  a  — a  et  r  egal  a  a  cos  a,  ce  qui  etait  evident  d'apres 
la  remarque  que  nous  avons  faite  precedemment  sur  la  trajectoire  du 
point  L 

L'equation  en  coordonnees  rectilignes,  si  Ton  prend  pour  axe  des  x 
la  droite  qui  joint  le  centre  instantane  au  centre  de  la  circonference  des 
inflexions  et  pour  axe  des  y  la  tangente  a  cette  circonference  au  centre 
instantane,  est 

+7')  iy  —  x  tangjS)  H-  =  o, 

ce  qui  represente  une  focale  a  noeud  ayant  un  point  double  au  centre 
instantane  de  rotation  et  ayant  pour  tangentes  en  ce  point  la  tangente  a 
la  circonference  des  inflexions  et  sa  perpendiculaire. 

Remarquons  que,  la  direction  |3  qui  represente  la  direction  asympto- 
tique  etant  construite,  on  pourra  immediatement  trouver  les  deux  points 
de  la  focale  situes  sur  les  bissectrices  de  Tangle     en  effet,  si  Ton  pose 

9  =  e, 


Digitized  by 


2l6 


H.  Ll^AUT^. 


on  a 

3ai  cosfl  cos- 

Si  Ton  fait  de  meme 

2  2 

on  a 

3«icosSsin~ 

2 

^=  ^ZTb  

Ces  deux  points,  dont  la  construction  est  aisee  lorsqu'on  a  construit  les 
quantites  ^>  et  |3,  seront  utiles  pour  le  trace  graphique  de  la  focale. 

Remarquons  encore  que  le  cercle  osculateur  au  centre  instantane  de 
rotation  a  la  branche  de  la  focale  qui  est  tangente  a  la  circonference  des 
inflexions  est 

p  =  T  cosfl. 

En  efFet,  ce  cercle  coupe  la  focale  en  six  points ;  or  deux  de  ces  points 
sont  les  ombilics  du  plan ;  de  plus ,  le  cercle ,  etant  tangent,  au  point 

double,  a  la  branche  de  focale  fournie  par  Q  egal  ^  ^>  a  trois  points  reels 

confondus  avec  la  focale  en  ce  point ;  il  la  coupe  done  en  un  sixieme  point 
qui  est  reel. 

Mais,  pour  ce  point  commun,  la  meme  valeur  de  d  doit  fournir  des 
valeurs  egales  pour  r  et  p,  c'est-a-dire 

cos|3sinfl  -f-  sin(j3  —  fl)  =  o 

ou 

9  =  ^ 

2 

Rappelons  enfin  que  nous  avons  vu,  en  cherchant  la  focale  par  les 
accelerations  de  divers  ordres,  que  la  direction  asymptotique  reelle  de 
cette  focale  etait  fournie  par  la  droite  menee  par  le  centre  instantane  de 
telle  sorte  que  la  distance  du  centre  des  accelerations  a  cette  droite  soit 
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egale  a  trois  fois  la  distance  du  centre  des  suraccelerations  a  cette  meme 
droite ;  on  pourra  alors  enoncer  le  theoreme  suivant  : 

Lorsquune  figure  plane  se  deplace  d'une  maniere  quelconque  dans 
son  plan,  le  lieu  des  points  qui  se  troment  a  un  instant  quelconque  donnS 
a  un  sommet  de  leur  trajectoire  est  une  courbe  unicursale  du  troisieme 
degre,  passant  par  les  ombilics  du  plan,  presentant  un  point  double  a 
tangentes  rectangulaires  au  centre  instantanS  de  rotation,  admettant 
pour  tangentes  en  ce  point  double  la  tangente  a  la  circonference  des 
inflexions  et  sa  perpendiculaire,  ayant  pour  direction  asymptotique  rSelle 
la  droite  menie  par  le  centre  instantanS  de  rotation,  de  telle  sorte  que  la 
distance  du  centre  des  accelerations  a  cette  droite  soit  egale  au  triple  de 
la  distance  du  centre  des  suraccelerations  a  cette  meme  droite. 

Ce  theoreme  permettra,  comme  nous  allons  le  voir,  de  resoudre  gra- 
phiquement  le  probleme  que  nous  nous  sommes  propose  au  sujet  des 
systemes  articules;  mais,  avant  d'aborder  cette  question,  nous  demontre- 
rons  le  theoreme  qui  suit  comme  exemple  des  applications  cinematiques 
que  peut  fournir  la  methode  que  nous  venous  d'employer  : 

Lorsquune  figure  plane  se  deplace  dans  son  plan  suimnt  une  loi  quel- 
conque, si  Von  considere,  a  un  instant  donnS,  tous  les  points  situes  sur 
une  droite  quelconque  issue  du  centre  instantane  de  rotation,  les  dia- 
metres  des  trajectoires  que  decrivent  ces  points  a  V instant  considere  enve- 
loppent  une  conique  inscrite  dans  le  triangle  rectangle  forme  par  le  dia^ 
metre  de  la  circonference  des  inflexions  issu  du  centre  instantane  de 
rotation,  par  la  droite  consid^ree  et  par  la  perpendiculaire  a  cette  droite 
menee  par  son  point  d' intersection  avec  la  circonference  des  inflexions. 

Soient  {fig,  16) 

G  le  centre  instantane  de  rotation ; 

O  le  centre  de  la  circonference  des  inflexions ; 

A  le  point  de  cette  circonference  directement  oppose  a  C ; 

CM  la  droite  consideree;* 

M  un  point  quelconque  de  cette  droite ; 
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MP  le  diametre  de  la  trajectoire  de  M  ; 
y  Tangle  que  fait  ce  diametre  avec  CM ; 

m  le  point  de  rencontre  de  CM  avec  la  circonference  des  inflexions ; 
P  le  point  de  rencontre  du  diametre  MP  avec  la  perpendiculaire  m  A  a  CM ; 

Fig.  16. 

 7M 


X  la  longueur  M/w ; 
y  la  longueur  mP ; 

a  le  diametre  de  la  circonference  des  inflexions ; 
p  le  rayon  de  courbure  en  M  de  la  trajectoire  de  M ; 
s  Tare  de  cette  trajectoire; 
r  la  longueur  CM. 
On  a 

=  tangy, 

et  comme,  d'apres  une  propriete  connue, 


^  =  3tang7, 


et  que 


ou  encore 
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en  remarquant  que 


et  posant 


on  en  deduit 


r  —  acosd  =r-  a?, 
—  — g—  sinfl  H  ^ —  cosStanga, 

B a -haft  cosSsinffl -i- a) 
=:  a  — J  •  J 

b  cos  a 


Les  quantites  A  et  B  sont  des  constantes  a  1' instant  considere,  car  a, 
^  et  6c  sont  les  memes  a  cet  instant  pour  tous  les  points  de  la  figure,  et  d 
a  la  meme  valeur  pour  tous  les  points  de  la  droite  CM. 

II  en  resulte  que  les  points  M  et  P  decrivent  deux  divisions  homogra- 
phiques,  et  que  la  droite  MP  enveloppe  des  lors  une  conique  tangente  aux 
deux  droites  CM  et  mV. 

Si  maintenant  nous  cherchons  le  diametre  de  la  trajectoire  du  point  C 
considere  comme  un  point  marque  de  la  figure  mobile,  e'est-a-dire  si  nous 
cherchons  la  valeur  de  tangy  pour  x  egal  a  —  acosd,  nous  avons,  puisque 
r  est  nul, 

tang7  =  ^  ^r^g3asinflcosfl  =  tangfl. 

Le  diametre  du  point  C  est  done  CA,  et,  par  suite,  la  conique  trouvee 
est  tangente  a  cette  droite  GA,  ce  qui  complete  le  theoreme  enonce. 

II  ne  nous  reste  plus  actuellement  qu'a  montrer  comment  les  theories 
qui  viennent  d'etre  exposees  peuvent  servir  a  la  determination  du  meil- 
leur  point  d'attache  de  la  derniere  tige  dans  un  systeme  articule  a  trois 
tiges. 

Soient  (A)  la  courbe  que  decrit  un  point  de  la  derniere  tige  et  (B)  la 
courbe  a  decrire  dans  Tintervalle  \  selon  Tapproximation  que  Ton 
voudra  obtenir,  on  operera  de  la  fa^on  suivante. 

1®  Approximation  du  premier  prdre.  —  Le  point  d' articulation  de  la 
figure  mobile  pent  etre  alors  pris  arbitrairement,  et  il  est  permis  de  le 
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placer  en  un  point  quelconque  invariablement  lie  a  la  bielle;  le  choix  a 
faire  sera  uniquement  determine  par  des  raisons  de  commodite  pratique. 
En  particulier,  on  pourra  choisir  le  point  B  lui-m^me  ou  tout  autre  point 
de  la  bielle. 

2**  ^Approximation  du  deuxieme  ordre.  —  Dans  ce  cas,  nous  savons 
qu'il  faut  prendre  pour  point  d'articulation  un  point  quelconque  de  la 
focale  a  noeud  correspondant  a  la  position  moyenne  de  la  figure,  et,  par 
exemple,  le  point  de  rencontre  de  cette  focale  avec  la  troisieme  tige. 

Designons  par  A^B^  la  position  moyenne  de  cette  troisieme  tige,  c*est- 
a-dire  celle  qui  correspond  au  point  B,  de  (B)  situe  au  milieu  de  Tare  hh' 
a  decrire,  et  construisons  la  focale  relative  a  cette  position  A,B,. 

Pour  cela,  menons  les  deux  normales  en      et  B^  (Jig.  17)  aux  deux 


Fig.  17. 


4 

courbes  connues  (A)  et  (B) ;  leur  point  de  rencontre  fournit  le  centre 
instantane  de  rotation  C.  Cela  fait,  le  centre  de  courbure  de  (A)  en  A, 

etant  co^  prenons  sur  A,  C,  a  partir  de  A, ,  une  longueur  A,  m  egale  a  ^— ; 
faisons  de  merae  pour  B,C,  et  faisons  passer  une  circonference  par  C  et 
par  les  deux  points  m  et  m'  ainsi  obtenus.  Cette  circonference  sera  la  cr- 
conference  des  inflexions. 
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En  menant  alors  la  tangente  en  G  a  la  circonference  des  inflexions  ainsi 
construite  et  la  perpendiculaire  CA,  nous  aurons  les  deux  tangentes  a  la 
focale  au  point  double  qu'elle  presente  en  C.  De  plus,  la  quantite  a,  dia- 
metre  de  la  circonference  des  inflexions,  sera  connue. 

II  ne  reste  done  plus,  pour  construire  la  focale,  qu'a  determiner  les 
deux  parametres  t  et  a  qui  entrent  dans  son  equation ;  remarquons  pour 
cela  que 

^  =  7  — f  Sasinflcosfl  +  r  ?JZ_^  sinfl 4-  r^\^^  cosfl tangoed j 

as       [r  —  acos0)'\  b  b  ^  J 

et  qu  il  sufHt  alors  d'appliquer  cette  equation  aux  deux  points     et  B,, 

pour  lesquels  les  quantites  ^  >  r  et  fl  sont  connues  :  on  en  deduira  deux 

relations  qui  foumiront  b  et  oc. 

II  est  alors  facile,  connaissant  les  quantites  6  et  a,  de  construire  la 
focale  par  un  trace  graphique  simple  et  rapide.  En  effet,  Tequation  de 
cette  focale  etant 

on  calcule  d'abord  |3  par  la  formule 

^— ^-tanga  =  tangp; 

puis  on  determine,  une  fois  pour  toutes,  la  valeur  du  coefficient 

Zab  cos (3 
2(a  —  b) 

et  Ton  n'a  plus  alors,  pour  chaque  valeur  de  fl,  qu'a  calculer 

 *l     sin  2  0 

On  doit  remarquer  d'ailleurs  que  la  construction  de  cette  focale  sera 
facilitee  par  la  connaissance  du  cercle  osculateur  en  C  a  la  branche  tan- 
gente a  la  circonference  des  inflexions,  dont  le  diametre  est 

iab 


b  —  a 
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de  plus,  on  connait  a  priori  les  deux  points  de  la  courbe  situes  sur  les 
rayons  vecteurs  determines  par  les  angles  ~    ~  +  |  • 

Zab  cos S  cos- 
*  a  —  b 

3a2»cosBsin- 
a  —  b 

Enfin  la  direction  correspondant  a  Tangle  p  est  la  direction  asymptotique, 
et  I'ordonnee  a  I'origine  de  Tasymptote  elle-meme  est  egale,  comme  on  le 
voit  aisement,  a 

3a&  sin^cosP 

II  sufiBra  done  {fig.  i8),  pour  avoir  Fasyroptote,  une  fois  qu'on  aura 


determine  sur  le  diametre  CA  de  la  circonference  des  inflexions  une  lon- 
gueur CK  egale  a 

3  at  cos|3 
--^^^ 

de  projeter  le  point  K  sur  la  direction  ^  en  P,  puis  de  prendre  sur  la  tan- 
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gente  a  la  circonference  des  inflexions,  a  partir  de  C  et  dans  le  sens  des 
X  negatifs,  une  longueur  CL  egale  a  KP ;  la  parallele  a  la  direction  p  menee 
par  L  sera  T asymptote. 

Nous  avons  dit  plus  haut  que  les  quantites  b  et  u  qui  entrent  dans 

Tequation  de  la  focale  s'obtenaient  en  prenant  les  valeurs  de  ^  correspon- 
dant,  pour  les  deux  courbes  donnees,  aux  deux  points  et  B,  •  Les  quan- 
tites ^  peuvent  au  besoin  etre  determinees  graphiquement,  et  cela  de  plu- 
sieurs  manieres. 

I**  On  construit  la  courbe  ayant  pour  abscisses  les  longueurs  d*arc  et 
pour  ordonnees  les  valeurs  correspondantes  du  rayon  de  courbure  p.  La 

tangente  a  cette  courbe  au  point  qui  repond  a  A,  fournit  la  valeur  de  ^« 

a®  On  mene  la  tangente  a  la  courbe  (A)  au  point  A^ ;  puis  on  trace  la 
courbe  lieu  des  milieux  des  cordes  de  (A)  paralleles  a  cette  tangente;  la 
tangente  en  A^  a  cette  courbe,  qui  est  la  direction  diametrale  en  ce  point, 
fait  avec  GA,  un  angle  7,  et  le  triple  de  la  tangente  de  cet  angle  donne 

3**  Les  rayons  de  courbure  de  (A)  etant  traces  dans  le  voisinage  de  A^ , 
on  les  prolonge  d'une  longueur  egale  a  leur  moitie ;  on  obtient  ainsi  une 
courbe  (C).  La  normale  a  cette  courbe  (C)  au  point  correspondant  a  A, 
fait  avec  CA  Tangle  7,  et  la  valeur  3  tang^ est  egale  a ^* 

La  focale  une  fois  construite,  on  prendra  son  point  d' intersection  reel 
Davec  la  droite  A^B^ ;  puis  on  construira  par  points  le  lieu  de  ce  point  D 
quand  la  droite  A^B^,  de  longueur  constante,  se  meut  en  s'appuyant  sur 
les  deux  courbes  (A)  et  (B),  le  point  B,  parcourant  Tare  bb'  donne  sur  (B). 
On  obtiendra  ainsi  un  arc  de  courbe  dct  qui  aura  un  sommet  au  point  D 
situe  en  son  milieu.  On  remplacera  cet  arc  de  courbe  par  un  arc  de  cercle^ 
en  appliquant  la  regie  donnee  dans  la  premiere  Partie  pour  ce  cas  parti- 
culier.  Le  centre  de  ce  cercle  sera  le  point  d'attache  fixe  de  la  bielle,  et  le 
rayon  de  ce  cercle  donnera  la  longueur  de  cette  bielle. 

3®  Approximation  du  troisieme  ordre.  —  On  deter minera  tout  d'abord 
les  deux  points  S,  S'  de  Fare  bb'  tels  que,  O  etant  le  milieu  de  bb\  OS  et 
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OS'  soient  les  ^  de  Tare  Ob;  on  construira  ensuite  les  deux  positions  ST 
et  S'T'  de  la  tige  correspondant  a  ces  points  S,  S'.  Cela  fait,  on  tracera  la 
focale  relative  a  la  position  ST,  ainsi  que  nous  venons  de  le  faire  prece- 
derament;  on  tracera  de  meme  la  focale  relative  a  la  position  S'T';  ces 
deux  focales  se  couperont  au  moins  en  un  point  reel  E,  qui  sera  le  point 
d  articulation. 

Si  Ton  construit  alors  par  points  la  trajectoire  du  point  E  quand  Pex- 

Fig.  19. 


tremite  de  la  tige  situee  sur  la  courbe  (B)  parcourt  Tare  donne  bb\  on  est 
sur  que  cette  trajectoire  aura  un  sommet  au  point  qui  correspond  a  la  posi- 
tion ST,  puisque  pour  cette  position  le  point  E  est  sur  la  focale  relative 
a  ST.  De  la  meme  maniere,  on  voit  que  la  trajectoire  de  E  aura  un  som- 
met au  point  correspondant  a  S'T'.  Cette  trajectoire  a  done  deux  som- 
mets  aux  ^  de  sa  demi-longueur  comptes  a  partir  du  milieu,  et,  par 
suite,  on  pourra  construire  uti  cercle  ayant  avec  elle  un  rapprochement 
du  qualrieme  ordre.  En  determinant  ce  cercle  par  les  regies  donnees  dans 
la  troisieme  Partie  de  ce  travail,  on  obtiendra  le  plus  grand  rapproche- 
ment du  quatrieme  ordre;  le  rayon  representera  done  la  longueur  de  la 
bielle,  et  le  centre  devra  etre  pris  comme  point  d'attache. 

On  voit,  par  ce  qui  precede,  que  le  trace  qui  vient  d'etre  indique  per- 
met,  dans  le  probleme  le  plus  general  des  systemes  articules  a  trois  tiges, 
de  determiner  le  point  de  suspension  de  la  bielle,  sa  longueur  et  son 
point  d' articulation  sur  la  derniere  tige  sans  aucun  calcul  et  par  une 
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construction  graphique  facile  a  executer.  L'epure  se  simplifie  d'ailleurs  tres 
notablement  dans  la  plupart  des  cas  qui  se  presentent  dans  la  pratique ; 
on  le  verrait  aisement  en  traitant  par  les  methodes  que  nous  venons  d' ex- 
poser  le  cas  de  la  ligne  droite.  Nous  ne  donnerons  pas  cette  application 
ici,  car  nous  serious  amene  aux  resultats  deja  obtenus  par  M.  Tchebychef 
dans  son  dernier  Memoire  sur  le  parallelogramme  articule  (*). 

Lorsque  la  courbe  a  decrire  est  une  parabole,  ce  qui  est  le  cas  du  regu- 
lateur  a  force  centrifuge  isochrone,  on  pent,  au  lieu  de  remplacer  cette 
parabole  par  le  cercle  osculateur  comme  Ta  fait  Farcot,  y  substituer, 
d'apres  nos  methodes  et  selon  le  degre  d'approximation  qu'on  veut 
obtenir,  un  cercle  ayant  avec  elle  un  rapprochement  du  premier,  du 
deuxieme  ou  du  troisieme  ordre.  On  sera  conduit  ainsi  a  un  regulateur  a 
bras  croises  identique  comme  construction  a  celui  de  Farcot,  mais  four- 
nissant  un  degre  d'isochronisme  beaucoup  plus  approche.  Nous  n'indi- 
querons  pas  ici  Tepure  a  faire,  car  il  nous  faudrait  repeter,  pour  ce  cas 
particulier,  tout  ce  que  nous  avons  dit  pour  la  theorie  generale. 


(')  TcHBBTCHEF,  Bultettn  de  V Academie  des  Sciences  de  Saint- Petersbourg,  t.  IV,  p.  433;  i86i. 
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SUR  LES 

INVARIANTS  DIFFERENTIELS  DES  COURRES  GAUCHES. 

Par  M.  HALPUEN. 


INTRODUCTION. 

Le  present  Memoire  est  un  Chapitre  nouveau  dans  la  theorie  generale 
des  formes  projectiles,  le  second  dans  la  tlieorie  particuliere  des  formes 
projectwes  infinitesimales,  a  laquelle  j'ai  deja  consacre  une  These  sur  les 
invariants  differentiels .  Les  problemes  a  resoudre  peuvent  elre  envisages 
de  deux  points  de  vue  difFerents,  qui,  des  les  premiers  essais,  confondent 
leurs  champs  d'etude  :  Tun  est  geometrique,  Tautre  algebrique. 

Si  Ton  considere  dans  I'espace  la  figure  composee  de  plusieurs  points, 
on  sait  quels  sont  les  invariants  ahsolus  de  cette  figure,  c'est-a-dire  les 
elements  numeriques  qui  restent  inalteres  quand  a  cette  figure  on  vient 
en  substituer  une  autre  qui  lui  soit  homographique.  Ces  invariants  sont 
les  rapports  anharmoniques  des  divers  groupes  de  six  points  constituant 
la  figure.  II  n'en  est  plus  de  meme  si  la  figure  est  constituee  par  des 
points  infiniment  voisins.  Dans  ce  nouvel  ordre  d'idees  meme,  les  faits 
sont  differents  suivant  la  maniere  dont  est  censee  composee  la  figure  infi- 
nitesimale.  Par  exemple,  les  points  peuvent  etre  supposes  infiniment 
voisins  sur  une  surface;  ils  peuvent  I'etre  aussi  sur  une  courbe.  Dans  le 
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premier  cas,  ce  sont  les  inmriants  dijferentiels  des  surfaces,  dans  le 
second  cas  les  irwariants  diJfSrentiels  des  courhes  gauches,  qu  on  est 
conduit  a  rechercher.  C'est  de  ces  derniers  qu'il  s'agit  ici. 

^Itant  donne  le  nombre  des  points,  si  Ton  veut  savoir  quel  est  aussi 
le  nombre  des  invariants  absolus  independants,  cette  question  se  resout 
immediatement.  La  figure  composee  de  (/i  +  i)  points  consecutifs  sur  une 
courbe  est  definie  par  les  coordonnees  de  Tun  d'eux  et  les  d^rivees 
jusqu'a  I'ordre  n  de  deux  de  ces  coordonnees  par  rapport  a  la  troi- 
sieme,  en  tout  (2/1  +  3)  quantites.  D'autre  part,  une  substitution  homo* 
graphique  contient  quinze  arbitraires.  Done,  suivant  un  principe  general, 
la  difference  (2/2  —  12)  est  le  nombre  des  invariants  absolus  pour  la  figure 
envisagee  ou,  en  d  autres  termes,  des  invariants  absolus  jusqu'a  Tordre  n 
inclusivement.  Ainsi,  pas  d' invariant  absolu  au-dessous  du  septieme  ordre, 
puis  deux  du  septieme  ordre,  deux  autres  du  huitieme  ordre,  et  ainsi  de 
suite.  Une  courbe  gauche,  au  point  de  vue  projectif,  n'est  ainsi  caracte- 
risee  dans  ses  elements  infinitesimaux  qu'a  partir  du  septieme  ordre, 
tandis  que,  dans  la  Geometric  non  projective,  elle  Test  deja  a  partir  du 
second  ordre.  Trouver,  pour  chaque  ordre  a  partir  du  septieme,  deux 
invariants  absolus  independants  et  exprimer  par  leur  moyen  tous  les 
autres,  telle  est  done  la  question  qui  s'offre  a  ce  point  de  vue. 

Porte  sur  le  terrain  de  I'Algebre,  le  probleme  se  pose  en  d^autres 
termes.  Imaginons  un  invariant  differentiel  absolu  U,  fonction  algebrique 
des  coordonnees  a:,  z  d'un  point  et  des  derivees  j',  z ,  .  •  . ,  z^"^ 
prises  par  rapport  a  a?,  en  sorte  que  U  soit  racine  d'une  equation  alge- 
brique ayant  pour  coefficients  des  fonctions  entieres  de  a?,/,  z^y,  z\  .  .  . , 
y\  z^"\  Soit /ixn  de  ces  coefficients.  L'equation  f—o  est  evidemment 
invar iante,  c*est-a-dire  qu'un  changement  de  variables,  fourni  par  les  for- 
mules  d'une  substitution  homographique  arbitraire,  transforme  cette  equa- 
tion en  elle-meme.  La  fonction  fne  sera  pas  necessairement  un  invariant 
absolu;  mais  Teffet  du  changement  de  variables  sera  de  la  reproduire, 
multipliee  par  un  facteur.  Ce  sera  un  invariant  relatifou  simplement  un 
invariant.  On  est  ainsi  tout  naturellement  conduit  a  I'etude  des  simples 
invariants. 
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Dans  la  theorie  des  formes  algebriques,  cette  distinction  des  invariants  • 
ahsolus  et  relatifs  s'est  ofFerte  aussi  des  Tabord,  et  Ton  demontre  que  le 
facteur  par  lequel  tout  invariant  relatif  se  multiplie  est  une  puissance 
du  determinant  de  la  substitution.  L'exposant  de  cette  puissance  est  un 
nombre  caracteristique  de  Tin  variant;  on  le  nomme  le  poids.  Si  done  U, 
U'  sont  deux  invariants  ayant  respectivement  les  poids  p\  le  quotient 
U'^ :  U'''  est  un  invariant  absolu.  De  cette  proposition  fondamentale  resulte 
immediatement  que  le  nombre  des  invariants  relatifs  independants  sur- 
passe,  dans  chaque  cas,  d*une  unite  le  nombre  des  invariants  absolus.  Par 
exemple,  les  formes  binaires  quadratiques  on  cubiques,  n' ayant  pas  d'in- 
variant  absolu,  ne  peuvent  avoir  qu'un  invariant  relatif,  le  discriminant. 

Dans  la  theorie  actuelle,  des  circonstances  analogues  se  presentent.  J'ai 
recherche  la  forme  du  facteur  par  lequel,  dans  le  changement  de  variables, 
se  multiplie  tout  invariant  differentiel.  Ce  fecteur  a  la  forme  A^'B'^,  A  et  B 
etant  deux  quantites  independantes  de  Tin  variant,  et  /?,  S  deux  nombres 
ne  dependant,  au  contraire,  que  de  cet  invariant.  J'appelle  ces  nombres 
le  poids  et  le  degre.  II  est  alors  manifeste  qu'^cec  trois  imariants  dlffi- 
rentiels  on  peut  former  un  inmriant  absolu.  Car,  si  U,  U',  U'^  sont  ces 
trois  invariants,  caracteris^s  respectivement  par  les  nombres  (/?,  S),  (/?',  8'), 
(/,  ^'),  la  quantite  U^  ^*-^y  m'*^-<^^U'>^'-~^/''  est  un  invariant  absolu.  En 
consequence,  au-dessous  du  septieme  ordre,  il  ne  peut  exister  que  deux 
invariants  differentiels.  Ces  deux  invariants  se  trouvent  tres  aisement. 

A  partir  du  septieme  ordre,  voici  les  circonstances  qui  se  presentent. 
Pour  chaque  ordre  il  existe  deux  invariants  independants,  qui  sont 
lineaires  par  rapport  aux  d^rivees  de  I'ordre  le  plus  eleve  et  qui  meritent 
d'etre  dits  fondamentaux.  Effectivement,  on  demontre  que  tout  inmriant 
est  une  fonction  rationnelle  des  invariants  fondamentaux.  Cette  propo- 
sition est  digne  de  remarque;  elle  constitue,  a  mon  sens,  le  veritable 
caractere  distinctif  des  invariants  differentiels.  Dans  la  theorie  des  formes 
algebriques,  on  sait  a  priori^  comme  dans  celle-ci,  le  nombre  des  inva- 
riants independants,  mais  non  pas  le  nombre  des  invariants  en  fonction 
desquels  tons  les  autres  peuvent  s'exprimer  rationnellement.  Par  exemple, 
pour  les  formes  binaires  du  cinquieme  degr^,  il  n'y  a  que  trois  invariants 
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independants^  et  cependant,  commc  on  le  sait  depuis  la  decouverte  de 
r invariant  gauche,  due  a  M.  Hennite,  il  est  necessaire  de  prendre  qoatre 
invariants  pour  pouvoir,  par  leur  moyen,  exprimer  rationnellement  tons 
les  autres.  Au  contraire,  dans  la  tbeorie  des  formes  infinitesimales,  le 
nombre  des  invariants  independants  coincide  toujours  avec  celoi  des  imra- 
riants  rationnellement  distincts. 

Le  probleme  qui  consiste  a  definir  et  a  former  tous  les  invariants  diff^- 
rentiels  se  reduit  done  a  celui-ci  :  Former,  pour  cliaque  ordre  a partir  du 
septieme,  deux  invariants fondamentaux.  A  son  tour,  ce  dernier  probleme 
se  reduit  a  la  recherche  des  invariants  fondamentaux  du  septieme  ordre ; 
car  avec  ces  deux  invariants  et  les  deux  invariants  qui  les  precedent  on 
compose  deux  invariants  absolus.  Les  derivees  de  ces  derniers  fournissent 
deux  invariants  relatifs  du  huitieme  ordre,  qui  sont  fondamentaux.  Avec 
ces  derniers  on  repetela  meme  operation,  et  ainsi  de  suite. 

C'est  done  principalement  a  I'etude  des  invariants  jusqu'au  septieme 
ordre  inclusivement  qu'est  consacre  ce  Memoire,  dont  il  ne  me  reste  qu'a 
expliquer  succinctement  les  divisions. 

Dans  le  premier  paragraphe,  j'aborde  le  sujet  en  introduisant  les  inva- 
riants d'ordre  moindre  que  7. 

Dans  le  second ,  j 'expose  les  principes  generaux  de  la  theorie  et  je 
montre  qu'il  sufiit,  pour  Tachever,  de  connaitreles  invariants  du  septieme 
ordre.  C'est  a  la  recherche  de  ces  derniers  el  i  I'etude  de  leurs  propri^tes 
qu'est  consacre  le  troisieme  paragraphe. 

La  suite  du  Memoire  traite  de  diverses  questions  qui  s'ofTrent  tout 
naturellement.  Le  principe  de  dualite  s'applique  de  telle  sorte  qu'un 
invariant  exprime  en  fonction  des  invariants  fondamentaux  donne  lieu 
a  un  autre  invariant  dont  on  pent  imm^diatement  ecrire  ^expression. 
Cest  ce  que  j'expose  dans  le  §  IV. 

Toute  courbe  pent,  aux  environs  d'un  point,  etre  assimilee,  jusqu'aux 
elements  infinitesimaux  du  septieme  ordre  inclusivement,  a  la  courbe  a/?- 
harmonique.  L'introduction  de  la  courbe  anharmonique  osculatrice  donne 
une  image  geometrique  des  invariants  absolus  du  septieme  ordre.  Les 
questions  qui  concernent  ce  sujet  sont  traitees  dans  le  §  V. 
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Le  §  VI  est  conaacre  a  T  etude  des  proprietes  des  eqaations  differen- 
tielles  invariantes  au  point  de  vue  de  leur  integration. 

Enfin  les  §§  VII  et  VIII  sont  employes  a  des  applications  di verses,  dont 
la  principale,  qui  terroine  le  Memoire,  concerne  les  courbes  biquadra- 
tiques.  On  y  retrouve  un«  equation  differentielle  fort  curieuse  que  j'ai 
deja  rencontree  dans  deux  occasions,  notamment  en  etudiant  la  multipli- 
cation de  I'argumetit  dans  les  fonctions  ellip tiques. 


I.  —  Sua  l'invariant  dd  sixiIime  ordre  et  les  Equations  diff^ren- 

TIELLES  DES  CUBIQUES  GAUCHES, 

1.  Soit  une  courbe  (m),  lieu  du  point  m,  ayant  pour  coordonnees  Xy 
z.  Si  Ton  prend  les  derivees  par  rapport  a  a:,  TequationyV — z"y"=  o 
exprime  qu'au  point  m  le  plan  osculateur  de  la  courbe  (m)  est  station- 
naire.  A  un  autre  point  de  vue,  si  Ton  suppose  que  cette  equation  ait  lieu 
tout  le  long  de  la  courbe,  on  exprime  ainsi  que  la  courbe  est  plane.  De 
Tune  ou  de  Tautre  maniere,  on  voit  que  Tequation  traduit  une  propriete 
projective  et,  par  suite,  se  transforme  en  elle-meme  au  moyen  de  toute 
substitution  homographique.  Son  premier  membre  est  done  un  invariant 
differentieU  Je  le  designerai  par  la  lettre  w,  et  je  ferai 

C'est  le  premier  exemple  d'invariant  differentiel.  Je  vais  maintenant  en 
donner  un  second  exemple. 

Definissons  d  abord  une  notation  qui  sera  employee  dans  tout  le  cours 
de  ce  Memoire.  Je  poserai 

~  4.5.6..    /I  '  y"z'"—y"z"  ' 

n  etant  sup^rieur  ou  egal  a  4* 
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Ce  sont  ces  quantit^s  a,,,  i„  qui,  comme  on  !e  verra,  doiTcnt  ton  jours 
intervenir. 


2.  On  appelie  complexe  liniaire  la  collection  des  droites  de  Tespace 
telles  que  les  six  coordonnees  homogenes  de  chacune  d'elles  satisfassent  a 
une  meme  equation  lineaire  et  homogene.  Cette  equation  contient  six  coef- 
ficients. Remplacons  les  coordonnees  de  la  droite  par  celles  de  la  tangeute 
d'une  courbe  [m)  au  point  m,  puis  egalons  a  zero  les  cinq  premieres  deri- 
vees  du  premier  membre.  Entre  les  six  equations  ainsi  obtenues,  ^liminons 
les  coefficients  de  Tequation  du  complexe.  Nous  avons  ainsi  une  equation 
differentielle  qui,  supposee  satisfaite  tout  le  long  de  (m),  exprime  que  les 
tangentes  de  cette  courbe  appartiennent  a  un  m^me  complexe  lineaire. 
Pour  une  courbe  quelconque,  les  points  oil  cette  equation  est  satisfaite 
sont  ceux  en  chacun  desquels  six  tangentes  cons^cutives  appartiennent  a 
un  meme  complexe  lineaire.  Les  coordonnees  de  la  tangente  contenant  les 
derivees  premieres,  la  derivee  cinquieme  du  premier  membre  de  Tequation 
du  complexe  contient  les  derivees  du  sixieme  ordre.  L'equation  finale  est 
done  du  sixieme  ordre.  En  outre,  un  complexe  lineaire  est  une  forme  pro- 
jective. Done  Tequation  est  projective  elle-meme  ou  inmriante.  Son  pre- 
mier membre  est  done  un  invariant  differentiel  du  sixieme  ordre.  Je  le 
designe  par  la  lettre  if  et  je  le  forme  comme  il  suit. 

En  mettant  dans  T equation  du  complexe  les  coordonnees  de  la  tangente, 
j'ai  I'equation 

(2)    A  -h  B/4-  C2'+  D(aj'— j)  -f-  E{xz'~  z)  -h-  Fixz—z/)  =  o, 

oil  les  majuscules  representent  les  coefficients  a  eliminer.  Bien  que  le  calcul 
direct  soit  fort  simple,  je  Tabrege  de  la  maniere  suivante. 

Au  lieu  d'egaler  a  zero  successivement  les  cinq  derivees  de  (2),  on  pent 
remplacer  a:,  z  par  les  coordonnees  X,  Y,  Z  d*un  point  voisin,  deve- 
lopper  suivant  les  puissances  croissantes  de  (X  —  x)  et  egaler  a  zero  les 
coefficients  des  six  premiers  termes  du  developpement.  Pour  former  ce 
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developpement,  il  faut  utiliser  les  formules 

Y  =x  +/(X  ^/(X  -  xY  +  77^/'(X  -  xy  H- 

Z  =  z-\-z'{X  —  x)-h  —  z"{X  —  xV  +  — /'(X  —  xy  -h 

Prenons  de  nouvelles  coordonnees  Y,,  Z,,  en  posant 


Z,  =6 


y  fZ  -  .T  -  r'f  X -  x)  1  -  s'T Y -  r  - /(X  -  x)] 


(3)         ;  Y  —  a  ^^"rY-r-y(X~x)1-T^^rZ-^-V(X-a-)1 
[  X,  =  X  —  a?. 

Les  developpements  de  ces  nouvelles  quantites  sont,  d'apres  les  nota- 
tions (i), 

Z,  =  X,^  +  a,X:-f-a,XJ-u..., 

Si  Ton  tire  de  (3)  les  expressions  de  Y,  Z  pour  les  substituer  dans  (2), 
on  obtient,  au  lieu  de  (2),  une  equation  de  meme  forme,  oil  oc^f^  z  sont 
remplac^s  par  X,,  Y,,  Z,  et  ou  les  coefficients  sont  changes  en  d'autres 
A, ,  B, ,  ...  contenant  j,  j',  ....  Mais,  puisque  ces  coefficients  sont 
a  eliminer,  nous  pouvons  simplement  operer  sur  I'equation  (2)  elle-meme 
en  y  substituant 


(1) 


z  =  0?'  +  a^x"^  +  a^x^  -4-  a^x^  H-  .  .  . , 
y  =  x^-h  bj,x*  +  bj,x^  +  b^x^  + .  .  . . 


^galant  successivement  a  zero  les  coefficients  des  divers  termes  jusqu'a  x* 
inclusivement,  j'ai 

A  =  o,    B  =  o,  3G  +  D  =  o, 

4a^G  -T-  2E=  o, 
5a,C  ^^b,D^  3a,E  4-  F  =  o, 
6a.C  +      D  +  /ia^  E  4-  2a,  F  =  o , 
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d'ou,  par  r elimination,  Tequation  dont  le  premier  membre  est  rinvariant 
differentiel  cherche  if  : 

(5)  <^  =  ^5  —       —  Sa^ttj  +  3a^&^  +  2aJ. 

D'apres  la  definition  des  symboles  b„,  la  quantite  if  devient  entiere  si 
on  la  multiplie  par  u^.  Comme  u  est  un  invariant,  cette  multiplication  ne 
trouble  pas  la  propriete  d'invariance.  Ainsi  est  un  invariant  differen- 
tiel entier. 

En  resume,  la  quantitS  definie  par  V equation  (5),  est  un  invariant 
differentiel.  L equation  ifz=oest  Inequation  differentielle  a  laquelle  satis- 
fait  toute  courbe  dont  Ics  tangentes  appartiennent  a  un  meme  complexe 
lineaire. 

3.  Au  nombre  de  ces  courbes  est,  comme  on  le  sait,  la  cuhique  gauche ^ 
la  plus  simple  de  toutes  les  courbes  gauches  algebriques.  Ce  fait  se  verifie 
immediatement  ici.  II  suffit  de  prendre  les  equations  de  la  courbe  sous  la 
forme  r  laquelle  on  pent  tou jours  les  reduire  par  un 

choix  convenable  des  plans  coordonnes,  y  compris  le  plan  de  Tinfini,  ce 
qui  est  permis  a  cause  de  la  propriete  d'invariance  qui  appartient  a  I'equa- 
tion  ^^  =  0.  Or,  dans  cette  hypothese,  toutes  les  quantites  a„,  se 
reduisent  a  zero.  II  en  est  de  meme  de  la  quantite  v.  La  verification 
est  doncfaite.  La  cubique  gauche  contient  douze  arbitraires.  L'ellmination 
de  ces  arbitraires  conduit,  en  consequence,  a  deux  equations  differentielles 
du  sixieme  ordre,  qui,  prises  simultanement,  ont  leur  integrale  generale 
representee  par  les  equations  d'une  cubique  gauche  quelconque.  L'une 
de  ces  deux  equations  difFerentielles  est  v  =  o.  Nous  nous  proposons  de 
trouver  la  seconde. 

Pour  faire  ce  calcul,  on  peut  proceder  d'une  maniere  analogue  a  celle 
qui  vient  d'etre  employee  dans  le  probleme  precedent.  Soient 

/(X,Y,Z)=o    et    (p(X,Y,Z)  =  o 

les  equations  generales  d'une  cubique.  Substituant  dans  ces  equations  les 
developpements  de  Y,  Z  et  egalant  a  zero  les  coefficients  des  divers  termes 
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jusqu'au  sixieme  ordre  inclusivement,  on  eliminera  ensuite  les  arbitraires 
y,  (p,  qui  sont  au  nombre  de  douze,  et  Ton  aura  ainsi  les  deux  equations 
differentielles  cherchees.  Au  lieu  de  faire  le  ealeul  ainsi,  introduisons  les 
variables  X,,  5  Z,.  L'ensemble  des  deux  equations  f=o,  (p  =  o  ne 
change  pas  de  forme  et  devient 

^,(X,,Y,,Z,)  =  o,  <p,(X,,y,.Z,)=.:.o; 

les  coefficients  de  /j,  (p,  different  de  ceux  de y,  <p.  Mais,  comme  ils  sont  a 
eliminer,  il  n'est  pas  besoin  de  se  preoccuper  de  leur  composition.  En 
resume,  on  pent  operer  ainsi  :  prendre  les  deux  equations  d'une  cubique 
gauche,  y  substituer  au  lieu  de  /,  z  les  developpements  (4)  et  egaler  a 
zero  les  coefficients  des  termes  jusqu'au  sixieme  ordre  inclusivement. 

On  voit,  en  premier  lieu,  qu'il  faut  prendre  pour  ce  calcul  les  Equations 
d'une  cubique  passant  a  I'origine  des  coordonnees.  Ces  equations  peuvent 


s'ecrire 


d'oii  Ton  deduit 

[p  —  cl)xy  -h        -f-  fyz  —  qx"  —  (fxz  —  fx  --^  o, 

{p  —  r^')xz  +  p'yz  -h p'^z''     p"'z  —  rx'  —  r^xy  ~  r'"x  o, 


equations  que  j'ecris,  en  changeant  les  notations, 
avec  les  conditions 

/  1-   Sl  —  JL 

w)  Ct  ~  1), 


kxy  H-  Bj^  H  Gyz  Dj  h-  l^x^  +  Vxz  +  Gx  =rr  o, 
K,XZ'^  B.jz-hG.zM-  D,s-h  E,.r'  -h  ¥ ,xy -\-G,x  ^  o, 


En  substituant  dans  (6)  les  developpements  (4)  et  egalant  a  zero  les 
coefficients  des  termes  jusqu'au  sixieme  ordre,  je  determine  les  rapports 
des  coefficients  des  deux  equations  (6);  les  portant  ensuite  dans  (7), 
j'aurai  les  deux  relations  cherchees. 
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Voici  ce  que  devient  la  premiere  des  deux  equations  (6),  d'abord  sous 
forme  de  determinant,  puis  developpee  : 


J* 

yz 

3CZ 

I 

o 

1 

o 

I 

K 

a* 

K 

=  o. 


(8) 


{b,  —  a,h^  —  a, b,  -^a\h,)  {f  +  a,yz) 

—  (ftg  —  a^^j  +■  2b])xz  —  o. 
La  seconde  equation  (6)  devient  de  meme 


xy —  a^xz 


a. 


a: 


(9) 


yz 
I  o 

(a4  -hb,—  a^)  {yz  a,z^) 

H-  (Sa^ttg —  2al —      b^  +  b^  —  aJz^H-z  —  xy  —  aj^xz  —  o. 


b. 

-b. 


La  combinaison  ==       faite  avec  les  equations  (7),  conduit 

maintenant  a 

—  Sa^a^ -H.3a^6^H-  2aJ, 


o  =  a« 


ce  qui  est  precisement  Tequation  v  =  0.  En  second  lieu,  la  combinaison 
B      D  J 

b;  =  d;  ^^""^ 

(10)    w  =  feg  —    ^5  —  4«5  ^4  +  4«J  ^4  —  2    flj  +  2  &  J  -t-     H-  aj  =  o ; 

c'est  la  seconde  equation  demandee.  En  resume,  V equation  v  —  o^  jointe 
a  I' Equation  (10),  constitue  le  systeme  des  equations  differentielles  des 
cubiques  gaudies.  En  outre,  si  dans  les  equations  (8)  et  (9)  on  remplace 
Xy  yj  z  par  X^,  Y,,  Z,  definies  au  moyen  des  relations  (3),  ces  equa- 
tions (8),  (9)  representent  la  cubique  gauche  osculatrice  d'une  courbe 
quelconque  en  un  point  donnS. 

II  est  essentiel  de  remarquer  que,  si  le  systeme    =  o,  (v  =  o,  est  inva- 
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riant,  rien  ne  prouve  jusqu'a  present  que  w  —  Oy  envis^gee  seule,  soit 
invariante.  On  verra  bientot  qu'il  n'en  est  rien.  L'effet  d'une  substitution 
homographique  est  de  changer  cette  equation  en  une  autre,  de  la  forme 
wH-     =  o. 

4.  Dans  les  deux  questions  qui  viennent  d'etre  traitees,  j'ai  introduit, 
pour  faire  le  calcul,  les  variables  ,  Y, ,  Z,  definies  par  les  equations  (3). 
Ce  procede  a  eu  pour  consequence  de  mettre  immediatement  en  evidence 
que  les  equations  cherchees  contiennent  uniquement  les  quantites  a„,  b^. 
Pareille  circonstance  se  reproduira  manifestement  pour  toute  equation  ou 
tout  systerae  de  deux  equations  jouissant  de  Tinvaiiance  non  seulement 
dans  les  substitutions  homographiques,  mais  encore  dans  les  substitutions 
moins  generales,  de  la  forme 

X  a;  H-  A 

(ii)  J     aj-f- H- +  S  . 

z    cly  -h  p  z  +  7^07 

En  effel,  la  substitution  qui  consiste  a  remplacer  X,  Y,  Z  par  X,, 
Y, ,  Z^  est  de  cette  forme  (i  i).  On  a  done  le  droit  de  Teffectuer  sans  trou- 
bler  Tequation  invariante  que  Ton  envisage  entre  les  coefficients  des  deve- 
loppements  de  Y,  Z,  et  Ton  pent  dire  que  toute  equation  differentielle 
invariante  pour  les  substitutions  ( 1 1 )  consiste  en  une  relation  entre  les 
seules  quantites  definies  par  les  relations  (i).  On  retrouvera  bientot 
cette  proposition  d'une  autre  maniere,  dans  le  paragraphe  suivant,  sans 
considerer  les  developpements  en  serie. 

II.  —   GiNERALITES  SUR  LES  INVARIANTS  DIFFERENTIELS. 

5.  Soient  ^,  >i,  ^,  o)  trois  polynomes  du  premier  degre  : 

^  =  ax  -\-       -\-  yz 

n       a!x  H-  p'j  -r  y'z  +  8", 

c=o^"x+fy-\^y'"z-\-t". 
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On  definit  la  liaison  entre  z  et  tiois  autres  variables  X,  Y,  Z  par 
les  relations 

(12)                                      Xr:=i,  Y=:=^  Z=^>. 

^       '                                                             Ot)  Ci)  Ci) 

La  substitution  qui  conduit  du  systeme  X,  Y,  Z  au  systeme  a?,  j^',  zest 
dite  homographique.  Son  inverse  est  egalement  homographique.  Le  produit 
de  deux  substitutions  homographiques  est  aussi  une  substitution  homo- 
graphique. 

Si  Y,  Z  sont  envisagees  comine  des  fonctions  de  X,  les  formules  (12) 
definissent  un  changement  de  variables,  oil  je  considererai  x  comme  la 
nouvelle  variable independante.  Soit /'(X,  Y,  Z,  Y', .  .  . ,  Z^"^)  unefonction 
entiere  des  variables  primitives  et  de  leurs  derivees.  Considerons  Tequa- 
tion y=  o,  et  transformons-la  par  la  substitution  (12).  Mettons  de  meme 
Tequation  transformee  sous  forme  entiere.  La  fonction  f  sera  dite  un  ima^ 
riant  differ entiel  si  cette  trans/ormce  ne  differ e  de  V equation  f=  o  que 
par  le  cliangement  des  lettres,  c'est-a-dire  si  cette  transformee  peuts'i- 
crire 

^uels  que  soient  les  coefficients  a,  .  .  .  de  la  substitution.  II  exisle  des 
invariants  differentiels ;  on  en  a  vu,  dans  le  paragraphe  precedent,  deux 
exemples,  u  et  u^v.  Dans  le  paragraphe  actuel,  je  rechercherai  les  pro- 
prietes  que  cette  definition  met  en  evidence. 

6.  Theoreme  I.  —  Un  ini^ariant  dijferentiel ne  contient  ni  les  variables 
elles-memes  ni  les  derivees  premieres. 

EfFectivement  :  1**  La  substitution  particuliere 

X  =  a;-f-8,    Y=j,  Z==z 

n'altere  que  X.  II  est  done  evident  que  Tinvariant  fne  peut  contenirX. 
2**  La  substitution  particuliere 

X  =  x,    Y=j  +  S',    Z  =  z 

n'altere  que  Y.  Done  fne  contient  pas  Y.  De  menie,/*ne  contient  pas  Z. 
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3*"  La  substitution 

X  —  X^    Y  =  a'ar+j,  Z=s 

n'allere  que  Y  et  Mais,  puisque  Y  ne  figure  pas  dans  cette  substi- 
tution n'altere  qu'une  seule  lettre  Y'  en  la  remplacant  par/'  -t-  oc.  Done  Y' 
ne  figure  pas  dans /.  De  meme  a  Tegard  de  Z'. 

Theoreme  II.  —  Un  inmriant  differentiel  est  une /onction  homogene 
des  determinants  binaires  tels  quey'"^z^"'  —  y'z^'"K 

Considerons,  en  effet,  la  substitution 

x  =  a.,  Y  =  [,y^yz,  z=p"j-^-/z, 

d'oii  resulte 

La  fonction  /  ne  contient  que  les  systemes  de  variables  (Y'^Z'^), 
(Y^^',  Z'^'),  ,  .  . ,  transformes  tous  simultanement  par  cette  derniere substi- 
tution. Le  theoreme  enonce  est  done  une  consequence  d'un  theoreme  fon- 
damental  relatif  aux  formes  binaires. 

Si  Ton  envisage  le  determinant  binaire  y'^z^"^  —  y)^;^"')  comme  une 
figure,  chaque  terme  d'un  invariant  entier /^contient  un  nombre  de  figures 
qui  est  le  meme  pour  tous  les  termes  de  Tinvariant.  Ce  nombre  sera  dit  le 
degre  de Tinvariant.  Ainsi,  Tinvariant  u  [if  i)  est  du  premier  degre.  Tin- 
variant  u^if  (n**  2)  est  du  troisieme  degre. 

CoROLLAiRE.  —  Le  quotient  d'un  invariant  differentiel  entier  de  degr6  S 
par  est  une  fonction  entiere  des  quantit4s  a„,  definies  par  les  equa- 
tions (i). 

En  effet,  Tidentitc 
pent  s'ecrire 

   =  ^nb,n   «m*«> 

1. 2...  m.  1.2...  At  U  "  "* 

ce  qui  demontre  la  proposition  annoncee. 
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Theoreme  III.  —  La  somme  des  indices  de  derimtion,  dans  un  meme 
terme  d*un  invariant,  est  constante pour  tons  les  termes  de  cet  inmrinnt. 

C'est  ce  que  fait  voir  immediatement  la  substitution  particuliere 

(i3)  X'^CKX,    Y=j,    7u  =  z. 

Cette  somme  constante  sera  dite  le  poids  de  T  invariant.  L' in  variant  est 
dupoids  5,  rinvariant  wVest  du  poids  i8. 

Attribuons  a  a„  et  a  b„  les  poids  respectifs  n  —  3  et  n  —  2.  Soit  d  le 
degre  et  soit  p  le  poids  d'un  invariant  y.  D'apres  le  corollaire  ci-dessus, 
on  pent  mettre /sous  la  forme  w''(p,  ou^  est  une fonction  entiere  des  quan- 
tites  a„,  b,^.  Soit  alors 

cp^lAa^a^'.  .  .b,b^,.  .  .; 

on  aura 

l{n  ~  3)     l{v  —  2)  =  p  —  5d  ^  g. 

Ce  nombre  q  pent  etre  envisage  comme  le  poids  de  cp  si  a  la  definition 
precedente  du  poids  on  substitue  celle-ci,  qui  concorde  quand  T invariant 
est  entier  :  Le  poids  d'un  inmriant  est  Vexposant  de  la  puissance  de  la 
constante  a  par  laquelle  se  multiplie  V invariant  quand  on  effectue  la  sub- 
stitution  imerse  de  {i3). 

Dans  la  plupart  des  invariants  que  nous  rencontrerons  par  la  suite,  il 
existe  pour  chaeun  un  terme  ne  contenant  que  la  figure  a^.  Comme  le 
poids  de  cette  figure  est  Tunite,  le  degre  auquel  elle  entre  dans  ce  terme 
est  le  poids  de  Tin  variant.  C'est  ainsi  que  dans  existe  le  terme  aaj,  qui 
met  en  evidence  le  poids  de  ^,  egal  a  3. 

Le  poids  et  le  degre  sont  caracteristiques  pour  chaque  invariant.  C'est 
par  eux  que  se  distingue  le  facteur  qui,  dans  toute  substitution  homo- 
graphique,  vient  multiplier  chaque  invariant.  Je  vais  le  montrer  en  re- 
cherchant  TefFet  d'une  substitution  homographique  generale,  definie  par 
les  formules  (12). 

7.  J'emploie  pour  les  determinants  la  notation  usitee,  qui  consiste  a 
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placer  entre  parentheses  les  termes  diagonaux,  et  je  mets  en  indice  la 
variable  independante  par  rapport  a  laquelle  sont  prises  les  derivees. 
Cela  pose,  et  ^c,  v  designant  deux  variables  quelconques,  fonctions  Tune 
deTautre,  on  a 

(e,tv'o,--=(^y"(5/r»'"0.+-(^(|)"*'$(5-r 

le  reste  R  se  composant  d'une  somme  de  termes  dont  chacun  ne  contient 
les  derivees  de  ^,  ^,  a>  que  jusqu'a  Tordre  {n  —  2)  au  plus  et  les  deri- 
vees de  V  que  jusqu'a  I'ordre  {n  —  2)  egalement. 

On  a  aussi,  A  designant  une  fonction  quelconque  de  la  variable, 

ou  R,  est  compose  d'une  maniere  analogue  a  R  relativement  aux  derivees 
<lc  0»  ">     ®    ^'       deux  formules  donnent  ensemble  celle-ci  : 


[(X5)(X«)'(X0"{Xa,) 


oil  ^ne  contient  les  derivees  def,        o),  v,  A  que  jusqu'a  I'ordre  (n  —  2). 

Si  D  designe  le  determinant  des  coefficients  de  ^,  ^,  co  (n^  5),  on  a 
d'ailleurs 

(e«'CV").  =  -D(a;yz'"'), 

Faisons  maintenant 

/^"X,    v  =  .r,    A  =-7 


Ci) 


et  la  formule  deviendra  la  suivante  : 

(,4)  (Y.z..i.=Dj^"^9;p,j(vv-.),+[M»-.);-"-'^fE^^]Cr'«'--").j+R..,, 

dans  le  second  membre  de  laquelle  toutes  les  derivees  sont  prises  par  rap- 
port a  x\  R„_2  ne  contient  aucune  derivee  au-dessus  de  Tordre  {n  —  2). 
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En  derivant  une  fois  la  formule  (i4)i  on  obtient  cette  autre, 

(,  5)  (Y»Z"),=  D  j  3  O'z'-l  j  +  S._„ 

dans  laquelle  S„_,  ne  contient aucune  derivee  au-dessus  de  Tordre  {n  —  i). 
II  importe,  en  outre,  d'observer  que  lesrestes  K„_^  et  S„_,  ne  contiennent 
en  denominateur  que  co  et  (o)^' — 

Pour  n  =  3,  la  formule  (i4)  se  borne  rigoureusement  a 

dans  laquelle  w  est  Tinvariant  {y^' 'd" —  ^y),  et  U  ce  meme  invariant  oil 
les  petites  lettres  sont  remplacees  par  les  grandes.  L' equation  (ijS)  verifie 
la  propriete  d' in  variance  de  la  fonction 

Introduisons  les  quantites  a^,,  et  employons  les  notations  A^,  pour 
les  quantites  analogues  composees avec  X ,  Y,  Z.  Entenantcomptede(i6), 
je  transforme  alors  les  equations  (i4)  et  (i5)  en  les  suivantes  : 

(•7)   A„=(^^^^;3^,j    Y^+]^n-'i)-  _-^^Ja„_.j+R„_„ 

(^8)  B„=(^-^,y->„-(^'-^>„]-HS„_,, 

ou  j'ai  conserve  les  memes  lettres  pour  les  restes,  bien  qu'ils  soient  mo- 
tlifies,  tout  en  gardant  les  memes  definitions.  Telles  sont  les  formules 
dont  je  vais  faire  usage.  On  y  remarquera  que  les  exposants  du  facteur 

oj^^— ^^^^  pi'ecisement  les  poids  de  (n**  6). 

8.  Considerons,  comme  il  a  ete  explique  au  n**  6,  un  invariant  mis  sous 
la  forme  (p,  c'est-a-dire  reduit  aune  fonction  des  quantites  h^.  Mettons-y 
les  majuscules,  designons-le  alors  par  la  majuscule  4>.  Prenons,  dans  cet 
invariant,  la  partie  ,du  plus  haut  degre  en  A^,  B^,  et  supposons  d'abord 
que  cette  partie  se  reduise  a  un  terme  contenant  la  seule  lettre  A„.  Soit 
done 

(t)  =  \FA,';4-0, 
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oil  ¥  et  0  sont  d'ordre  moindre  que  n.  Soil  4i  ce  que  devient  W  par  les 
substitutions  (17),  (18) ;  soit  <p^  ce  que  devient     On  aura 

oil  &  est,  comme  0,  une  fonction  d'ordre  moindre  que  /i.  Par  hypothese, 
0  est  un  invariant.  Done,  par  definition,  Tequation  <p,  =  o  doit  coincider 
avee  Tequation  ^  =  0,  qu'on  obtient  en  changeant  simpiement  les  letlres 
dans  0,  e'est-a-dire  avec  I'equation 

4a^:+fl=o. 

De  la  composition  de  4>  4m     ^>  contiennent  pas  les  derivees 

d'ordre  il  resulte  que  les  premiers  membres  de  ces  deux  equations  sont 
entre  eux  dans  le  rapport  des  coefficients  de  a^.  Done 

Mais,  suivant  une  remarque  anterieure,  ne  pent  contenir  en  denomina- 
teur  que  at  et  [an^ —  ^ca).  On  pent  d'ailleurs,  sans  troubler  la  generalite, 
supposer  (p  indecomposable  en  facteurs.  Done  4  est  un  facteur  de  4i  •  Done 
I'equation  T  =  o  se  transforme  en  elle-meme  4  =  0.  Done  4  est  un  inva- 
riant. Le  cas  oil  4  serait  une  simple  constante  n'est  pas  exclu. 

^tendons  maintenant  ce  resultat  au  cas  general,  et  envisageons  a  cet 
effet,  dans  un  invariant  4>,  la  partie  du  degre  le  plus  eleve  en  A^,  con- 
sideres  a  la  fois.  Ordonnons  suivant  les  puissances  decroissantes  de  B„  et 
soit  ainsi 

<b = ^KK+  FAr 'Br'+ GAr '■^'^Br'-v ...-+-  h, 

oil  je  suppose  E,  F,  G,  ...  d'ordre  moindre  que /i,  etH  de  degre  moindre 
que    +  V  en  A„,  B„  et  d'ailleurs  d'ordre  non  superieur  a  n. 

Comme  precedemment,  je  designerai  par  une  majuscule  ou  une  minus- 
cule la  meme  fonction  suivant  qu'on  y  mettra  X,  Z  ou  j::,  z.  La 
meme  lettre,  affectee  de  I'indice  1,  representera  cette  meme  fonction 
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transforniee  par  la  substitution  (17),  (18).  Pourabreger,  posons 


D'apres  ces  notations,  la  fonction  transformee  de     (p^  sera 

oil  4  est,  comme  H,  de  degre  moindre  que  +  v  par  rapport  aux  deri- 
vees  d'ordre  n.  lei  encore,  en  vertu  des  hypotheses,  les  equations  ^  =  o 
et  =  o  doivent  coincider.  Or,  une  fonction  des  deux  lettresy"\  z^"^  ne 
pent  que  d'une  maniere  etre  mise  sous  forme  d'une  fonction  des  deux 
lettres  II  faut  done  que  <p  et  (f>^  soient  dans  le  meme  rapport  que 

les  coefficients  des  termes  en  aj^bl  de  partet  d'autre.  J'en  conclus,  comme 
precederament,  que  e  est  un  invariant.  Done  : 

Theoreme  IV.  —  Dans  un  inmriant  differentiel  d'ordre  n^  si  Von 
prend,  parmi  les  termes  du  phis  haut  degre  en  a„,  simultanement,  celui 
qui  est  du  plus  haut  degr4  en  le  coefficient  de  ce  terme  est  lui-meme 
un  invariant  (ou  un  facteur  numerique). 

Get  enonce  comprend  les  deux  cas  examines  separement.  On  verrait 
de  meme  que  le  coefficient  du  terme  du  plus  haut  degre  en  cette  lettre 
Stant  consideree  isolement,  est  aussi  un  invariant  differentiel  (ou  un  fac- 
teur numerique). 

Du  theoreme  IV  je  vais  conclure  aisement  le  suivant,  qui  resout  le  pro- 
bleme  actuel. 

Thi^oreme  V.  —  Quand  un  inmriant  differentiel  est  riduit  a  la  forme 
d'une  fonction  des  quantites  A„,  B„,  si  q  est  alors  son  poids,  Veffet 
d'une  substitution  homographique  (12)  est  de  le  reproduire  multipli^  par 

(  \\ 
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EfFectivement,  la  substitution  homographique  a  pour  effet  de  multiplier 
rinvariant  $  precedent  par  le  rapport  €^:e  et,  en  outre,  par  le  faeteur 

;>  eleve  a  une  puissance  egale au  poids  de  aftb^.  Soit     le  poids  de 

cette  quantite  ;  alors  e  est  du  poids  g  —  si  q  est  celui  de  Done,  si  la 
proposition  est  vraie  pour  Tinvariant  E,  elle  est  exacte  pour  I'invariant 
Comme  E  est  d'ordre  moindre  que  on  reduit  par  la  I'ordre  de  I'inva- 
riant  pour  lequel  le  theoreme  est  a  prouver.  On  pent  le  reduire  jusqu'a 
zero,  c'est-a-dire  etre  ramene  au  cas  oil  il  s'agit  d'une  simple  constante, 
cas  pour  lequel  la  proposition  est  evidente.  Le  theoreme  V  est  done 
prouve. 

COROLLAIRES. 

I.  Quand  un  inmriant  differ  entiel  est  mis  sous  une  forme  quelconque, 
si  d  est  son  degre  et  p  son  poids ^  V effet  d* une  substitution  hx)mographique 

est  de  le  reproduire  multiplie  par  le  faeteur  D"^ 

C'est  ce  qui  resulte  immediatement  du  corollaire  du  theoreme  II  (n**  6) 
et  de  TegaHte  (16). 

II.  La  somme  de  deux  inmriants  d'un  meme  degre  et  d'un  meme  poids 
est  encore  un  invariant;  leur  quotient  est  un  invariant  absolu. 

III.  ^vec  trois  inmriants  on  peut  former  un  invariant  absolu.  Car,  si 
ces  trois  invariants  ^,  ,  (pj  ont  respectivement  pour  degres  et  pour  poids 
rf,  d^,  d^y  p,  p,^  p^,  la  quantite  (pP^^t-'Pt'^^<pP^^^'-p^*(pP^-p^^  est  de  degre  et  de 
poids  zero.  C'est  done  un  invariant  absolu. 

IV.  Tout  invariant  d'ordre  moindre  que  7  se  reduit  a  u'^v''.  Car,  si  ^  est 
un  invariant,  on  peut  former  un  invariant  absolu  de  la  forme  w"*p"(p*.  Mais 
il  n'existe  aucun  invariant  absolu  d'ordre  moindre  que  7.  Done  I'inva- 
riant  absolu  en  question  est  une  simple  constante,  ce  qui  demontre  la  pro- 
position. 

Quand  on  a  reduit  les  invariants  a  ne  contenir  que  les  lettres  a„,  ih 
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sont  alors  du  degrc  zero,  et,  sous  cette  restriction,  la  somme  de  deux 
inmriants  d'un  meme poids  est  un  invariant;  leur  quotient  est  un  invariant 
absolu.  Si(pet(p^  sont  des  invariants  des  poids  respectifs  q^q^  ^ 
tient  qf't  :  (p'J  est  un  invariant  absolu.  Ces  enonces  cancordent  avec  les  pre- 
cedents en  ce  sens  que  la  reduction  des  invariants  a  la  forme  citee  exige 
I'emploi  prealable  d'lin  invariant  supplementaire  u. 

Dans  toute  la  suite  de  ce  Memoire,  je  supposerai  toujour s  les  invariants 
reduits  a  des  fonctions  de  a^,  b„. 

9.  Voici  une  nouvelle  proposition  generale  d'une  grande  utilite  pour 
cette  theorie. 

THEonfeME  VI.  —  Si  ^  et     sont  deux  invariants  d'un  meme  poids  {et 
de  degre  zero)  et  <p',      leurs  derivees,  la  quant ite  (<p4' — 4^') 
invariant. 

EfFectivement,  le  quotient  cp :  4  est  un  invariant  absolu ;  T equation 
qu'on  obtient  en  egalant  ce  quotient  a  une  constante  arbitraire  est  done 
invariante,  et  par  suite  aussi  est  invariante  Tequation  ^4' —  4^  ^= 
resulte  de  Felimination  de  cette  constante  arbitraire. 

Ce  qu'il  importe  de  remarquer,  c*est  que  Tordre  n  du  nouvel  invariant 
surpasse  d'une  unite  Tordre  le  plus  eleve  de  (p,  4>  derivees 
d'ordre  n  ny  entrent  que  lineairement.  En  outre,  cet  invariant  est  lui- 
meme  du  degre  zero  comme  ^,  4      est  exprime  par  les  quantites  a„,  h^. 

J'appellerai  invariant  lineaire  d'ordre  n  tout  invariant  qui,  etant  de 
cet  ordre,  ne  contiendra  a„j  b„  que  lineairement. 

Voici  une  consequence  du  theoreme  V  : 

/4u  moyen  de  deux  invariants  du  septieme  ordre,  on  pourra  trouver 
deux  suites  d' invariants  lineaires  comprenant  chacune  un  invariant  de 
chaque  ordre  au-dessus  de  8. 

Soient,  en  efFet,  s^,t^  ces  deux  invariants,  que  je  suppose  de  poids  (t,  t 
et  de  degre  zero,  bien  entendu.  Au  moyen  de  ['invariant  v  qui  est  du 
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poids  3,  on  formera  les  deux  invariants 

qui  sont  lineaires  et  du  huitieme  ordre,  et,  en  outre,  des  poids  a-'-h^^ 
T  -f-  4*  On  formera  ensuite 

(ao)      ..  =  i(..;_l:^ ^.  =  i(.*;_l±i,v,), 

qui  sont  lineaires  et  du  neuvieme  ordre,  et  ainsi  de  suite. 

10,  C'est  done  a  la  recherche  des  invariants  s^^  que  se  trouve  reduite 
la  decouverte  des  invariants  de  tous  ordres,  comnie  je  vais  bientot  le 
niettre  en  evidence.  Mais  je  vais  d'abord  faire  voir,  comme  consequence 
du  theoreme  VI,  qu'//  existe  deux  inmriants  lineaires  du  septleme  ordre. 

Soit  h  un  invariant  du  septieme  ordre,  que  je  suppose  du  degre 
en  tty,       et  du  poids  q.  L'in variant  forme  comme  .^g,  c'est-a-dire 

{^h' —  3^^'^'  huitieme  ordre  et  lineaire;  on  peut  done  Fecrire 

h^b^-\-  ga^-h  oil  h^j  k  sont  d' ordre  moindre  que  8.  II  est  en  outre 
visible  que,  si  A,  n'est  pas  nul,  il  est  du  {n  —  i)'*°*  degre  en  a^^b^.  Si 
est  nul,  ces  conclusions  s'appliquent  a  g.  Mais,  d'apres  le  theoreme  IV, 
A,,  s'il  existe,  ou  g^  dansTautre  cas,  est  un  invariant.  Done,  de  h  on  peut 
deduire  un  autre  invariant,  A,  ou  g*,  du  septieme  ordre  etdu  [n  —  i)**"*  de- 
gre en  a^^b^.  Done  enfin,  de  h  on  peut  deduire  un  invariant  lineaire  du 
septieme  ordre. 

Or  les  principes  generaux  revelent  Texistence  de  deux  invariants  du 
septieme  ordre  distincts  eotre  eux.  On  en  conclura  done  deux  invariants 
lineaires  de  cet  ordre.  II  resterait  a  montrer  que  ces  derniers  sont  aussi 
distincts  entre  eux,  mais  je  ne  m'y  arrete  pas  ici ;  ces  invariants  seront 
trouves  explicitement  au  paragraphe  suivant. 

Soient  A,  k  deux  invariants  lineaires  du  septieme  ordre  et  distincts  entre 
eux,  c'est-a-dire  telsqu'il  n'existe  aucune  relation  identique  entre  A,  k^  v. 
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L'un  d'eux  au  moms  contient  la  figure  b^^  car,  si  Ton  avait 

h  =  (pa^      9,    k  —  H- 

(p,  4>  ^5  ^  etant  d'ordre  moindre  que  7,  alors  cp,  4  seraient  des  invariants 
et  4^  —  serait  aussi  un  invariant  (theoremes  IV  et  V),  mais  d'ordre 
moindre  que  7.  Les  invariants  k  etant  censes  reduits  au  degre  zero,  eette 
combinaison  ne  pourrait  done  etre  qu'une  puissance  de  v.  II  en  est  d'ail- 
leurs  de  meme  de  (p,  4-  aurait  done  une  relation  identique  entre  A,  A,  f^, 
ce  qui  est  contre  Thypothese. 

Par  un  raisonnement  analogue,  on  voit  qu'on  pent  faire  disparaitre 
d'une  combinaison  lineaire  faite  avec  A,  A,  supposes  contenir  tons  deux 
cette  lettre.  On  est  done  conduit  a  envisager,  pour  les  deux  invariants  du 
septieme  ordre,  les  formes  suivantes  : 

(21)  s,=  vf'a,  +  0,       =  v'b,  +  4a,  +  a, 

oil  9,  4>  ^  s6nt  des  quantites  d'ordre  au  plus  egal  a  6,  et  ^,  v  des  expo- 
sants  entiers  et  positifs.  Ces  deux  formes  sont  egalement  caracteristiques , 
car  on  voit  aisement  qu'aucune  combinaison  nouvelle  de  et  v  ne  peut 
acquerir  une  quelconque  de  ces  deux  formes. 

Le  caractere  qui  distingue  les  deux  invariants  s^^     se  retrouve  dans  les 
variants  qu'on  en  deduit  par  les  formules  (19),  (20)  et  les  simi- 

laires.  Pour  le  reconnaitre,  formons  les  derivees  des  quantites  II 
sufBt  de  remonter  a  leur  definition  (page  5)  pour  trouver 

(  (^n  =  {n-^i)a^^,  —  ^b^  —  ^a,a„, 
^^""^  i  K  =  [n^^)b^^-^b,a^, 

Grace  a  ces  tormules,  il  devient  evident  qu'on  a  , 

oil  9^,     sont  d'ordre  (/^  —  1)  au  plus,  et  4  1^  meme  que  dans  (21). 

Les  invariants  f„  seront  dits  les  imariants  fondamentaux  d'ordre  riy 
s,^  de  premiere  espece,  t„  de  seconde  espece. 
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11.  Voici  maintenant  la  proposition  qui  fait  voir  Tutilite  de  ces  inva- 
riants fondamentaux  : 

Thi^oreme  VII.  —  Tout  inmriant  differentiel  d'ordre  n  est  exprimable 
rationnellement  en  fonction  des  inmriants  fondamentaux  d'ordre  n  et 
d'ordre  moindre,  ainsi  que  de  V inmriant  9.  Sicet  inmriant  est  une  fonc- 
tion entiere  des  quantites  a^y  h^^  la  fonction  rationnelle  qui  le  represents 
ne  contient  en  denominateur  quune  puissance  de  v. 

Soit  (p  Finvariant  envisage.  Considerons-y,  comme  au  n**  8,  la  partie 
du  plus  haut  degre  en  et  dans  cette  partie  le  terme  du  plus  haut 

degre  en      Soit  fa!^^b^n     terme,  et  considerons  la  combinaison 

oil  je  suppose  A  —  a(/^  +  /i  —  7)H-P(7  H-^  —  7)-  Cette  combinaison  <p, 
est  un  invariant  d'ordre  n  comme  cp,  mais  dans  lequel,  sans  que  le  degre 
en  se  soit  eleve,  le  terme  mis  a  part  a  disparu.  En  repetant  sur 

une  combinaison  analogue  et  ainsi  de  suite,  on  finira  par  faire  disparaitrc 
entierement  les  termes  d'ordre  n.  On  aura  done  une  relation  telle  que 

oil  m^m^y  '  '  ^  p  sont  des  invariants,  tous  d'ordre  moindre  que  n.  En 
appliquant  ce  meme  resultat  a  tous  ces  invariants,  on  obtient  la  demons- 
tration du  theorenie. 

On  le  voit  done,  la  recherche  de  tous  les  invariants  differentiels  est 
reduite  uniquement  a  celle  de  deux  invariants  du  septieme  ordre.  C'est  a 
quoi  sera  consacre  le  paragraphe  suivant,  dans  lequel,  en  outre,  cette 
theorie  sera  envisagee  d'un  nouveau  point  de  vue. 

III.  —  Formes  canoniques. 

12.  La  consideration  de  la  serie  de  Taylor  fournit  a  la  theorie  des  inva- 
riants differentiels  un  point  de  depart  different  de  celui  qui  a  ete  expose 
dans  le  paragraphe  precedent.  J'en  ai  deja  indique  le  principe  au  n^  4. 
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Une  fonction  des  coordonnees  d'un  point  m  et  des  derivees  de  ces  coor- 
donnees,  prises  sur  une  courbe  (/w),  est  une  fonction  des  coefficients  des 
developpements 


j  ji = r + J  (^1  -  ^)    ~  (•^i  -    -H       -  + 

[  z,  =  z^z{x,  —  x)+-^{x,  —  xy-\-  ^  (.r,  _  .  .  . , 

par  lesquels  se  representent  les  coordonnees  d'un  point  ,  mobile  sur  la 
courbe  (m)  aux  environs  de  m.  Considerons  les  derivees  j',  z',  .  .  .  comine 
des  constantes  invariables,  et  —  x^  — j,  —  ^  comme  des  coor- 
donnees. Effectuons  sur  ces  dernieres  une  transformation  honiographique 
arbitraire,  mais  qui  laisse  aux  trois  coordonnees  nouvelles  X,  Y,  Z  la 
valeur  initiale  zero.  Soient  alors 


3 


Y=n'X-h-X*+^X 

.  z=rxH-i-x'-f- -SrX'-f- . . . 

^  2  2.0 

les  nouveaux  developpements  oil  ^^  .  .  .  sont  de  nouvelles  constantes. 
Ces  nouveaux  developpements  sont  les  transformes  des  premiers  par  la 
substitution  envisagee.  Les  nouveaux  coefficients  sont  les  transformes  des 
premiers  par  la  meme  substitution.  Un  invariant  absolu  est  une  fonction 
des  premiers  coefficients  f^y\  Zy  .  .  .)  telle  quon  ait  identiquenient, 
quelles  que  soient  les  arbitr aires  de  la  substitution^ 

Par  une  substitution  homographique  deja  envisagee  au  §  I ,  les  deve- 
loppements peuvent  etre  reduits  a  la  forme 


Z  =  X»-f-«,X^  +  a,X*  + 


les  quantites  a„,  b„  etant  celles  qui  sont  definies  au  n"  1 .  Done  un  invariant 
absolu  n' est  pas  altere  si  Ton  remplace  les  coeflicients  de  (aS)  par  ceux 
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de  (24),  et,  par  suite,  ainsi  qu'on  Ta  deja  vu  (n***  4  et  6),  c'est  une  fonc- 
tion  des  seules  quantites  a^,  b,^. 

On  peut  aller  plus  loin.  Toute  forme  particuliere  que  Ton  peut  faire 
revetir  aux  deux  developpements  par  un  choix  convenable  de  la  substi- 
tution employee  entraine  de  meme  cette  consequence  que  tout  invariant 
absolu  est  une  fonction  des  seuls  coefficients  des  developpements  mis  sous 
cettewforme  particuliere.  On  est  ainsi  conduit  a  rechercher,  pour  les  deve- 
loppements (23),  une  forme  canonique  oh  Yon  ait  dispose  de  la  substitu- 
tion de  maniere  a  faire  dispara!tre  le  plus  de  termes  qu'il  est  possible.  Je 
vais  montrer  qu'il  est,  en  gSneral,  possible  de  rSduire  d'une  seule  maniere 
les  developpements  (23)  a  la  forme  canonique 

,  (  z  =  a:'  +  a:*^/;,a:'-h/?,a:*  +  .  . 

et  que  les  coefficients  de  ces  d6\^eloppements p^^  p^^  '  -  •>  q^  -  -  -  ^^^^ 
des  invariants  ab solus. 

Je  ferai  voir,  en  premier  lieu,  que  cette  forme  (26)  peut  etre  prevue  par 
des  considerations  geometriques.  Je  donnerai  ensuite  les  moyens  alge- 
briques  de  Tobtenir.  Dans  cette  derniere  partie,  je  trouverai  les  expres- 
sions des  coefficients  7^7,^7,  .  .  . ,  qui  sont  des  invariants  absolus  du  sep- 
tieme  ordre.  Par  la,  les  recherches  actuelles  forment  la  suite  naturelle  du 
paragraphe  precedent. 

13.  Donnons  tout  d'abord  un  theoreme  general  concernant  le  contact 
des  courbes  gauches. 

Si  deux  courbes  se  coupent  en  un  point  6  sans  s'y  toucher,  les  tangentes 
de  ces  deux  courbes  determinent  un  plan.  Si  Ton  fait  une  perspective  des 
deux  courbes  d'un  point  de  vue  place  dans  ce  plan  et  d'ailleurs  quelconque, 
les  deux  perspectives  se  touchent. 

Cette  propri^te  se  generalise  ainsi :  Si  deux  courbes  ont,  en  un  point  O, 
un  contact  d' ordre  n,  il  existe,  par  mi  les  plans  menSs  par  la  tangente  en  O, 
un  plan  particulier  tel  que  les  perspectives  des  deux  courbes  faites  d*un 
point  de  vue  place  dans  ce  plan  et  d'ailleurs  quelconque  aient  entre 

XLFIl'  Cahier.  4 
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elles  un  contact  d'ordre  supirieur  a  /i.  Ce  plan  sera  dit  le  pldh  tangent 
principal  des  deux  courbes.  Je  vais  demontrer  cette  proposition. 

Plaqons  Torigine  des  coordonn^es  au  point  O  et  prenons  la  tangente 
en  O  pour  axe  des  x.  Pour  un  point  pris  sur  (m)  aux  environs  de  O, 
on  aura 

y  =  l^x'  +  l,x'  4-  .  .  .  +  /X  C,^"*  + .  .  . , 
z  —  m^x^ -4-  m^x^ H-  .  .  .  --h  m^^r^H-  m„^^  xT"^^  +  .  .  . . 

Pour  un  point  ^,  pris  sur  la  courbe  (ac),  on  aura,  d'apres  Thypothese  du 
contact  d'ordre 

^ = f  H-   r m„  r + ^„^,    -+-... . 

Si  Ton  coupe  les  deux  courbes  par  le  plan  x  =  i^  s  etant  infiniment  petit, 
les  deux  points  d' intersection  m,  fx  seront  a  une  distance  infiniment  petite 
d'ordre  (n-f  i);  les  quantites  {y  —  w),  (z  —  ^)  seront  aussi  de  ce  nieme 
ordre.  Mais  la  quantite  (m^^,  —  fx^^,)  (j  —  —  —  \^,)  {z  —  Q  sera 
d'ordre  superieur  a  (/i  i).  Si  done  on  change  le  plan /  =  o  en  prenant 
pour  le  nouveau  plan  celui  qui,  avec  les  coordonnees  primitives,  a  pour 
equation 

les  developpements  du  nouvel  j  et  du  nouvel  n  auront  des  coefficients 
egaux  chacun  a  chacun,  jusqu'au  terme  d'ordre  (n-h  i)  inclusivement.  Je 
suppose  ce  changement  de  coordonnees  effectue,  et  ainsi  l„^^  =  .  Cette 
egalite  pent  se  traduire  geometriquement  de  la  sorte  :  La  droite  m/ucj  qui 
Joint  les  points  d' intersection  dechacune  des  deux  courbes  et  du  plan  = 
a  sa  limite situiedans  le  plan  j  =  o.  Coupons  maintenant  par  un  autre  plan 

i  etant  toujours  infiniment  petit  et  A,  B  ayant  des  limites  finies.  II  est 
visible  qu'alors  les  coordonnees  Xj  0  des  points  m,^  d' intersection  different 
de  quantites  de  I'ordre  /^  -f- 1 ,  de  meme  z  et  ^,  tandis  que  j  et  w  different 
de  quantites  d'ordre  superieur.  La  limite  de  la  corde  m/u,  est  done  encore 
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"  dans  le  plan  7  =  0,  qui  jouit  ainsi  d'une  propriete  projective.  On  pent 
done  dire  que  deux  courbes  (m),  (//)  ay  ant  au  point  O  un  contact  d'ordre  n, 
si  on  les  coupe  par  un  plan  infiniment  voisin  de  O  et  ayant  pour  limite  un 
plan  quelconque  non  tangent  aux  deux  courbes  en  la  corde  m/u,  a  sa 
limite  situee  dans  un  plan  tangent  determine,  qui  est  independant  de  la 
limite  du  plan  mobile. 

Ge  plan  est  algebriquement  caracterise  par  Tegalite  =  A,,^., ,  qui  a 
lieu  quand  on  le  prend  pour  jy'  =  o.  Mais  sa  propriete  geometrique  est 
projective.  Done  son  caractere  algebrique  se  conserve  si  Ton  fait  une  sub- 
stitution homographique  quelconque.  Si  done  on  prend  un  tetraedre  de 
reference  dont  le  sommet  x=y  =  z  =  o  soit  en  O,  et  dont  la  face  y=o 
soit  le  plan  dont  il  s'agit,  et  que  d'aiileurs  x^  y ,  z  designent  les  rapports  de 
trois  coordonnees  a  la  quatrieme  t^  les  developpements  de  j  et  w  conser- 
veront  encore  la  propriete  Z^,  =  ;  mais  cette  egalite  pent  encore  etre 
traduite  par  cet  enonce  :  Les  perspectiws  des  deux  courbes  faites  du  point 
de  vue  y  =  x  =  t=:o  ont  entre  elles  un  contact  d'ordre  superieur  a  n. 
D'ailleurs  ce  point  de  vue,  eu  egard  au  choix  qu'on  pent  faire  des  coor- 
donnees, est  un  point  arbitraire  du  plan  determine  j=  o.  Done  ce  plan 
jouit  de  la  propriete  attribuee  par  le  premier  enonce  au  plan  principal. 
Done  le  plan  principal  existe,  et  nous  connaissons,  en  outre,  son  caractere 
algebrique. 

On  ne  manquera  pas  d' observer  que  le  plan  principal  peut  coincider 
avec  le  plan  osculateur  commun  aux  deux  courbes  en  O. 

14.  C'est  la  consideration  du  plan  principal  d'une  courbe  (m)  quel- 
conque et  de  la  cubique  gauche  osculatrice  en  un  point  /n,  qui  va  nous 
conduire  a  la  notion  de  la  forme  canonique  (25). 

Par  six  points  passe  une  cubique  gauche  determinee  d'une  seule  maniere. 
Au  point  m  il  existe  done  une  cubique  gauche  (/u)  determinee,  ayant  avec 
la  courbe  (w),  en  ce  point,  un  contact  du  cinquieme  ordre.  Cette  cubique, 
par  un  choix  convenable  des  coordonnees,  peut  dtre  represent^  par  les 
equations 
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A  cet  effet,  il  suffit  de  prendre  pour  z  =  o  le  plan  osculateur  de  (ytt)  en  m, 
pour  f  =  o  un  plan  tangent  arbitraire  en  m,  reneontrant  de  nouveau  la 
cubique  en  un  point  pour  plan  a:=  o  le  plan  tangent  en qui  passe 
en  m,  et  pour  plan  de  Tinfini  =  o)  le  plan  osculateur  en  fm.  Ces  coor- 
donnees  choisies,  en  raison  du  contact  du  cinquieme  ordre  qui  a  lieu 
entre  (m)  et  (/^),  on  aura,  pour  la  courbe  (m), 

I  2  =        fjL^x^     fji^x"  -i-  .... 

Mais  le  plan  j  =  o  est  un  plan  tangent  arbitraire  en  m.  Prenons  pour  ce 
planle  plan  principal  de  (m),  (ac);  alors  \  sera  nul,  et  Ton  aura,  pour  la 
courbe  (m),  la  forme 

I  2  =  07'  + a^jO^^H- a,a?'H- agOr^-t- .  .  . , 
d'ou  Ton  parviendra  a  la  forme  (aS),  en  faisant 

^  =  aX,    j=:=a^Y,  a'Z,  a'==^- 

Cette  reduction  est-elle  toujours  possible?  Mettons,  une  fois  pour  toutes, 
a  part  le  cas  d'un  point  m  qui  serait  singulier  soit  au  point  de  vue  ponc- 
tuel,  soit  au  point  de  vue  tangentiel,  par  consequent  aussi  le  cas  oil  le  plan 
osculateur  serait  stationnaire  en  m.  Dans  ce  dernier  cas,  la  forme  (27)  est 
evidemment  impossible,  le  d^veloppement  de  z  commencant  par  un  terme 
d'ordre  superieur  a  3.  Ces  cas  reserves,  la  cubique  (u)  existe  toujours  :  la 
forme  (a6)  sera  done  toujours  possible;  mais  la  forme  (27)  nelesera  plus 
si  le  tetraedre  de  reference  degenere.  Cette  degenerescence  se  produira  si 
le  plan  principal  coincide  avec  le  plan  osculateur.  Dans  ce  cas,  le  coeffi- 
cient fjL^  est  nul,  ainsi  qu*il  resulte  des  proprietes  du  plan  principal.  L'equa- 
tion  fJi^  =  o  exprime  done  cette  circonstance  projective  de  coincidence 
entre  les  deux  plans,  tons  deux  determines  par  les  Elements  infinitesimaux 
de  la  seule  courbe  (m)  au  point  m,  puisque  la  cubique  (ac)  est  d^ermin^e 
par  ces  elements  memes.  Done  /jl^  est  un  invariant  differentiel.  Or  les  quan- 
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tites  \  ,  A,,  .  .  . ,  At^,  yu^,  .  .  .  ne  contiennent  evidemment  chacune  que  des 
derivees  dont  Tordre  ne  surpasse  pas  I'indice  de  cette  quantite  meme. 
Done  fjt^  est  du  sixieme  ordre;  raais  il  n'existe  qu'un  invariant  du  sixieme 
ordre,  t^.  Done,  si  nous  nous  reportons  a  la  definition  de  Tequation  p  =  o 
(n**  2),  nous  eoncluons  que  : 

Si  toutes  les  tangentes  d'une  courbe  apparliennent  a  un  complexe 
linSaire,  en  un  point  quelconque  de  cette  courbe  le  plan  tangent  principal 
de  cette  courbe  et  de  sa  cubique  osculatrice  coincide  ai^ec  le  plan  oscula- 
teur,  et  reciproquement. 

Nous  pouvons  d'ailleurs  verifier  ce  menie  fait,  en  observant  que  1' ex- 
pression de     donnee  par  (5),  se  reduit  a  fx^  si  Ton  fait 

a^  =  a^=Oj    a^  —  fz^,    b^~b^  —  o. 

J'ai  annonce  au  n"^  12  que  les  coefficients  de  la  forme  (tiS)  sont  des  inva- 
riants absolus.  Cela  resulte  immediatement  de  ce  que  cette  forme  est  entie- 
rement  determinee  ou,  en  d'autres  termes,  qu'on  ne  pent  Tobtenir  qu'au 
moyen  d'une  substitution  homographique  entierement  determinee. 

Si,  au  lieu  de  la  forme  (a5),  on  prend  la  forme  (27),  on  voit  que  les 
coefficients  de  cette  derniere  peuvent  Stre  alteres,  mais  seulement  de  la 
maniere  suivante.  Si  Ton  fait 

x  =  aX,   j==a^Y,    z  =  tz'Z, 

a  etant  arbitraire,  les  coefficients  /3„  se  multiplient  par  a""'  et  les  coeffi- 
cients a„  par  a""',  en  sorte  que,  dans  la  forme  (27),  les  coe^cients  sont 
des  inmriants  rehxtifs^  de  degre  ziro;  le  poids  de  a^est  {n —  3),  celuide 
est  [n  —  2). 

15.  Je  vais  maintenant  eflfectuer  la  reduction  a  la  forme  canonique,  et 
pour  y  parvenir  je  passerai  par  Tinterm^diaire  de  la  forme  (26).  Gomme 
cette  derniere  pent  etre  obtenue  d*une  infinite  de  manieres^  je  la  chercherai 
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d'abord  sans  changer  le  plan  /  =  o,  et  en  prenant  pour  point  de  depart 
les  deux  developpements 

y  =  x^-^  b^x^     b^x^-^  .... 

Posons  ^  =  0?  +  my  +  ,  a>  =  i  +  A  a?  -4-  Bj  -f-  C2 ,  et  developpons 
jusqu'aux  termes  du  septieme  ordre  inclusivement  les  quantity  6>j,  c&^z^ 
f  %  Formons  ensuite  les  differences  (a>j  —  et  {eo^z  —  0*),  qui  com- 
mencent  Tune  par  un  terme  du  second  ordre,  Tautre  par  un  terme  du 
troisieme,  et  disposons  des  cinq  inconnues  m,  /i.  A,  B,  G,  de  maniere  a 
reduire  a  zero  les  termes  de  ces  differences  jusqu'au  cinquieme  ordre  inclu- 
sivement. Calculous  ensuite  les  termes  du  sixieme  et  du  septieme  ordre,  et 
nous  auroris 

D' autre  part,  on  a 

=(!)"-»- wA-6'«)(iy+- ■. 

(-«)'+ (3A-M(|)'h-.... 


7^ 


On  deduira  done  de  (28)  la  forme  intermediaire  cherchee,  savoir,  en 
posant|=X,  2.=Y,  ^=Z, 

Y  =  X»-+-A.X«+A,X^H-..., 

Z  =  X»-f-M.X«-h;u,X^-H.  . ., 
oil  les  coefficients  des  termes  du  septieme  ordre  seront 

(  ^  =  /-4-(4A— 6m)A„ 
i  Ai,  =  9-t- (3A  — 6m)A«.. 

J'efFectue  maintenant  ce  calcul  comme  je  viens  de  I'indiquer.  J'ecris 
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d*abord  les  d^veloppements  necessaires  : 

6)=  I     Ax  +  Bx'-h  Cx»-f-  (Bi4-h  Ca*) (Bi.-f-  Ca,)x»-4- . . . , 


3i 


5*  =  x*-+- 1  m       (a  n  +  m')  x*H-  a  (mft4+  /ia4) 


H-am{/iiJ4-4-7Mi4) 


x*-+-2  (mJe-f-nae) 
-f-am(fnftB-|-«a8) 
H-an  (mft4-t-/iav) 


Vz  =  x'H-(aA  -H  ii4)jc*-f-  2B4- A* 

-+-2Aa4-hflg 


ar»+a(C-HAB) 
4-fl4(2B-HA«) 


a)«=:  1 4-  aAx'-h  (aB  4-  A')x»-h  a{C  -f-  AB)x«-f-  2(6644-  Ca*) 

H-aAC-f-B« 

z  =  x*-4-<i4X*-+-«i«'-hflear*-f-a7x'-f-. .  M 

x«4-a(Bft4-HCa4) 
-haAC4-B» 
H-aa4(C-f- AB) 
4-«8(aB4-A«) 
4-  aAae4-  a, 

5»  =     4-  3  mar*+  3  (n  H-  m*)  x*-H  [3  (/ni44-  n o^-h  a mn)  4-  m* ] x*-f-  3    (mftg4-  1) 

4-  6  m  (mb^-^  na^ 
4-3n'4-3nm« 

De  la  les  cinq  equations  suivantes  entre  les  inconnues  : 

A  —  am  =  o, 
B  —  271  —     -h  ^4  =  o^ 
C  +  h.b^  —  -h/iaj  —  am/iH-  b^  —  o, 

2  A  —  3m  4-     =  o, 
2B  -f-  A*+  2  Aa^  —  3  (/I  4-  m')  +    =  o, 


dont  la  solution  est 


(3o) 


A  =  — aa,, 

m  =  —  a^, 
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On  a  ensuite,  en  substituant  ces  valeurs  dans  les  autres  coefficients^ 


I  ^0  =  *6  —  «4  ^5  —  4  as  *4  H-  4  fl^4  ^4  —  2    «5     2  6  J  -I-    4-  a  J  —  (V. 

On  reconnait  dans  Texpression  deja  trouvee  de  v.  Dans  \  on  re- 
connait  Texpression  deja  trouvee  autrement  pour  w  (n®  3),  qui  n'est  pas 
un  invariant,  mais  qui  est  tel  que  le  systeme  <^  =  o,  (v  =  o  constitue  le 
systeme  des  equations  differentielles  des  cubiques  gauches. 

D'apres  (3o),  les  quantites  (3A  —  6m)  et  (4 A  —  6m)  sont  respecti- 
venient  zero  et  —  2a^.  On  a  done 

Q  =        fij-h  Sbl  —  4^4 ^5  -f-  3^5 —  4^6 ^4  H"  fial^s  —  3aJ, 

(32)  /          l  =  b,-]'5b,b,—  5a,b,+  /ialb, 

—  2  (a J -H  2 6,  —    )  (a.  H- aj  4- a,    —  2a, a, ) , 

16.  II  est  aise,  au  moyen  d'line  des  formules  dereductiona  la  forme  (26) , 
de  trouver  toutes  les  autres.  Posons,/?  etant  une  arbitraire, 

0,,  =  1  -H  3pX  4-  Sp'Y-^p'Z,    ft.^Y^pZ,      =  X  +  2pY  +  p'Z. 

J 'en  conclus 

=  {i  ^ pXy  +  p'{3\^ piu,)X'^  .  .  . , 
fl,  =  X'(l-^p\)  +  (Ae  +  /7^*,)X-  -h  (A,-h/?^,)X^4-  .  .  .  , 
?,=  X(l+/?X)^+/?(2A.4-/?yUe)X*+/?(2A,  +  /?^,)X'-h.  . 

^! 2  —       =  /MaX'  4-  (6/?^,  +  ^^)X'  4-  

D'autre  part,  ^  et  f  ^  j  coincident  jusqu'aux  termes  du  onzieme  ordre, 
puis  on  a 
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Posons  maintenant 

—    =    Xj    =Z%y 

a)i  w, 

et  nous  conclurons 


(33) 
(34) 


%  ^  M^X^  -4-  H-  .  .  .  , 

M,  =  /Lt,,  M,  =  ,u,  -h  3p^,, 


Telles  sont  les  formules  au  moyen  desquelles,  grace  a  Tarbitraire  on 
pent  de  la  maniere  la  plus  generale  obtenir  la  forme  (33). 

17,  Pour  avoir  la  forme  canonique  (27),  il  suffit  maintenant  de 
choisir  p  de  telle  sorte  que  A^  soit  nul.  Nous  avons  done  la  forme  cano- 
nique 

(  r=«^' -4-/3,0?' H-/3,cr«  +  .  . 


(35) 

dont  les  coefRcients  sont  donnes  par 


«6=/^6=<^»        ^7  =  ^7  -3\,       /3,  =  ^  


correspondant  k  p  ==  —  ^  • 

]Yous  avons  done  maintenant  les  deux  inmriants  du  septieme  ordre, 
sai^oir 

(36)       s,=  (X,=  fX,  —  t,  =         r=  ^^A,  ~  Ae^,      2 A^, 

rfo/it  les  elements  sont  explicitement  donnas  par  les  formules  (3i)  (32), 
et  qui  satisfont  aux  diverses  conditions  prevues  au  n**  10.  Comme  il  est 
naturel,  on  peut,  dans  les  formules  (36),  substituer,  sans  les  troubler, 
-Ae>  A7,  M^,  M,  a  A,,  A,,  A«6, 

Vinmriant  egale  a  zero,  fournit  V equation  qui  exprime  la propriete 
suimnte  :  Les  perspecti\^es  de  la  courbe  et  de  sa  cubique  osculatrice  au 

XLVIV  Cahier.  5 
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point  fakes  d'un  point  de  vice  place  dans  le  plan  principal,  ont  entre 
elles  an  contact  d'ordre  superieur  au  sixieme. 

Quant  a  I'invariant  s^,  i'anaiyse  actuelle  n'en  fournit  pas  d'interpreta- 
lion  geonietrique  simple.  On  en  trouvera  une  dans  le  §  V. 

18.  D  apres  I'expression  de  t^  donnee  par  (36),  on  a 

t^  —  vb^  —  wa^  H- 

oil  &  est  du  sixieme  ordre  au  plus.  On  pent  de  la  tirer  une  expression  nou- 
velle  de  I'autre  invariant  du  septieme  ordre  s^.  EfFectuons  une  substitution 
homographique,  comme  au  §  II,  apres  avoir  mis  d'abord  les  majuscules 
dans  Texpression  precedente  : 

T,  -- VB,  -  WA,4-0. 

Apres  la  substitution,  on  a  (theoreme  V) 

Soit  de  meme 

ou  est  une  quantite  differente  de  (v,  puisque  w  n'est  pas  un  invariant. 
D'apres  ces  formules,  si  Ton  fait  usage  des  equations  (i  7)  et  (i8)  (  n**  7) 
et  qu'on  designe  par  d  une  nouvelle  quantite  du  sixieme  ordre,  on  a 

'.=4*--(^'-$^)''-]— •">^'- 

Gomparant  cette  expression  de    a  la  premiere,  j'en  conclus 

(37)  w,—  w—[  \i  1-7 

Cette  relation  est  deja  interessante  en  elle-m^me ;  elle  montre  bien  nette- 
ment,  en  efFet,  que  w  n'est  pas  un  invariant,  mais  que  le  systeme  p  =  o, 
iv  =  o  est  invariant  (n**  3). 
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Considerons  maintenant  la  quantite     >  qui  est  un  invariant  de  degre  3 

et  de  poids  9.  D'apres  le  theoreme  V  [corollaire  I),  le  resultat  d'une  sub- 
stitution homographique  est 

Differentiant  les  deux  membres,  denotant  par  des  accents  les  derivees  de 
U,  V  par  rapport  a  X,  de     <^  par  rapport  a      et  observant  que 

je  conclus 

^;(3VU'-2UV') 

On  a  aussi 

U»  ~~  D'       «•        u»  * 
Multipltant,  membre  a  membre,  ces  deux  equations  et  remarquant  que 

je  conclus 

Cette  equation  donne  le  resultat  de  la  substitution  dans  la  fonction 
a^\^  —  1 1^';  je  la  compare  a  I'equation  (37)  et  j'en  conclus  que  cette  fonc- 
tion nouvelle  et  —  w  ne  different  que  d'un  invariant;  mais,  dans  cette 
difference,  il  existe  un  terme  unique  du  septieme  ordre,  provenant  de 
—  et  ce  terme  est  — \a^.  En  ajoutant  a  cette  difference  \s^^  on  la 
reduira  done  au  sixieme  ordre  au  plus,  sans  cesser  de  lui  conserver  le 
caract^re  invariant.  La  fonction  consideree  ^tant  entiere  par  rapport  aux 
quantites  se  reduit  done  a  une  puissance  entiere  de  v\  mais  elle  est 

du  poids  4,  tandis  que  v  est  du  poids  3.  Elle  ne  pent  done  6tre  ^gale  a  une 
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puissance  entiere  de  t^,  elle  est  done  nulle.  On  a  done 


(38)  + 

Telle  est  Texpression  que  je  me  proposals  d'obtenir  pour  Tinvariant  s^. 
On  la  retrouvera  plus  loin  d'une  autre  maniere  plus  simple  (n*^  35).  On 
aurait  pu  varier  la  fin  du  raisonnement  en  remarquant  que  la  diflference 
a^i^  —  etant  un  invariant,  pent  ^tre  calculee  sur  la  forme  cano- 

nique.  Or,  dans  ce  cas,  et  (v  sont  nuls,  et  /  se  reduit  a  ya,,  comme  on 
le  voit  par  Texpression  (3i)  de  et  les  formules  de  differentiation  (22).  La 
fonction  se  reduit  done  a  — -a^  ou  — ^s,  (36).  La  verification  directe  de 
la  formule  (38)  pent  se  faire  aisement  aussi  au  moyen  des  expressions  com- 
pletes des  fonctions  s^^     iv;  mais  je  n'insiste  pas  sur  ce  point. 

19.  Les  coefficients  de  la  forme  canonique  sont  les  transformes  des  coef- 
ficients correspondants  de  la  forme  primitive  par  une  substitution  homo- 
graphique,  celle  qui,  dans  Tanalyse  ci-dessus,  a  conduit  des  variables 
J,  z  aux  variables      3^,     Les  arbitraires  de  cette  substitution  sont  elles- 
memes  des  fonctions  des  quantites  et  c'e^  grace  a  cette  circonstance 

que  les  coefficients  de  la  forme  primitive,  qui  ne  sont  pas  des  inva- 

riants, se  transforment  en  des  invariants  flt„,  /3„;  mais  les  formules  (17),  (18) 
ne  cessent  pas  d'etre  applicables  ici.  Les  arbitraires  de  la  substitution  ne 
contiennent  les  a^,  b„  que  jusqu'a  Tindice  6  seulement.  II  en  resulte  done 
que  les  termes  de  Tordre  le  plus  eleve,  mis  en  evidence  dans  les  for- 
mules (17),  (18),  restent  encore  ici  les  termes  de  Tordre  le  plus  eleve  des 
que  n  est  superieur  a  6.  II  est  done  possible  d'obtenir  par  ces  formules 
quelques-uns  des  termes  de  a^,  /3^. 

La  substitution  canonique  est  le  produit  de  deux  autres.  En  eflfectuant 
ce  produit,  on  obtient,  pour  cette  substitution  finale, 

0)=  1  +  (A  -4-  3p)x-]-  (B  +  2/7/n  -h  3/?*)jr-h  (G  -+-  3pn  -]- p^)z, 
^  =  07+  {m  H-  2p)jr  +  (/2  +  p^)zy 

d'oii  je  conclus,  pour  le  point  m (;r  =j^=  s  =  0),  en  remplacant  les 
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coefficients  par  leurs  valeurs  (3o)  et  p  par  —  ~  (n*"  17), 
0)  =  !,    a>'=  —  (^2a,~h3'^y    ?  =  o,    ^'^1,    ^'^~^a,  —  f\ 

C«>4   5^  0)  ^  i>  Wg'  *         ^  i' 

Grace  a  ces  resultats,  je  deduis  de  (17),  (18) 


(39) 


j        ^       —  —  3)  a,        (Ai  —  4)  ^]  - 1-  ) 


oil  je  designe  en  general  par  R„  une  fonction  des  a,  b  jusqu'a  Tindice  n. 

Remarquons,  en  oulre,  que  les  coefficients  de  la  substitution  ne  con- 
tiennent  que  le  denominateur  et  il  en  resuUe  que  sont  entiers, 
.  sauf  un  denominateur  egal  a  une  puissance  entiere  de 

Gomnie  on  le  voit  par  les  forinules  (Sg),  les  invariants  canoniques  a,,,  |5„ 
forment  une  double  suite  d'iwariants  Unfair es  analogue  a  celle  des  inva- 
riants fondamentaux  s^,  t^. 

Par  Tanalyse  actuelle  on  aper^oit  plus  clairement  encore  que  par  le 
theoreme  VII  que  tout  invariant  entier  est  une  fonction  entiere  des  inva- 
riants canoniques. 

Les  invariants  canoniques  et  les  invariants  fondamentaux  sont  expri- 
mables  les  uns  par  les  autres,  Voici  comment  on  pent  former  ces  expres- 
sions. 


20.  Les  invariants  fondamentaux  sont  composes  avec  les  deriv^es  suc- 
cessives  de  v^  s^^  t^y  comme  il  a  ete  explique  aux  n°*  9  et  10.  Pour  les 
exprimer  au  moyen  des  invariants  canoniques,  on  n'a  qu'a  faire  usage  des 
formules  de  differentiation  deja  employees  au  n**  10,  en  faisant,  apres  les 
differentiations, 
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Je  me  bornerai  ici  a  calculer  les  invariants  J,,      qui  sont 

On  troiive,  en  appliquant  les  formules  (3i),  (Sa)  et  (36), 

f'^ya,,    /,  =  8(«,-3p,),    t;  =  4(2«,i3.+  3«J), 
d'ou  resulte 

•S  =  «.{«8  — 3p,)  — 

II  sera  fait  plus  loin  usage  des  formules  inverses,  obtenues  en  resolvant 
par  rapport  a  a,,  p,,  et  qui  peuvent  s'^crire 


{4o) 


En  poursuivant  Temploi  du  meme  precede,  on  pourrait  trouver  de 
m^me  les  expressions  des  invariants  canoniques  a^,  jS^,  ...  en  fonction 
des  invariants  fondamentaux ;  mais  ces  expressions  sont  rapidement  compli- 
quees,  et  le  ealcul  precedent  entraine  a  des  d^veloppements  fort  prolixes. 
Je  me  contenterai  de  donner  la  loi  des  premiers  termes. 

En  ce  qui  concerne  (3„,  je  me  bornerai  a  Tobservation  suivante.  De 
Tegalite 

—  vb^  —  wa^  4-  Rfi 

on  deduit 

et  generalement 

Cette  egalite,  comparee  a  la  premiere  des  egalites  (89),  conduit  a  celle-ci  : 
(4i)  o»-'|3„  =  <„+R„_,. 
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Passons  maiiitenant  a  oc,,.  L' expression  de     peut  s'ecrire 
s,  =  a,  —  3^^  —  4«4«»  ^5- 
Par  les  formules  de  differentiation  (22)  on  en  tire 

Differentiant  encore,  on  trouve 

etTon  demontre  sans  peine  la  formule  generate,  pour  /^^q, 

Cette  derniere,  comparee  a  (4i)  et  a  T expression  (Sg)  de  donne 

Sn-  3«.-,  =  [I?  ^,  +  (/I  -  7)  a, ^  ~  <v)]  R,.,. 

Faisant  usage  de  la  formule  (38)  et  remplacant  au  second  membre  t^^^'a,,., 
par  qui  lui  est  egal  au  terme  pres  d'ordre  (n  —  conclus  la  for- 
mule finale,  valable  pour  /i^g, 

(42)  3«„_.  H-  2  -  1] -I-  R„.,. 

IV.  —  DuALiT^.  Invariants  adjoints- 

21.  Considerons  deux  figures  correlatives  A,  a;  dans  la  premiere,  une 
courbe  gauche  (M),  un  point  M  de  cette  courbe,  la  tangente  T  et  le  plan 
osculateur  P  de  la  courbe  (M)  au  point  M.  Dans  la  seconde,  considerons 
les  elements  correlatifs  :  un  point  m,  correlatif  de  P;  une  courbe  (/w),  lieu 
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du  point  m ;  la  tangente  t  de  cette  courbe  en  m,  tangente  qui  est  la  correla- 
tive de  T,  et  le  plan  osculateur  correlatif  de  M.  Les  deux  courbes  (m), 
(M),  qui  se  correspondent  point  par  point,  peuvent  etre  dites  adjointes. 
Si  au  point  M  la  courbe  (M)  jouit  d'une  propriete  invaViante,  cette  pro- 
priete  peut  etre  interpretee  comme  une  propriete  invariante  de  {m)  au 
point  m.  Tout  invariant  differentiel  F,  relatif  a  la  courbe  (M),  peut  ainsi 
etre  transforme  en  un  invariant  differentiel  f  relatif  a  la  courbe  (m). 

Par  ces  considerations,  on  peut  adjoindre  a  chaque  invariant  differentiel 
un  autre  invariant  differentiel ,  et  concevoir  les  invariants  adjoints,  c'est- 
a-dire  les  couples  d'invariants  tels  que,  dans  un  m^me  couple,  chacun 
des  deux  invariants  se  deduise  de  Tautre  par  dualite. 

L'invariant  t',  d'apres  sa  premiere  definition  (n®2),  est  a  lui-meme  son 
propre  adjoint,  car  la  figure  correlative  d'un  complexe  lineaire  est  encore 
un  complexe  lineaire. 

Je  vais  rechercher  les  formules  qui  expriment  les  elements  infinitesimaux 
d'une  courbe  en  fonction  de  ceux  de  son  adjointe.  De  la  decoulera  la  trans- 
formation d'un  invariant  en  son  adjoint. 

On  peut  employer  une  transformation  correlative  arbitraire,  puisque 
deux  figures,  correlatives  d'une  meme  troisieme,  sont  homographiques 
entre  elles,  et  que  nous  nous  occupons  seulement  d'equations  invariantes 
au  point  de  vue  des  substitutions  homographiques. 

22.  Soient  a?,  j,  z,  t  les  quatre  coordonnees  homogenes  d'un  point  m, 
ayant  pour  lieu  la  courbe  (/w).  Accentuons  les  derivees  de  ces  coordon- 
nees, prises  par  rapport  a  une  variable  dont  depende  la  position  du  point 
sur  la  courbe.  Pour  coordonnees  du  point  correspondant  M  sur  une  courbe 
adjointe  (M),  on  peut  prendre  les  quatre  determinants  ternaires 

(txY),  (zfVO,  ixz't"),  (xy-Y). 

Je  passe  de  la  a  trois  coordonnees  en  faisant  ^  =  i  et  en  prenant  pour 
les  coordonnees  de  M  les  rapports  de  trois  de  ces  determinants  au  qua- 
trieme.  Je  choisis  x  pour  variable  independante,  et,  denotant  par  des  ma- 
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juscules  les  derivees  de  M,  j'ai 


X=: 

(43)  {Y  = 


Ces  formules  sont  reciproques  et  doivent,  par  consequent,  donner  lieu  a 
des  relations  reciproques  entre  les  elements  des  deux  courbes  (M),  [m). 

Supposons  le  point  m  a  Torigine  des  coordonnees,  I'axe  des  x  tangent 
a  la  courbe  (m),  le  plan  z  =  o  osculateur  a  cette  courbe.  Lesmemes  choses 
ont  liea  alors  pour  le  point  M  et  la  courbe  (M).  Designons  par  j„,  les 
coefficients  de  sP  dans  les  developpements  de  j*,  z,  en  sorte  que  Ton  ait, 
a  Vorigine, 

I  d'*Y  1  fl'^Z 

*^ "      1,1. ,  .n  dx^         "       1.2. .  .n  dx" 
Y  —       ^       ^f"  Y      J  _       I  <£^Z 

Des  developpements 

,,,,  (.r=r,^'-^r3«^'  +  . . 

(«)  |.  =  ..X-H-... 

il  s'agit  de  deduire  les  coefficients  des  developpements  analogues 

(  Y  =  Y,X'-i-Y,X»-h  .  .  ., 


par  rintermediaire  des  equations  (43).  A  cet  effet,  je  developperai  les  deux 
membres  de  chaque  equation  (45)  suivant  les  puissances  croissantes  de 
et  j'identifierai  les  resultats. 

23.  D'une  maniere  generale,  je  designerai  par  7r„  une  fonction  des  quan- 
tites/^,  d'indices  non  superieurs  a  et  je  conserverai  cette  meine  lettre 
pour  des  fonctions  differentes  entre  elles ,  mais  de  cette  nieme  definition^ 
quand  je  n'aurai  pas  besoin  de  les  preciser  autrement. 

XUIV  Cahier,  6 
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Des  developpements  (44)  on  tire  aisement 

La  premiere  equation  (45)  peut,  en  raison  des  valeurs  (4i)  de  Y,  Z, 


s'ecrire 


J'cn  oonclus  done,  en  posant 


J* 

3z,=G'Y„ 


8z,  =  G»(4|-3I;)y,h-G'Y„ 

 J 

^„  =  G»  [ ^ii^)  ^  +  7r„]  Y,  4-  ^„Y,  +      Y,  H- 

+  7r,Y„-.  +  G''Y„. 

Si  Ton  designe  maintenant  par  g  Tinverse  de  G, 

  I    Yt 

on  aura,  en  resolvant  ces  demieres  equations, 

Y,=  -4g''z,H-3^'.r„ 
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On  a,  en  second  lieu, 

x{yz''-zy)-^z/-fz" 

et  un  calcul  analogue  au  precedent  donne 


Ces  formules  sont  dualistiques,  comme  on  peut  le  verifier  au  moyen  des 
valeurs  de  Yjj,  Y3,  Z^,  explicitement  calculees.  Quant  aux  autres  quanti- 
tes  Y„,  Z„,  dont  je  n'ai  calcule  qu'un  terme,  la  duality  peut,  au  contraire, 
servir  a  y  trouver  la  forme  de  certains  autres  termes.  II  convient  d'abord  de 
remarquer 

en  sorte  que  les  deux  quantites 

sont  reciproques.  Dans  Tequation  qui  donne  Y,,  echangeons  les  grandes 
et  les  petites  lettres,  et  designons  par  n„  ce  que  devient  7^,^  par  cet  echange; 
puis  remplaqons  Z,^^^  par  sa  valeur.  II  vient  ainsi 

qui  doit  etre  une  identite  quand  on  remplace  dans  les  quantites  Y,„,  Z,„ 
par  leurs  valeurs  en  II  faut  done  que,  dans  cette  substitution, 

n„  amene  le  terme  — n[n  +  i)gz^^^ ,  qui  contient  une  lettre  d'indice  supe- 
rieur  a  celui  de  n„  lui-meme.  D'apres  les  formules  elles-memes,  un  pareil 
terme  ne  peut  provenir  que  de  celui-ci  :  4-  /iG"~*  Y„-  On  peut  done  ecrire 
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maintenant  cette  nouvelle  egalite, 

(46)  Y„=  -  {n  +  i)g^z,^,  +  J«+ 

oil  je  conviens  de  designer  par  {z,^^y,^)  une  fonction  contenant  les  z  jusqu'a 
Tindice  n,  les  j  jusqu'a  Tindice  m. 

Seniblablement,  Texpression  de     se  conipletera  ainsi : 

(47)  Z,  =  -  {n  -  i)g"z„-^-  {n  -  2)5^'-'/^.  +  [z„_, ,  /^,). 
24.  Dans  les  invariants,  ce  sont  les  determinants  binau  es 

qui  seuls  inter viennent.  II  convient  done  de  tirer  de  (46)  >  (47)  l^s  formules 
qui  transforment  ces  determinants.  Au  moyen  de  Tidentite 

on  deduira  de  (46)  et  (47)  les  formules  suivantes, 

j  (Y,   Z„)  =  - g^-' [{n- i){x,z„)-3 {n -  2)  (/„_. z,)]  +  (2^. , 

^^^^  \{Y,,_,z,)==-g'-'[l{r,z„)     -  («-i)(r„_,z,)]+(^«-..r„-,), 

et  celle-ei,  qui  fait  exception, 

(49)  (Y,Z.)=g'Mr»^3). 

La  quantite  (/jZg)  n'est  autre  que  Tinvariant  u.  Les  formules  (48)  et  (49) > 
divisees  membre  a  metnbre,  donnent  celles  qui  con  viennent  a  la  transfor- 
mation des  quantites  a„,  b,^  (n*^  1),  savoir  : 

j  A,  =  -  g^'-  [{n-i)a,-3{n-2)b„^,]  +  (^.-oj^-a), 
Avec  ces  dernieres  formules,  nous  pouvons  enfin  etudier  la  transfor- 


Digitized  by 


SUR  LKS  INVARIANTS  DIFFERENTIELS  DES  COURBES  GAUCHES.  45 

mation  d'un  invariant  en  son  adjoint.  Designons  par  lalettre  ^  un  inva- 
riant fonction  des  quantites  a^,  . . . ,  par  la  majuscule  correspondante  * 
cememe  invariant  oil  Ton  met  A^,  B^,  au  lieu  de  par  la  meme 

lettre  affectee  de  Tindice  i  I'invariant  adjoint  <p,. 

Soit  q  le  poids  d*un  iwariant  <p;  I' adjoint  ^,  est  du  meme  poids  et^ 
si  deux  courbes  adjoint es  (M),  {m)  se  correspondent  suimnt  les  for- 
mules  (40>  ^^^f      deux  points  correspondents  M,  m,  Videntite 

(5i)      ^  <l^  =  (xg'(p,, 

oil  fjt,  est  an  coefficient  numSrique  et  g  la  quantite  precedemment  de- 
finie  ^  • 

Reniarquons  en  efTet  tout  d'abord  que  dans  les  formules  (5o)  les  se- 
conds membres  contiennent  en  facteur  g  a  une  puissance  egale  au  poids 
de  et  de  B^,.  Si  done  on  appelle  g^-^  le  resultat  de  la  substitution  des 
valeurs  (5o)  des  A,  B  dans  4  ^^^^  effectivement  du  poids  q.  Je  dis 
maintenant  que,  si  0  est  une  fonction  entiere  des  A,  B,  4  aussi  une 
fonction  entiere  des  a,  b.  D'abord  4  ^st  un  invariant;  il  contient  des 
termes  de  degre  zero,  provenant  des  termes  mis  en  evidence  dans  (5o). 
II  est  done  de  degre  zero;  par  suite,  c'est  une  fonction  des  seules  quan- 
tites a,  b.  Mais  son  denominateur  ne  pent  etre  compose  que  des  elements 
des  denominateurs  des  restes  (2,,^,,  J^-a)?  •  •  •  Or  il  suffit  de  jeter  un 
coup  d'oeil  sur  Torigine  de  ces  restes  pour  apercevoir  que  leurs  denomi- 
nateurs ne  contiennent  que  les  facteurs  j^,  z,,  avec  lesquels  on  ne  pent 
composer  aucune  fonction  des  quantites  a,  b.  Ces  denominateurs  dispa- 
raissent  done  dans  la  substitution,  et  4  effectivement  entier.  Done 
r  invariant  adjoint  de  (p  est  bien  du  meme  poids  que  <p. 

L'egalite  (5i)  a  done  lieu  si  Ton  y  fait  =  i  et  qu'on  mette  4  pour 
Mais  je  prends  Tegalite  sous  sa  forme  (5i),  parce  que,  dans  chaque 
cas,  il  sera  convenable  de  prendre,  pour  Tadjoint  de  (p,  non  pas  4  lui- 

meme,  mais  -4?    etant  un  coefficient  numerique  convenablement  choisi. 

Dans  un  instant,  on  en  verra  des  exemples* 
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25.  D'apres  les  formules  (40?  Tadjointe  d'une  equation  ditferentielle 
quelconque  est  generalement  d'un  ordre  superieur  de  deux  unites  a  Tordre 
de  I'equation  proposee.  Mais,  d'apres  (5o)  au  contraire,  les  ordres  de 
deux  invariants  adjoints  different  au  plus  d'une  unite.  II  s'agit  de  distin- 
guer  les  cas  oil  les  ordres  diflferent,  et  ceux  oil  les  ordres  sont  egaux  entre 
eux.  A  cet  egard,  un  coup  d'oeil  jete  sur  les  formules  (5o)  fait  apercevoir 
les  resultats  suivants  : 

I**  Si  un  invariant  ^  est  d' ordre  n  et  contient  la  figure  son  adjoint 
(p,  est  de  V ordre  (/i  •+  i),  mais  presente  cette  particularity  que  <(>\  est  une 
fonction  des  quantites 

sous  les  conditions  /u^n  —  i ,  v^n. 

1^  R6ciproquementy  si  un  invariant  d' ordre  (n  +  i)  est  une  fotwtion 
de  ces  dernieres  quantites  seulement,  son  adjoint  (p  est  seulement  de 
V ordre  n  et  contient  la  figure  b,^. 

3^  Si  un  invariant  (p,  d' ordre  {n-hi)  ne  contient  pas  la  figure  fc^^,, 
sans  cependant  netre  compose  que  des  quantites  (Sa),  son  adjoint  ^  est 
de  ce  meme  ordre  (n  -f- 1)  et  ne  contient  pas  la  figure  h„^^ . 

26,  x\u  debut  de  ce  paragraphe,  j'ai  dit  que  rinvariant  v  est  a  lui- 
meme  son  propre  adjoint.  Les  formules  (5o)  permettent  de  reconnaitre 
un  caractere  des  invariants  qui  jouissent  d'une  telle  propriete.  On  pent 
les  ecrire  ainsi, 


(53) 


et  en  conclure  ces  caracteres,  qui  constituent  des  conditions  necessaires, 
mais  non  suflisantes  : 

Si  un  invariant  ^,  d' ordre  n^  est  a  lui-meme  son  propre  adjoint,  il  se 
compose  d'une  fonction  des  quantites  a^jusqua  I' ordre  {n —  i)  des  quan- 
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tites  b^jiisqua  Vordre  [n  —  2)  et  de  Vune  seulement  des  deux  quantitSs 

Le  coefficient  de  la  plus  haute  puissance  de  p^  dans  le  premier  cas,  de 
dans  le  second,  est  aussi  un  invariant  qui  est  a  lui-meme  son  propre 
adjoint.  Si  q  est  le  poids  de  Vinmriant  ^,  on  a  identiquement  $  =  zfc  g*^^. 

On  voit  iciunexemple  de  rintroductiond'un  facteur  numerique  ac,  dont 
il  a  ete  parle  au  n""  24,  et  qui  est  dans  ce  cas  +  i . 

II  semble  convenable  de  distinguer  par  un  mot  les  deux  cas,  et  de  dire 
(\pLun  invariant  est  proprement  egal  a  son  adjoint  quand  on  a  $  =  -|-  g^^(p 
et  (^Hlest  improprement  egal  a  son  adjoint  quand  on  a  <i>  =  —  g^^.  A 
cet  egard  on  peat  faire  la  remarque  suivante  :  Si  un  invariant  d'ordren, 
Sgal  a  son  adjoint,  contient  lu  quantite  Vegalite  est  propre  ou  impropre 
pour  (p  en  meme  temps  que  pour  Vinmriant  4>  coefficient  de  la  plus  Jiaute 
puissance  de  p^  dans  <p.  Si  au  contraire  <p  contient  la  quantite  q^,  et  que  4 
y  soit  le  coefficient  de  la  plus  haute  puissance  de  q^y  V4galite  est  propre 
ou  impropre  pour  <p  suimnt  quelle  est  impropre  ou  propre  pour  4* 

27.  D'apres  son  origine,  nous  savons  deja  que  v  est  egal  a  son  adjoint. 
Si  nous  rignorions,  nous  serious  maintenant  conduits  a  le  reconnaitre 
d'apres  les  conclusions  du  n°  25.  En  efFet,  v^  qui  est  du  sixieme  ordre,  ne 
contient  pas  b^.  Son  adjoint  est  done  aussi  du  sixieme  ordre  et  ne  pent 
etre  que  v  lui-meme.  D'apres  la  forme  de  v^  donnee  par  I'egalite  (3i),  on 
voit  que  v  est  fonction  des  a  jusqu'a  I'indice  5,  des  6  jusqu'a  I'indice  4  et 
de 

q^  =  a,—  ^b^. 

D'ailleurs,  le  coefficient  de  q^  est  I'unite.  Done  Vinmriant  v  est  impro- 
prement egal  a  son  adjoint. 

Raisonnons  de  meme  sur  I'invariant  s^^  qui,  etant  du  septieme  ordre, 
ne  contient  pas      et  dont  les  termes  caracteristiques  sont 
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Son  adjoint  est  du  septieme  ordre  egalement  et  de  la  m^me  forme.  La 
difference  entre  et  son  adjoint  est  done  du  sixieme  ordre;  c'est  un  inva- 
riant. Mais,  en  raison  de  son  poids,  cet  invariant  se  reduit  forcement  a 
zero.  Done  l  inmriant     est  proprement  egal  a  son  adjoint. 

Cette  proposition  pent  etre  prouvee  d'une  autre  maniere.  Un  invariant 
differentiel  de  degre  zero  est  une  fonction  des  seules  quantites 

et,  par  suite,  de  meme  que  ces  quantites  elles-memes,  un  invariant  n'est 
pas  altere  si  Ton  remplace     par  Tunite,      par  zero,  .  .  ,  par 

par  zero,  ZaparTunite,  .  .  . ,  2;,„para^.  Par  suite,  <7f/awc? s'agit  de  sub- 
stituer  dans  un  invariant  differentiel,  nous  pouvons  remplacer  les  for- 
mules  (5o)  par  celles-ci  : 


(54) 


j  A„  =  —       [{n  —  i)a„  —  3(n  —  2)&„_,]  -h  (a„_,, 


Supposons  maintenant  les  developpements  relatifs  a  la  courbe  (m)  re- 
duits  a  la  forme  canonique,  c'est-a-dire 

^^^^  \h,^h,=  K=o,  b,  =  ^,,  .... 

Les  formules  (54)  ne  donnent  pas  pour  (M)  la  forme  canonique,  et  la 
raison  en  apparaitra  bientot  (n"*  29) ;  mais  elles  donnent  cependant 

(56)  A^  =  o,    A5=.o,    B^  =  o. 

Prenons  maintenant  T expression  (3i)  de  en  y  mettantles  majuscules 
et  introduisant  les  hypotheses  (56).  Cette  expression  se  reduit  h 

V  =  A,-2B., 

et  les  formules  (54)  nous  donnent,  en  vertu  des  hypotheses  (55), 
A,—  2B,  =  — ^a,,    V  =  ~^p. 


Digitized  by 


SUR  LES  INVARIANTS  DIFFERENTIELS  DES  COURBES  GAUCHES.  49 

De  meme,  les  expressions  (3i)  et  (Sa)  de  et  /-e,,  quand  on  y  met  les 
majuscules  et  qu'on  introduit  les  hypotheses  (56),  se  reduisent  respective- 
ment  a  et  A^.  En  vertu  deVexpression  (36)  obtenue  pour  Tinvariant  s^^ 
on  a  done 

S,  =  A,-3B.. 
Lesformules  (54)  donnentalors 

S,     A, -3B,=  + 

L'invariant  transforme  se  reduit  done  a  a,,  car  aucune  puissance  entiere 
de  oc^  ne  pent  etre  du  meme  poids  que  cc,.  On  a  done 

s.=(i)V. 

Ainsi  se  trouve  demontree  de  nouveau  la  propriete  des  invariants  v 
et  s^.  Par  le  meme  procede,  nous  pouvons  de  meme  trouver  Tadjoint  de 
rinvariant  f^,  qui,  suivant  le  n°  25,  est  du  huitieme  ordre.  D'apres  la  for- 
mule  (36),  on  a 

En  vertu  des  hypotheses  (56)  et  des  formules  (3i)  et  (32),  nous 
avons 

M,=  A,— M,=  A,,    i\,=  B,,    A,=  B,. 
Appliquons  maintenant  lesformules  (54),  et  nous  obtenons 

T,  =  ^  U  K  («.  -  ^."^^ )  -  i  «7]  +  «e i  +     («, ) , 

oil  (a^)  est  encore  une  fonction  entiere  et  inconnue  des  a  jusqu'a  Tindice  7 , 
c'est-a-dire  de  a,  et  de  a^.  Le  produit  oc^[a^)  est  done  une  somme  de  termes 
dont  chacun,  sauf  un  coefficient  numerique,  est  de  la  forme  a^^",  /wetant 
plifs  grand  que  i'unite,  n  positif,  m  et  n  etant  d'ailleurs  entiers.  Mais  le 
poids  est  celui  delapartie  entre  parentheses,  c'est-a-dire  8.  On  doit  done 
avoir  3  m  -h      —  8,  equation  qui  n'a  aucune  solution  repondant  auxcon- 
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ditions  requises.  Le  reste  dont  il  s'agit  est  done  nol.  Si  done  nous  nous 
reportons  a  la  premiere  formule  (4<>)>  nous  concluons 

(57)  T,  =  g-«(|^.+  ^), 

formule  qui  nousdonne  Tadjoint  de  rinvariant  et  que  je  demontrerai 
plus  loin  d'une  autre  maniere  encore  (n°  37). 

28.  Soient  (p  et  4  deux  invariants  d'un  meme  poids  7>  ^  <p,,  4i  '^"rs 
adjoints.  Considerons  les  deux  identites  ^tablies  au  n^  24, 

et  differentions  les  deux  membres  de  chacune  de  ces  identites.  Nous  au- 
rons 


et  par  suite 

On  a  d'ailleurs,  d'apres  la  premiere  egalite  (4i)j 
■j^       z"  3  z^x  -f-  6  Zs    -H  •  •  • 

et,  au  point  m, 

dX  6z^~^' 

Done  enfin 

relation  qui  s'enonee  ainsi  :  5*/  (pet  '\  sont  deux  invariants  de  meme  poids ^ 
ay  ant  pour  adjoints  4n  I' invariant  (4<p' — <t  pour  adjoint 

Cette  proposition  generale  va  nous  permettre  tie  trouver  les  adjoints  de 
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tous  les  invariants  fondamentaux.  Occupons-nons  d^abord  des  invariants 
de  premiere  espece.  Nous  avons  deja  trouve 

L'invariant  resulte  des  deux  invariants  de  meme  poids  i'\  et 
Ton  a 

^s  =  —  g'^s' 

On  a  ensuite 
et,  en  general, 

Ainsi,  chaque  invariant  fondamental  de  premiere  esphce  est  egal  a  son 
adjoint  proprement  ou  improprement  suimnt  que  son  ordre  est  impair  ou 
pair. 

Nous  pouvons  a  ce  sujet  faire  une  verification  fondee  sur  la  derpiere 
proposition  du  n^  26.  L'invariant  s^  est  lineaire  et  ne  contient  pas  b^.  Le 
coefficient  de  a„  y  est  c'est-a-dire  un  invariant  egal  a  son  adjoint 
proprement  ou  improprement  suivant  que/i  est  impair  ou  pair.  II  en  re- 
sulte, d'apres  la  proposition  rappelee,  que  Ton  doit  avoir  toujours 

(58)  ^,  =  (;«-(a„~  3*,..)  +(a,.„  b^,). 

C'est,  en  efFet,  ce^ui  ajieu  pour  et  ce  qu'on  pent  verifier  pour  s^^^ 
en  Tadmettant  pour  s^.  Aix  moyen  des  formules  de  differentiation  (22), 
nous  concluons  de  Fequation  precedente 

d'oii  resulte  que  Tequation  (58)  entraine  I'equation  analogue  oil  n  est 
change  en  (/?  +  i). 

Gherchons  maintenant  les  adjoints  des  invariants  de  seconde  espece,  en 
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prenant  pour  point  de  depart  la  formule  (67) 

*  7       r>    \:i  \    !  '7/' 

L'invariant    est  defini  par 
d'oii  je  conclus 


^T,  =  ->(K+^;)  +  ii''(I^s^-^) 

-       -      - -H<  - 1^^). 

Enrepetantle  meme  calcul,  on  trouve 

(59)  T„==(-ir-g-^<»->(i.„,,  +  g. 

6Vtt^  egalite  (69)  donne  I' adjoint  de  chaque  imariant  fondamental  de 
deuxieme  espece. 

Ainsi,  des  qaun  inmriant  est  exprime  au  woyen  des  invariants  fonda- 
mentaux  (ce  qui  est  toujours  possible,  eu  egard  au  theoreme  VII),  on  pent 
immediatement  obtenir  V expression  de  Vimariant  adjoint. 

29.  Voici  une  question  deGeometrie,  etrangere  a  la  theorie  des  inva- 
riants,  mais  qui  se  lie  trop  etroitement  a  Vanalyse  actuelle  pour  qu'il  soit 
possible  de  la  passer  ici  sous  silence. 

Deux  courbes  [m)  ct  (m')  oni  au  point  m  un  contact  d'ordre  n. 
Soient  (M)  et  (M')  les  courbes  correspondantes  dans  une  figure  correla- 
tive. Quel  est  Vordre  du  contact  de  ccs  dernieres  au  point  M,  correspond 
dant  a  m  ? 

Prenons  les  niemes  coordonnees  qu'au  n°  22  et  supposons  la  courbe  {m) 
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representee  aux  environs  de  m  par  les  developpements 

X  ^  .r2  4- , . .  "h  .r„ar"  -\-Xn^i  ^""^^  -t- . . .  1 

D'apres  les  hypotheses,  la  coiirbe  {m)  etant  representee  par  des  develop- 
pements analogues,  on  aura 

(V*    /V"  /V*    /v»  /V"    V" 

./  2  *'3'  J//   .f/i? 

/  t 

=^  Zj,,       •  •  •  »      Z//  =  Z,/. 

Designons  maintenant  par  des  majuscules  les  coefficients  correspondents 
pour  les  courbes  adjointes  (M),  (M').  Les  formules  du  n**  23,  qui  donnent 
ces  coefficients,  entrainent  les  consequences  suivantes  : 

Y'  —  Y      Y  —  Y  Y'    "  Y 

d'ou  je  conclus  qu'en  general  Tordre  du  contact  des  courbes  (M),  (M')  est 
seulement  d'ordre  [n  —  i) ;  mais  on  ne  pent  se  borner  a  cette  reponse, 
puisqu'on  passe  de  nouveau  des  courbes  (M),  (M')  a  (m),  (m')  par  la  meme 
transformation.  Si  done  Tordre  du  contact  pent  s'abaisser,  il  pent  aussi 
s'elever.  II  s'agit  de  voir  dans  quels  cas.  C'est  ce  que  les  formules  (46) 
et  (47)  permettent  de  faire. 

Remarquons  d'abord  que,  outre  le  contact  d'ordre  {n  —  i)  qui  existe 
entre  elles,  les  courbes  (M),  (M')  satisfont  a  la  relation  Z'^=  Z„,  c'est-a-dire 
que,  si  Tordre  de  leur  contact  est  effectivement  {n  —  i),  leur  plan  princi- 
pal {voir  n°  13)  est  le  plan  osculateur.  Mais,  d'apres  (46)  et  (47)?  la 
quantite  suivante, 

T„,.  =  3«Z,Y„-{,^-^l)Y,Z„,., 

exprimee  par  les  z,,^^  n*est  que  de  Fordre  n.  On  a  done  encore  pour  (M) 
et  (M')  cette  relation  :  T„_^,  =  T'„^,.  II  resulte  de  la  qu'avec  Fordre  du  con- 
tact il  faut  encore  considerer  ces  deux  elements  geometriques,  le  plan  prin- 
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cipal  et  la  fonction  que  je  viens  de  definir  T^+,.  La  reponse  a  la  question 
posee  est  alors  la  suivante  : 

I**  Si  deux  courbes  ont  un  contact  d'ordre  n  au  point  m  et  quen  ce 
point  leur  plan  tangent  principal  ne  se  confonde  pas  avec  le  plan  oscula- 
teur,  alors  les  courbes  correspondanteSy  dans  une  figure  correlative,  ont 
au  point  correspondent  un  contact  de  Vordre  {n  —  i)  seulement; 

2®  Si  le  plan  tangent  principal  se  confond  avec  le  vlan  osculateur  et 
que,  pour  les  deux  courbes,  les  fonctions  soient  inegales,  alors  les 
courbes  correspondantes,  dans  une  figure  correlative,  ont  au  point  corres^ 
pondojit  un  contact  de  Vordre  n,  comme  les  proposies; 

3^  Si  le  plan  tangent  principal  se  confiynd  avec  le  plan  osculateur  et 
quen  outre  les  fonctions  t^^^  soient  igales  entre  elUs,  alors  les  courbes 
correspondantes  ont  entre  elles  un  contact  de  Vordre  (/i  4-  i). 

En  un  point  m  d'une  courbe  (m)  on  considere  la  cubique  oscula- 
trice  {w!)  et  Ton  prend  une  figure  correlative.  A  la  courbe  (m)  correspond 
une  courbe  (M),  a  la  cubique  (m')  une  autre  cubique  (M');  niais  (M) 
et  (M')  n'ont  generalement  qu'un  contact  de  I'ordre  4?  (W)  n'est  pas  la 
cubique  osculatrice  de  la  courbe  (M)  au  point  M.  C'est  pourquoi,  comme 
on  Ta  vu  au  n^  27,  si  Fon  prend  la  courbe  (m)  rapportee  aux  coordonn^es 
canoniques,  la  transformation  de  cette  courbe  en  son  adjointe  ne  donne  pas 
immediatement  cette  derniere  rapportee  aux  coordonnees  canoniques. 

V.  —  Courbes  anharmoniques. 

50.  Au  point  de  vue  projectif,  les  elements  infinitesimaux  d'une  courbe 
sont  caracterises,  ainsi  qu'il  resulte  de  tout  ce  qui  precede,  par  deux  inva- 
riants absolus  du  septieme  ordre  et  les  derivees  de  ces  invariants.  Nous 
avons  appris  a  former  les  expressions  analy tiques  de  ces  invariants  absolus ; 
nous  n'en  avons  pas  encore  la  signification  geometrique.  Pour  obtenir  leur 
expression  geometrique,  nous  devons  comparer  une  courbe  quelconque  a 
une  courbe  d'une  nature  determinee  et  convenablement  choisie,  ainsi  que, 
en  Geometric  plane  et  non  projective,  la  comparaison  avec  un  cercle  sert 
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a  definir  les  elements  infinitesimaux  jusqu'au  deuxieme  ordre  et  le  premier 
invariant  absolu,  qui  est,  dans  cette  Geometrie,  la  courbure. 

La  courbe  de  comparaison  que  je  choisis  est  celle  que  Ton  peut  appeler 
courbe  anharmonique  et  qui  a  deja  ete  envisagee  par  M.  Fouret  dans  sa 
theorie  des  implexes  (*).  Rapportee  a  un  tetraedre  dereference  convena- 
blement  choisi,  ses  equations  sont 

(60)  t'-'y  =  x%  i'-'z^x". 

Les  deux  exposants  r,  s  constituent  deux  invariants  absolus.  La  signifi- 
cation de  ces  deux  exposants  justifie  le  noni  de  courbe  anharmonique.  11 
est,  en  efFet,  aise  de  voir  que,  si  m  est  un  point  de  la  courbe  et  si  a,  b,  c,  d 
sont  les  points  oil  la  tangente  en  m  rencontre  respectis^ement  les  plans 
X  =  f  —  z  —  o,  t  =  Oj  les  cinq  points  forment  une  division  qui, 
lorsque  le  point  m  se  deplace  sur  la  courbe,  reste  constamment  homogra- 
phique  a  elle-meme.  C'est  ce  qui  resulte  des  expressions  suivantes  de  deux 
rapports  anharmoniques  de  ces  cinq  points  : 

ma  db    ma  dc   

mb  da         '     mc  da 

En  rempiacant  dans  les  equations  (60)  x^  r,  z,  t  par  des  polyn6mes  du 
premier  degre,  on  voit  que,  les  invariants  r,  s  compris,  la  courbe  anhar- 
monique contient  seize  arbitraires.  Ce  nombre  semblerait  devoir  lui  attribuer 
seulement  invariant  absolu,  puisque  les  substitutions  homographiques 
contiennent  quinze  arbitraires*  Cette  contradiction  apparente  s'explique 
par  ce  fait  caracteristique  de  la  courbe  anharmonique  :  elle  se  transforme 
en  eUe-meme par  une  infinite  de  substitutions  homographiques;  ces  substi- 
tutions sont  les  suivantes, 

x  =  a\,    y^  a'Y,    z  =  a'Z,    ^ T, 

qui  permettent  d'effectuer  la  substitution  de  maniere  qu'un  point  quel- 
conque  de  la  courbe  se  transforme  en  un  autre  point  quelconque  de  cette 


[  * )  Comptcs  rendas  des  stances  de  l*Jcadomie  des  Sciences,  octobre  1876. 
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meme  courbe.  Ceux  des  sommets  dii  tetraedre  de  reference  oil  passe  la 
courbe  sont  seuls  exceptes,  la  substitution  les  laissant  immobiles.  Ainsi,  au 
point  de  vue  projectif,  chaque  courbe  anharmonique  est  partout  superpo- 
sable  a  elle-meme.  Elle  jouit  encore  d'une  autre  propriete  egalement  carac- 
teristique  et  qui  resulte  tres  aisement  des  equations  (60)  :  La  courbe 
nnJiarmonique  a  pour  adjointe,  c'est-a-dire  pour  correspondante  dans  une 
figure  correlative,  une  courbe  anharmonUiue  egale,  c'est-a-dire  ayant  les 
memes  invariants  absolus.  Ija  cubique  gauche  en  est  un  cas  particulier. 

31.  Les  deux  nombres  r,  s  caracterisent  une  courbe  anharmonique,  mais 
peuvent  cependant  etre  modifies  d'une  certaine  maniere  sans  que  la  courbe 
soit  changee  autrement  qiie  dans  sa  situation  relativement  au  tetraedre  de 
reference,  ce  qui,  a  notre  point  de  vue,  equivaut  a  ne  point  changer  la 
courbe. 

Ces  modifications  resultent  des  echanges  qu'on  pent  faire  entre  les 
quatre  faces  du  tetraedre  de  reference.  Or  les  vingt-quatre  permutations  de 
ces  quatre  plans  constituent  le  groupe  complet  compose  avec  les  trois  trans- 
positions {yz)^  (^0'  (^j)'  ^^crivonsles  equations  (60)  sous  les  trois  formes 
suivantes, 

et  concluons  que  les  trois  transpositions  citees  correspondent  aux  trois 
substitutions 

I 

r 
s 
r 

Le  systeme  complet  des  couples  (r,  s)  qui  laissent  la  courbe  invariable 
est  done  le  groupe  des  trois  substitutions  (61).  Je  me  propose  de  chercher 
la  forme  generale  des  fonctions  de  (r,  ^)  qui  restent  inalterees  par  les  sub- 
stitutions de  ce  groupe.  Cette  question,  d'ailleurs  tres  facile,  doit  etre 


(61) 


s 

1 

—  r 

^* 

r 

s 

1 

—  s 
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resolue  tout  d'abord,  pour  qu'on  puisse  comprendre  nettement  la  maniere 
dont  les  courbes  anharmoniques  interviendront  dans  la  theorie  des  inva- 
riants differentials. 

Introduisons  trois  quantites  a,  |3,  >  au  lieu  de  r,  savoir 

(62)         cc  —  r-i-s  —  I,    p  =  r  —  s — i,    y  =  s  —  r  —  i, 
d*ou  resulte 

y  —  a  3  —  a 

Toute  fonetion  de  r,  s  pent  etre,  grace  a  ces  dernieres  formules,  envi- 
sagee  comme  une  fonetion  homogene  et  de  degre  zero  de  a,  7,  et  cela 
d'une  seule  maniere.  Soit  done /(a,  7)  une  telle  fonetion,  que  je  suppose 
invariable  par  les  substitutions  (61). 

La  premiere  de  ces  substitutions  equivaut  a  Fechange  de  ^,  7;  done 

La  deuxieme  substitution  equivaut  a  Techange  de  |3,  7  et  au  changement 
de  signe  de  a.  On  a  done,  a  cause  de  la  precedente, 

f{-  «,        =/(-  «,     7)  =/(«,  13,  >). 

La  troisieme  substitution,  si  Ton  tient  compte  de  ce  que  h  est  homogene 
et  de  degre  zero,  equivaut  au  changement  de  a,  p  en  —  —  a.  On  a 
done 

A- 13,  -a,7)=/K  7), 
egalite  qui,  a  cause  des  precedentes,  entraine  celle-ci : 

/(P,a,7)=/(«,p,7). 

La  premiere  et  la  troisieme  equation,  qui  sont  des  identites,  prouvent 
que yest  symetrique  en  a,  |3,  7;  la  deuxieme  prouve  que  c'est  une  fonetion 
paire.  Done  la  forme  generate  cJierchSe  d*une  fonetion  invariable  par  les 
substitutions  du  groupe  (61)  est  une  fonetion  symetrique,  homogene  et  de 
degrS  z6ro  des  car  res  des  quantites  (62)  a,  |3,  7. 

XLFJP  Cahier.  8 


Digitized  by 


58  HALPHEK. 

En  consequence,  si  Von  pose 

(63)         p,  =  ««^«+^v  +  y'«%  A  =  p>  ^  =  p> 
(  p.  == 

toute  fonction  rationnelle  de  Sy  uwariable  par  les  suhstitutions  du 
groupe  (6i),  est  une  fonction  rationnelle  des  deux  quantites  h. 

Aussi  convient-il  de  prendre  les  deux  nombres  h  pour  les  invariants 
caracteristiques  de  la  courbe  anharmonique.  Chacun  d'eux,  pour  une 
conrbe  determinee,  a  une  valeur  determinee  et  unique,  et  reciproquement, 
comme  il  est  facile  de  le  prouver,  a  deux  nombres  donnes  g^  h  correspond 
an  seul  systeme  de  vingt-quatre  couples  (r,  5). 

32.  La  courbe  anharmonique ,  avons^nous  dit  pr^c^demment,  eontient 
seize  arbitraires,  y  compris  ses  deux  invariants  g^  h.  En  un  point  quel* 
conqoe  m  d'une  courbe  (m),  il  paratt  done  possible  de  trouver  une  courbe 
anharmonique  ayant  avec  (m)  au  point  m  un  contact  du  septieme  ordre. 
S'il  en  est  ainsi,  les  deux  invariants  g^  h  de  cette  courbe  seront  deux  inva- 
riants differentiels  absolus  du  septieme  ordre  de  la  courbe  (m)  au  point  m. 
Le  but  que  nous  poursuivrons  sera  de  trouver  les  expressions  de  g^  h  au 
moyen  des  invariants  absolus  *  *  ^^^^  ^^^^  d'abord  il  importe  de  mon*- 
trer  qu'effectivement,  en  chaque  point  d'une  courbe  quelconque,  U  existe 
une  courbe  anharmonique  unique,  ayant  as^ec  la  proposee  au  point  comi^ 
d^e  un  contact  du  septieme  ordre.  Cette  courbe  anharmonique  serii  dite 
osculatrice. 

Pour  le  prouver,  j'emprunterai,  en  la  modifiant  a  p^ne,  une  analyse 
donn^  par  M.  Foui*et  dans  le  travail  cit^  plus  haut. 

Soient  X,  Y,  Z,  T  quatre  fonctions  iineaires  de     j,  z,  telles  que 

X  =  a  J?  +  a'j  +  d'z  -f-  a'^'',    .  .  . , 

et  envisageons  les  deux  equations  differentieUes  simultanees 

t  nf  \  dx  dy  dz 
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Je  dis  que  V integrate  generate  de  ce  systeme  est  fournie  par  les  Squa- 
tions  d'une  courbe  anharmonique  sous  la  forme  suwante^ 

T';-'Y,  =  cX';,    T'-'Z,  =  c'X',, 

dans  taquelle  ,  ,  ,  sont  quatre  nomeaux polynomes  du  premier 
degr^y  dont  les  coefficients,  ainsique  les  expos  ants  r^  s^  sont  determines 
par  les  coefficients  c?e  X,  Y,  Z,  T,  et  c^d  des  constantes  arbitraires. 

Cette  proposition,  que  je  vais  demontrer,  est  due  a  M.  Fouret. 

Le  systeme  (64)  est  celui  qui  sert  a  integrer  Tequation  aux  differepci^, 
partielles 

A  —  +  Z-f-T  z  —  cT-  Yt  )  =  o. 

Or  les  £icteurs  de  X,  Y,  Z,  T,  dans  cette  derniere,  sont  les  coefficients 
de  I'equation  du  plan  tangent  d'une  surface  en  un  point  z.  Soie&t, 
en  general,  ^,  ^,  t  les  coefficients  de  Tequation  d'un  plan  ou  les  coor* 
donnees  bomogenes  de  ce  plan^  et  envisageons  T  equation 

X^4- Yw-f-Z^+TT  =  o. 

Cette  demiere  d(^finit  ce  que,  d*apres  M.  Clebsch,  on  doit  appeler  un 
connexe  de  Fespace,  c'est^a-dire  la  collection  des  figures  compos^es  cha- 
cune  d'un  point  m  et  d'un  plan  ^,  et  satisfaisant  a  une  mSme  equation. 
Vordre  et  la  dasse  du  connexe  sont  respectivement  le  degr^  de  Tequatioil 
par  rapport  aux  coordonnees  de  m  et  de  jw.  Ici  le  connexe  est  d'ordre  et 
de  classe  unitS.  A  chaque  point  m  de  Tespace  correspond  une  infinite  de 
plans  /u;  mais,  en  vertu  de  I'equation  du  connexe,  tons  ces  plans  /u  passent 
par  un  meme  point  m'.  La  liaison  qui  existe  entre  m  et  m'  n*est  autre  chose 
qu'une  homograpbie.  II  existe  done  un  tetraedre  unique  tel  que  cbacun 
de  ses  sommets,  envisage  comme  un  point  m,  coincide  avec  son  corres- 
pondant  m'.  Si  Ton  prend  ce  tetraedre  pour  tetraedre  de  reference,  alors 
I'equation  du  connexe  se  reduit  a  la  forme 

AX,|,H-BY,>i,-hGZ,C+DT,T,  =  o, 
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ou  X,,  Y,,  Z,,  designent  les  nouvelles  coordonnees  homogenes  de  m, 
?o  Co  '^i  celles  de  jU.  Si  Ton  revient  a  des  coordonnees  non  homo- 
genes,  en  posant 

(65)  7p-  =  j;, ,    f^^=:jr^y    —  =  2,, 

Tequation  du  connexe  est 

AcT,  0,  +  Bj,       Cz,  Ci     ^'^i  =  ^• 

L' equation  aux  differences  partielies  ci-dessus  exprime,  pour  une  sur- 
face integrale,  cette  propriete  :  En  cbaque  point  m  de  la  surface,  le  plan 
tangent  est  un  des  plans  correspondant  a  m  dans  le  connexe.  En  conse- 
quence, Tequatiou  aux  differences  partielies^  reduite  aux  nouvelles  va- 
riables (65),  acquiert  la  forme 

Celte  derniere  s'integre  au  moyen  du  systeme  differentiel 

f/Xi  f/)',  dzi 


(66) 


Done  ilexiste  un  systeme  de polynomes  du  premier  degre  X, ,     ,  , 
tel  que,  en  prenant  pour  variables  les  quantites  (65),  le  systeme  diffe- 
rentiel (64)  se  transforme  en  le  systeme  (66),      A,  B,  C,  D  sont  des 
constantes. 

Ce  dernier  s'integre  immediatement  et  donne 


y^  1=  cx\^^^      =  c'a^^ 

ou,  SI  1  on  fait  j— g  =  r,       g  =  ^, 

(66)  T-'Y,  =  cX^„    Tr«Z.  =  c'X',, 

ce  qu?  demontre  la  proposition  annonc^e. 
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«fe  n'entre  pas  ici  dan3  le  detail  de  la  determiqation  djes  poly- 
npmes  X, ,  Y^,  Z^,  T,,  qui  appartient  a  la  theorieconnuederhomographie. 
On  aperi^oit  immediateinent,  d'apres  cette  theorie,  que  les  coefRcients  de 
ces  polynomes  sont  des  fonctions  rationnelles  des  racines  d'une  equation 
du  quatrieme  degre  caracteristique.  Lcs  exposants  r,  s  dependent  ega- 
lementdes  racines  de  cette  equation.  Mais,  d'apres  Tanalyse  du  n^  31,  on 
pent  conclure  que  les  deux  nombres  h  sont  des  fonctions  rationnelles 
des  coefficients  de  I'equation  caracteristique,  et.par  suite  des  fonctions 
rationnelles  des  coefficients  de  X,  Y,  Z,  T.  L' expression  de  ces  fonctions 
appartient  a  la  theorie  des  connexes;  je  n'ai  pas  a  m'eri  oeciipep  ici*  La 
seule  conclusion  que  je  veuiUe  retenir,  c'est  que,  les  Equations  (^4)  6tftnt 
donnees,  la  courbe  anhamionique  est  determine,  sauf  les  constantes  e,  c', 
et,  ce  qui  revient  dansle  fond  au  meme,  que  les  Equations  (64)  r^sult^nt 
de  Telimination  de  ces  constantes  c,  c'  dans  les  equations  (66) . 

Pour  fixer  les  idees,  imaginons  reduit  a  T unite  le  terme  constant  dans 
chacun  des  polynomes  ,  Y< ,  Z, ,  .  II  est  alors manifeste  que  les  equa- 
tions (66)  contiennent  seize  arbitraires,  savoir  douze  arbitraires,  a  raison 
de  trois  par  polynome,  les  exposants  r,  Sy  enfinles  constantes  e,  c\  En  un 
point  m  d'une  courbe  (m),  nous  voulons  trouver  une  courbe  anharmo- 
nique  osculatrice,  c'est-k-dire  determiner  les  seize  constantes  au  nioyen 
des  equations  (66)  et  des  equations  derivees,  ou  Ton  aura  mis  pour  les 
coordonnees  et  leurs  derivees  les  valeurs  qu'elles  acquierent  au  point  m 
sur  la  coi^^be  (//f).  Or  les  equations  (64)  et  les  equations  derivees  de  (64) 
sont  les  combinaisons  qui  resultent  du  systeme  d'equations  precedent  si 
Ton  en  eiimine  c,  c\  et  effectivement  il  est  facile  d'apercevoir  que  les 
equations  (64)  renferment  seulement  quatorze  arbitraires.  II  est  done 
loisible  de  determiner  ces  quatorze  constantes  en  operant  sur  les  equa- 
tions (64)  et  leurs  derivees  jusqu'au  sixi^me  ordre.  Ces  quatorze  con- 
stantesdeterminees,  la  courbe  anharmoniqjue  se  trouve  determinee,  sauf  c,  c'. 
Ces  dernieres  seront  obtenues  par  la  condition  que  la  courbe  passe  au 
point  m.  Or,  si  Ton  opere  avec  les  equations  (64),  on  n'a  a  determiner 
les  constantes  que  par  des  equations  lineaires.  II  existe  done  une  solution 
et  une  seule.  La  proposition  annoncee.est  done  demontree* 


Digitized  by 


62  HALPHEN. 

Nous  pouYons  maintenant  rechercher  les  expressions  des  quantites  gy  k 
en  fonction  des  invariants  difTerentiels  s^j  t^y  et  nous savons  d'avance 
que  ces  expressions  doivent  etre  rationnelles. 

35.  D'apres  les  proprietes  de  la  courbe  anharmonique,  on  peut  affirmer 
a  priori  qu'en  un  quelconque  de  ses  points  tout  invariant  difTerentiel 
absolu  a  une  valeur  fixe,  independante  dece  point.  G'est,  en  efTet,  cequi 
resulte  d'une  des  propositions  du  n**  30.  Si,  en  outre,  il  s'agit  d'un  inva- 
riant rationnel,  cette  valeur  fixe  est  alors,  suivant  les  conclusions  du 
n^  31,  une  fonction  rationnelle  des  quantites  h.  Dans  les  equations  de 
la  courbe  anharmonique,  faisons  t  =  ij  etenoncorisce  resultat  algebrique  : 
Si  dans  un  invariant  differ entiel  absolu  on  substitue  a/,  z  les fonctions 

cet  invariant  se  reduit  simplement  a  une  fonction  des  quantites  gy  h  (63). 
C'est  cette  fonction  qu'il  s'agit  de  trouver  pour  les  invariants  absolus 

~ )  ~  •  Pour  y  parvenir,  je  vais  d'abord  chercher  ce  que  deviennent  les 

invariants  relatifs  s^^  f^,  v  quand  on  y  met,  pour/,  z,  eto^. 

Soit  un  invariant  ^,  fonction  entiere  des  quantites  D'apres  la 

definition  de  ces  quantites  (n^  1),  il  est  visible  que  pour  les  valeurs  of  eUaf 
de  J,  z  on  a 


4(^1  s)  etant  un  polynome  entier  en  r,  s.  D'apres  le  theoreme  III,  si  Ton 
pose 

<p  ~  2Aa„a^  .  .  .  b^b^f  .  .  . , 

lasomme  {n  —  3)  -h  {n  —  3)  -f- .  .  .  -f-  (v  —  2)  +  {v  —  2)  H-  .  .  .  est,  pour 
chaque  terme  de  (p,  la  meme.  C'est  le  poids  q  de  I'invariant.  Done  on  a 

f{ry  s)  etant  un  polynome  entier.  On  voit  done  deja  que,  dans  le  quotient 
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de  deux  invariants  d'un  ni^me  poids  quotient  qui  est  la  forme  generate 
des  inyariants  absolus,  la  variable  x  disparait,  en  sorte  que  Tinvariant 
absolu  se  reduit  effectivement  a  une  fonction  de  r,  s  seulement,  comme 
on  I'a  deja  reconnu  par  une  autre  voie.  Cherchons  maintenant  les  pro- 
pri^tes  du  polynome  f{r^  s). 

D'apres  la  definition  d^s  quantites  a^,  b^^  4(^>  ^)  ^^t  symetrique  en  r,  s. 
Done  y{r,  $)  est  egalement  symetrique.  Par  rapport  aux  deux  lettres  r, 
envisagees  ensemble,  4(''?  ^)  cstdu  degr^  (/i  —  3).  Done  /(r,  s)  a  pour 
degr4  le  poids  q  de  Vinmriant. 

Soit  (r,  s)  un  systeme  de  valeurs  faisant  evanouir  f{r^  s).  II  y  cor- 
respond une  integrate  particuliere  [y  —  x^^  z  —  of)  de  T equation  ^  =  o. 
Mais  cette  derniere  est  invariante.  Done  les  transformees  homographiques 
del' integrate  particuliere  sont  de  nouvelles  integrates.  Done,  si  le  sys- 
teme (r,  s)  fait  evanouir  y(r,  s)j  il  en  est  de  meme  aussi  des  autres  systemes 
qu'on  deduit  de  (r,  s)  par  les  substitutions  du  groupe  (6i). 

Comme  il  a  ete  explique  au  31,  changeons  y(r,  s)  en  une  fonction 
homogene  des  quantites  a,  |3,  y.  La  fonction  nouvelle  a  alors  pour  deno- 
minateur  (/3  y)^,  dont  nous  pouvons  faire  abstraction,  puisque 
]3  H-  7  =  —  2.  Ainsi  y(r,  s)  est  change  en  un  autre  polynome,  homogene 
et  de  degre  des  trois  lettres  a,  /3,  y.  Je  designerai  ce  polyn6me  par  la 
memelettre  que  Tinvariant;  ce  sera  done  ici  (p(a,  |3,  7).  La  symetrie  de / 
entraine  pour  (p(a,  /3,  7)  Tidentite 

<P{^^  ^,>)=^(«»7,  P). 

Envisageons,  comme  au  n**  31,  la  deuxieme  et  la  troisieme  substitu- 
tion (61).  D'apres  la  deuxieme  substitution,  si  (a,  |3,  7)  fait  evanouir  ^,  il 
en  est  de  meme  de  ( —  a,  7,  |3),  et,  par  suite,  vu  la  symetrie,  ilen  est  aussi 
de  meme  de  ( —  a,  |3,  7).  Done  (p(a,  |3,  7)  et  (p{ —  a,  |3,  7)  ne  different  que 
par  un  facteur  numerique.  Ce  facteur  ne  pent  etre  que  ±  i .  On  a  done 

€  itant  un  nombre  entier  positif  que  Ton  peut  supposer  reduit  a  o  ou  i , 
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et  par  suite 

En  considerant  la  troisieme  substitution,  je  reconnais  que  ^(a,  /3,  y)  et 
(p{ — ]3,  — a,  7)  ne  different  que  d'un  facteur  numerique  /u  : 

d'ou,  en  vertu  des  precedentes  relations,  je  conclus 

^(a>i3.7)=A^?>(— /2,-a,7)  =  (-i)V^(p(/3, -a,7)  =  (-i)'(p{-a,^,7) 

d'ou  enBn,  en  changeant  le  signe  de  a  dans  les  deux  demiers  membres, 

Done    est  aussi  ±  1 ,  et  I'on  a 

/  etant  o  ou  i ,  et  &  etant  symetrique  en  a,  p.  Reunissant  ce  resultat  avec 
"      tmrdes  precedents,  je  conclus 

<p{«,     7)  =  («/3)'(«''-  p»)''0(«%  PS  7), 

ou  0  doit  etre  symetrique  en  a^,  |3*,  tandis  que  ^  doit  etre  symetrique 
en  7.  Ces  deux  symetries  entrainent  Texistence  de  nouveaux  facteurs, 
et  Ton  peut  ecrire 

P»  7)  =  «')Y^{«\  /3%  >'). 

Si  g'  =  I,  le  produit  des  differences,  eleve  a  la  puissance  g',  change  de 
signe  quand  on  permute  |3,  7.  Comme  (p  est  symetrique  par  rapport  a  ces 
lettres,  il  en  resulte  que  \F  change  de  signe  dans  cette  permutation.  Donc^ 
contientle  facteur  (|3^  —  7*)  a  une  puissance  impaire.  Mais,  supposer  e'=  i 
et  non  g'  —  o,  c'est  supposer  que  (p  change  de  signe  quand  on  echange  a,  ^ ; 
par  suite,  c'est  supposer  W  symetrique  en  a,  |3.  Done  W  contient  encore  le 
facteur  (a^ —  7^)  a  une  puissance  impaire.  La  symetrie  en  /3,  7  entraine 


Digitized  by 


SUR  LES  INVARIANTS  DIFFERENTIELS  DES  COURBES  GAUCHES.         65  • 

alors  la  presence,  dans  ^,  du  facteur  (a^  — 13^).  Done  ^  contient  encore 
a  une  puissance  impaire  le  facteur  altern^  (a^  —  ^^){^^  —  7^)  {7^  — 
n  est  pas  symetrique  en  a,  j3,  cequi  est  contre  Thypothese.  Done  g'  ne  pent 
etre  T  unite.  Done  enfin  la  forme  generate  du  polynome  (p  est 

V  ^tant  une  /onction  symetrique  des  trois  Icttres  oc'\  |3^>  7^?  ct  e  etant  zero 
ou  I' units. 

Or  le  degre  de  /3,  y)  est  le  poids  q  de  Tin  variant  (p.  Done  s  est 
zero  ou  Tunite,  suivant  que  q  est  pair  ou  impair,  Introduisons  maintenant 
les  quantites  g*,  h  du  n®  31,  et  concluons  ainsi : 

Si  V invariant  entier  <p  a  pour  poids  q  un  nombre  pair,  le  polynome 

^(a,  |3,  7)  est  egal  au  produit  de  Pj^  par  une fonction  entiere  de  h. 
Si  le  poids  q  est  impair,  le  polynome  (p^ocy     y)  est  egal  au  produit 

de  V\  g^  par  une  fonction  entiere  de  g^  h. 

La  fonction  entiere  de  g,  h  est  limitee  par  cette  consideration  que,  si 
Von  atlribue  a  g  le  degre  ^  et  a  h  le  degre  2,  le  degre  de  la  fonction  a 
vourlimite  superieure  \q  dans  le  premier  cas,  \{q —  3)  dans  le  second. 

11  existe  encore  un  caractere  commun  a  tous  les  polynomes  (p(a,  p,  7). 
Parmi  les  quantites  a^,  celle  qui  a  le  poids  minimum  est  a^,  dont  le 
poids  est  Tunite.  Doncaucun  invariant,  fonction  entiere  des  a,^,  6,^,  n'est 
de  poids  nul  et  ne  peut  contenir  de  terme  purement  numerique.  Obser- 
vons  maintenant  que  toutes  les  quantites  flr,„,  b^^  s'evanouissent  pour 
Aux  valeurs  2,  3  des  nombres  r,  s  correspondent  pour 

gy  h  les  valeurs 

Done  la  fonction  entiere  de  gy  h  qui  entre  dans  ^(a,  /3,  7)  peut  toujours 
etre  ecrite 

(67)  Y[g,  h)  =       -  4)  4(^»    -H  sKs^  h), 

oil  4>    ^^^t  des fonctions  entier es. 

XLFJP  Cahicr.  o 
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34.  Au  moyen  de  ces  resultats  generaux,  il  est  aise  de  calculer  les  po- 
lynomes  relatifs  aux  trois  invariants  i^^  s^y  t^. 

I**  L'in variant  p  a  pour  poids  q  =  3.  Le  polynome  v  se  reduit  done  a 

-  - 

hV\g^y  A  etant  un  facteur  purement  numerique.  Pour  obtenir  ee  facteur, 
le  moyen  le  plus  simple  est  de  supposer  /'  =  2,  ^  —  4>  a  quoi  correspond 

Maisil  vautmieux  eviterFirrationnalite,  quin'est  qu'apparente,en  ecrivant 
pour  ce  polynome  yuajS^,  /u  etant  numerique.  On  a  ici 

a=5,    /3  =  — 3,    7  =  1. 

D'ailleurS)  pour  y— x^^  z  =  x^y  se  reduit  a  1* unite  et  toutes  les 
autres  quantites  a  zero.  L'invariant  ^f  se  reduit  a  un  seul  terme  qui, 

d'apres  Texpression  (5),  est  egal  a  2.  Done  ^  =  —  Ainsi  le  poly- 
nome est 

2®  L'invariant  a  pour  poids  q  =  ^.  Le  polynome  (67)  F(g',  h)  doit 
etre  au  plus  du  degre  2  quand  on  attribue  les  degres  2  et  3  a  A,  g.  Done 
il  se  reduit,  sauf  un  facteur  numerique,  k  {aSh  —  4)-  Le  facteur  nume- 
rique se  determine  encore  par  Thypothese  j  =  x^^  z  —  x\  qui  reduit  s^j 
suivant  son  expression  (36),  a  —  6.  De  la  je  conclus  que  le  polynome 
a  pour  expression 

3®  L'in^^rariant  a  pour  poids  q  =  8.  Le  polynome  F(g-,  h)  qui  lui  est 
relatif  a  done  la  forme 

F{g,  h)  =  (25A  -  4)  [ah  +  b)  eg, 

on  a,  by  c  sont  purement  numeriques.  Si  Ton  fait  j  =  x^,  z  =  afy\es  quan- 
tites b,n  se  reduisent  toutes  a  zero,  et  cliaque  a,„contient  le  facteur  {s  —  3). 
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II  en  est  done  de  meme  de  toutes  les  quantit^s  A^,  /u^j  /ut^y  donneespar 
)es  equations  (3i).  D'ailleurs  on  a  {if  16) 

Done  contient  le  facteur  {s  —  3)*.  II  en  resulte  que  le  facteur  {ah  b) 
est  encore,  sauf  un  coefficient  numerique,  (aSA  —  4)?  et  il  ne  reste  que 
deux  coefficients  a  trouver.  Pour  eviter  un  calcul  numerique,  qui  se  ferait 
sans  grande  difficulte,  employons  un  artifice  fonde  sur  la  formule  (38) 

Nous  avons  trouve  deja,  pour  j  =  o^,  z  =  x\ 

II  en  resulte 
On  a  d^ailleurs 

a,  =  l(.-f-r-5)l  =  i(.-4)^. 

J'en  conclus 

6(v  =  {a|3y(a-2)^  — 7^,- 
Comme  w  et  \  sont  une  seule  et  meme  quantite,  Fegalite  (36) 

donne  ici 

En  consequence,  je  peux  conclure,  en  negligeant  les  multiples  de  aSy, 

Par  suite,  comme  on  a  calcule  le  polynome  relatif  a  j^,  il  en  resulte, 
pour  t^y 
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Quant  au  dernier  coefficient  c,  il  se  determine  aisement  par  Thypotbese 
deja  employee  r  ==  2,  j  =  4>  qui  reduit     a  —  3.  On  a  done  enfin 

^  =  -  y^k-y  [(=^5'*  -     -     3*.  5g] . 

5S.  Avant  de  poursuivre,  je  vais  faire  une  courte  digression  au  sujet 
de  cette  formule  singuliere  que  je  viens  d'utiliser  encore  et  qui  exprime 
I'invariant  en  fonction  de  Finvariant  et  de  la  quantite  non  inva- 
riante  (v.  En  demontranl  cette  formule  (n**  18),  j'annoncais  que  j'en  four- 
nirais  plus  loin  une  autre  demonstration.  C'est  cette  demonstration  que 
je  veux  maintenant  donner. 

L'invariant  s^^  de  meme  que  tons  les  autres,  s'evanouit  pour  j'  =  :r^, 
z  =  ^%  c'est-a-dire  est  nul  en  tout  point  d'une  cubique  gauche.  Done 
toute  cubique  gauche  satisfait  aux  deux  equations  simultanees  =  o, 
Sj  —  o,  Tune  du  sixieme,  Tautre  du  septieme  ordre.  Or,  dans  le  §  I,  nous 
avons  obtenu  les  deux  equations  differentielles  des  cubiques  gauches ;  ce 
sont  (I  =  o,  (V  =  o,  toutes  deux  du  sixieme  ordre.  Done  s^  =  o  resulte  de 

f>==  O,  (V=:  o. 

Or  on  a 

5,  =  a,  —  36,— 4a,a,+  R5, 

formule  dans  laquelle  designe  une  fonction  des  a,  b  jusqu'a  Tindice  5 
seulement  el  dont  il  a  deja  ete  fait  usage  (n**  20).  On  a  de  meme 

ys, -  P'^h  6{iv^a,u)  =  6(U,  ^  T,)  -  S,     7R,  =  P,. 

D'apres  ce  qui  precede,  Pjj=:  o  sera  une  equation  verifiee  en  chaque 
point  d'une  cubique  gauche.  Mais  c*est  la  une  equation  differentielle  du 
cinquieme  ordre ;  ce  ne  pent  done  etre  une  combinaison  des  equations 
p  =  o,  (V  =  o.  Done  Pj  est  nul,  et  la  formule  dont  il  s'agit  est  de  nouveau 
demontree. 
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Cette  demonstration  fait  connaltre,  mieux  que  la  premiere,  la  veritable 
raison  de  la  formule  dont  il  s'agit.  On  pourrait  meme  en  faire  le  point  de 
depart  de  la  theorie  des  invariants  du  septieme  ordre,  comme  il  suit  : 
Texistence  d'un  invariant  du  septieme  ordre,  lineaire  et  de  premiere 
espece,  a  ete  prouvee  a  priori,  sans  que  cet  invariant  fut  forme  (n®  10). 
Get  invariant  est  necessairement  egal  a  son  adjoint;  il  a  done  (n**26)  Tune 
des  deux  formes 

oil  (a^, 65)  designe,  comme  dans  d'autres  occasions,  une  fonction  des  a 
jusqu*a  rindice  6,  des  b  jusqu'a  Tindice  5.  Mais  on  a  de  meme 

i/  =  ja,  —  i5b,-h  {a,,b,). 

Done,  dans  le  cas  de  la  seconde  forme,  on  aurait 

(A)  — ^''^'^K^^Ji 
et,  dans  le  cas  de  la  premiere, 

(B)  7'^T-^'^'+6(v  =  (a«,^). 

Or,  en  premier  lieu,  je  dis  que  Tentier  positif  /u  est  necessairement 
zero.  Dans  le  cas  oppose,  en  effet,  le  systeme  v  =  s^  =  o  se  reduit  a 
deux  equations  du  sixieme  ordre  qui  ne  contiennent  pas  b^,  c'est-a-dire 
a  une  equation  du  cinquieme  ordre  et  une  equation  du  sixieme  ordre. 
•  Cela  ne  se  pent,  puisque  ce  systeme  a  pour  integrates  les  equations  des 
cubiques  gauches,  qui  contiennent  douze  arbitraires.  L'exposant  /ll  etant 
nul,  la  quantite  (a^,  b^],  dans  la  formule  (A),  doit  contenir  le  facteur  p. 
En  raison  de  son  poids,  elle  est  done  de  la  forme  Aa^i',  ou  A  est  nume- 
rique.  Or  il  est  impossible  que 

'yS^  —  Aa^(^ 

soit  un  invariant,  car  I'equation  v'-h  Aa^(^  =  o  admet  Tintegrale  premiere 

vu^^=  const.. 
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dans  laquelle  u  est  rinvariant  du  1.  La  constante  serait  un  invariant 
absolu,  ce  qui  ne  pent  etre.  C'est  done  la  formule  (B)  qui  a  lieu.  En 
repetant  le  meme  raisonnement,  on  eonclut 

C'est  la  formule  dont  je  parlais  tout  a  Theure,  sauf  un  facteur  numerique 
inconnu  A.  On  pourra  done  fonder  la  decouverte  de  T invariant  sur 
cette  derniere  formule,  en  se  proposant  de  determiner  A  de  telle  sorte 
que  soit  un  invariant.  Cette  derniere  recherche  sera  facile  si  Ton  prend 
pour  point  de  depart  la  formule  (17). 

Je  n'insiste  pas  autrement  sur  cejsujet,  et  je  reprends  mon  exposition. 

56.  Les  deux  invariants  differentiels  absolus  qu'il  est  le  plus  conve- 
nable  d'introduire  sont  les  suivants  : 

D'apr^s  le  n^  34,  on  a  ces  expressions  de  a,  h  poury  =  cd^^z  —  d(f\ 


(68) 


3_  (4--^5^)' 


et  Ton  pent  dire  que  ces  dernier es  equations  constituent  le  systeme  des 
equations  differentielles  des  courbes  anharmoniques  qui  ont  les  invariants 
absolus  gj  h. 

II  est  maintenant  visible  que  de  ces  equations  on  tire  h  exprimes 
rationnellement  en  a,  6,  savoir  : 

I_  3^a^  1^  
S-  5.^3  a«(7-366)»' 

Telles  sont  les  equations  qui  ddterminent,  en  Jbnction  des  elements  infi- 
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nkesimoMX  d'une  courbe  quelconque^  les  invariants  absolus  de  la  courbe 
anharmonique  osculatrice  de  la  courbe  proposee. 

37.  Les  invariants  absolus  a,  b  etant  constants  tout  le  long  d'une 
courbe  anharmonique,  leurs  derivees  le  long  de  cette  courbe  sont  nuUes. 
II  en  resulte  que  pour  y  =  x''^  z  =  x\  quels  que  soient  r,  s,  tous  les  inva- 
riants s^j  t^,  sauf  s^jt^^  sont  identiquement  nuls.  C'est  au  reste  ce  qu'il 
est  tres  aise  de  prouver  directement,  et  je  ne  ra'y  arrete  pas. 

Toute  courbe  anharmonique  ayant  pour  adjointe  une  courbe  anharmo- 
nique de  memes  invariants  absolus  que  la  proposee,  il  en  resulte  que, 
pour  y=x''^  s  =  ar^,  deux  invariants  absolus  adjoints  acquierent  une 
seule  et  meme  "valeur.  Si  Ton  effectue  la  transformation  du  §  IV,  v  se 
change  en  —  Vy  s^  se  reproduit  lui-meme.  Si  done  on  designe  par  ce  que 
devient  i^,  on  voit  que  les  deux  invariants  t^,  donnent  lieu  tous  deux 
a  un  seul  et  meme  polynome  ^(a,  ^,  7).  II  resulte  de  la  une  demonstration 
nouvelle  de  la  formule  (67)  qui  donne  Texpression  de  T,. 

Du  premier  terme  vb^  de  on  deduit  le  premier  terme  \  va^  de  T^, 
eu  egard  a  la  formule  (56),  et  le  signe  h-  provenantde  ce  que  v  se  change 
en  —  V.  D'apres  le  poids  de  ce  terme,  on  conclut 

oil  A,  6  sont  numeriques.  Mais^g  donne  lieu  a  un  polynome  identiquement 
nul,  et  au  meme  polynome  que  t^.  Done  A  =  i ,  B  =  o.  C'est  la  for- 
mule (57). 

D'une  maniere  generale,  on  voit  que,  si  un  invariant  est  exprime  en 
fonctiondes  invariants  fondamentaux,  le  polynome  resultant  de  cet  in- 
variant se  trouvera  en  substituant  dans  les  termes  qui  contiennent  seule- 
ment  v^  s^^  t^  les  polynomes  relatifs  a  ces  invariants.  Reciproquement, 
si  Ton  connait  le  polynome  relatif  a  un  invariant,  on  pourra  en  deduire 
les  termes  qui,  dans  son  expression  par  les  invariants  fondamentaux,  ne 
contiennent  que  Vj  s^^  t^. 

Gonsiderons  deux  courbes  (m),  (M)  se  correspondant  dans  deux  figures 
correlatives,  et  soient  m,  M  des  points  correspondants  sur  ces  deux 
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courbes.  Au  point  m  il  existe  une  courbe  anharmonique  (c)  ayant 
avec  (m)  un  contact  du  septieme  ordre ;  an  point  M  il  existe  de  meme  une 
courbe  anharmonique  (C)  ayant  avec  (M)  un  contact  du  septieme  ordre. 
Suivant  la  remarque  faite  au  n"*  29,  les  courbes  (C),  (c)  ne  se  corres- 
pondent pas  dans  les  deux  figures  correlatives.  Les  invariants  absolusG,  H 
de  Tune  different  des  invariants  absolus  h  de  Tautre.  lis  sont  effecti- 
vementdonnes  par  les  formules  (69)  telles  quelles  pour  h\  par  ces 
memes  formules  oil  Ton  remplace  a,  b  par  A,  B  pour  G,  H.  Or  a  et  A 
sont  egaux  entre  eux,  tandis  que  &  et  B  sont  generalement  inegaux;  d'a- 
pres la formule  (56),  que  nous  venons  de  nouveau  de  demontrer,  leur  dif- 

ference  est^j      Cette  difference  s'evanouit  seulement  avec  s^.  D'ailleurs, 

est,  a  un  facteur  pres,  la  derivee  de  T invariant  a.  Done,  quand  en  un 
point  d'une  courbe  (m)  Vinmriant  absolu  a  est  stationnaire,  la  figure 
composee  de  la  courbe  et  de  sa  courbe  anharmonique  osculatrice  (c)  en  ce 
point  a  pour  adjointe  la  figure  composee  d*une  autre  courbe  (M)  et  de  la 
courbe  anharmonique  (C)  osculatrice  de  (M)  au  point  correspondant. 
L' equation  differentielle  s^^o  caracterise  les  courbes  {m)  quijouissent 
de  cette  propriete  en  tons  leurs  points. 

Les  invariants  absolus  G,  H  different  de  g^h  \  mais,  d'apres  la  pre- 
miere egalite  (68),  on  a  toujours 

(4-25A)^      (4  — 25H)« 

D'apres  les  equations  (4o),  les  equations  de  la  courbe  (m)  et  de  sa 
courbe  anharmonique  osculatrice  (c)  aux  environs  du  point  m  sont,  pour 
la  courbe  (m), 

y  =  x'-\-\t,x'^'^,{t,^\s,t,-\s^')x'  +  ..  .  , 
z  =  x*'-f-i;x«H-^-^j;^  +  l(^^-t-3f,  +  |5-^)a;'+.  .  .; 

pour  la  courbe  (c)  les  equations  sont  analogues,  sauf  que  s^  et  t^  sont  nuls. 
Done  I'equation  jg  =  o,  deja  interpretee  geometriquement  de  deux  ma- 
nieres,  exprime  aussi  que  la  courbe  et  sa  courbe  anharmonique  oscula- 
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trice  ont  le  plan  osculateur  pour  plan  principal.  L* equation  ^8  =  0  ex- 
prime  que  le  plan  principal  de  ces  deux  courbes  leur  est  commun  avec  la 
cubique  osculatrice. 

VI.  —  Integration  des  systemes  invariants  d'equations  diff^rentielles. 

SEMI-INVARIANTS. 

38.  Soient  <p  =  o,  ^f,=o  deux  equations  differentielles  simultanees 
entre  la  variable  independante  x  et  les  deux  fonctions  j,  z.  On  suppose 
ce  systeme  d' equations  invariant,  c  est-a-dire  que,  si  Ton  prend  pour 
nouvelles  variables  X,  Y,  Z  liees  a  .r,  z  par  les  formules  generales  de 
la  substitution  homographique,  le  systeme  transforme  ne  differe  du  pro- 
pose que  par  le  changement  des  lettres.  Quelle  pent  etre  la  nature  de  ce 
systeme.*^ 

Tout  d'abord,  si  une  combinaison  des  equations  proposees  est 

la  courbe  integrale  est  plane.  Le  systeme  se  reduit  manifestement  a  une 
equation  differentielle  invariante  entre  une  variable  etune  fonction.  L'in- 
tegration  de  cette  equation  constitue  un  probleme  appartenant  a  la  theorie 
traitee  dans  ma  These,  et  je  n'ai  pas  a  en  parler  ici. 

Un  second  cas  qu'il  convient  de  mettre  a  part  est  celui  oil  une  combi- 
naison des  equations  (p  =  o,  4  =  o  est  ^  =  o.  La  courbe  integrale,  c' est- 
a-dire  la  courbe  dont  les  equations  constituent  le  systeme  d'equations  in- 
tegrales,  ne  pent,  en  aucun  de  ses  points,  6tre  representee  par  les  equations 
canoniques.  Mais,  Tequation  u  —  o  ayant  ete  ecartee,  on  pent  prendre  la 
forme 

z  =a?'-+-MY^'H- .... 

G'est  a  cette  forme  que  se  reduisent  les  equations  (33)  quand  M^,  =  r  =  o. 
On  Tobtient  d'une  infinite  de  manieres,  grace  a  Tarbitraire p  dont  on  dis- 
pose ainsi  que  je  Tai  explique  au  n"*  16.  Les  formules  (34)  de  ce  numero 

XLVIV  Cahier.  lo 
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donnent,  sous  Thypothese    =  o  = 

Les  formules  (36)  deviennent 

S,=^  t,=  \{2\—  ^,). 

La  formule  singuliere  (38),  donl  il  a  deja  ete  fait  plusieurs  fois  usage , 
donne,  suivant  Thypothese  p  =     v  =  Oy 

\=<^  =  — i^T  =  — ?(^7  — 3a,),  \=7fx,. 

En  consequence,  on  peut  ecrire  T expression  de  ci-dessus 

Done,  sauf  le  cas  oil  \  est  nul,  on  peut  choisir  p  de  maniere  a  rendre  A, 
nul,  et  la  forme  canonique  est  la  suivante  : 

^^^^  (  z=x'-hM,x'^M,x''-h.  . 

Les  coefficients  M  ne  sont  pas  arbitraires.  Deja  nous  venous  de  trouver  la 
relation  =  yM^.  II  existe  une  infinite  d'autres  relations du  meme  genre, 
resultant  de  Thypothese  que  et  toutes  ses  derivees  sont  nuUes.  II  est  vi- 
sible que  ces  relations  donnent'M^  en  fonction  des  A  jusqu'a  I'indice  {n  —  i) 
seulement. 

Le  cas  =  o  fait  exception.  Mais  nous  n'avons  pas  a  parler  de  ce  cas 
ici,  car,  le  supposer,  c'est  considerer  le  systeme  d' equations  diflerentielles 
p  =  o,  w  =  o,  dont  nous  connaissons  Tintegrale  generale.  La  courbe  in- 
tegrale  est  une  cubique  gauche  quelconque.  Ce  cas  mis  de  cote,  nous  pou- 
vons  raisonner  ainsi. 

Nous  avons  deux  equations  diflferentielles  simultanees  dont  une  est  p  =  o, 
Tautre  4  =  o.  Ce  systeme  est,  par  hypothese,  invariant.  La  courbe  inte- 
grale,  en  un  quelconque  de  ses  points,  est  susce])tible  d'etre  mise  sous  la 
forme  (70)  par  une  substitution  homographique.  Cette  substitution  ne 
trouble  pas  le  systeme  des  equations  proposees.  Done  la  seconds  equa- 
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tion  4  =  0  consiste  en  une  relation  entre  les  coefficients  de  (70),  et  par 
suite  entre  les  coefficients  A^,  Ag, .  .  .  .  Or  on  peut  encore  reduire  A^  a 
Tunite  en  faisant 

Alors  Ag,  A,,  .  .  . ,  A„  se  changent  en 

Ag      A,  A„ 

—  ?    — ?  — ;r:r;* 
A]     A;  A/" 

Done  Tequation  4  =  0  peutetre  reduite  a  une  relation  entre  ces  dernieres 
quantites,  qui,  en  vertu  deFhypothese  v—o^  s/  —o^  o,  .  .  . ,  sont 
des  invariants  absolus.  Cest  un  cas  tout  a  fait  analogue  a  celui  oil  Tune  des 
equations  est  u=^o.  On  a,  en  reaKte,  a  traiter  une  equation  differentielle 
contenant  une  seule  variable  et  une  seule  fonction.  Effectivement,  en  sui- 
vant  la  methode  exposee  dans  ma  These,  on  demontre  sans  peine  que  Ine- 
quation =  o,  supposee  d'ordre  n^  se  ramene  a  une  equation  differen- 
tielle  d'ordre  (/i  —  9)  entre  les  deux  seules  quanlites 

Ag  A9 
—  >    — • 

AT  a: 

Ainsi,  siTequation  ^  —  o  est  d'ordre  sup^rieur  a  9,  on  integre  d'a- 
bord  une  equation  d'ordre  {n  —  9),  et,  cette  Equation  integree,  on  a  une 
equation  invariante  d'ordre  9  a  integrer  de  nouveau  et  qui  consiste  en  une 
relation  entre  les  deux  quantites  ci-dessus.  Cette  equation  peut  etre  sim- 
plementdu  huitienie  ordre  et  etre  alors  Ag=  cA.\.  En  aucun  cas,  T^qua- 
tion  4  =  o  ne  peut  etre  du  septieme  ordre. 

L'equation  du  neuvienie  ou  du  huitieme  ordre  a  laquelle  on  est  ramene 
est  susceptible  d'un  nouvel  abaissement;  mais,  comme  cet  abaissement  a 
lieu  aussi  dans  le  cas  general,  je  ne  Texpliquerai  que  plus  loin. 

39.  J'arrive  maintenant  au  cas  de  deux  equations  differentielies  simul- 
tanees,  formant  un  systeme  invariant,  et  dont  aucune  combinaison  ne  soit 
ni  w=  o,  ni   ==  o.  En  raisonnant  comme  precedemment,  on  reconnait 


Digitized  by 


7^  HALPHEN. 

que  ces  deux  Equations  consistent  en  des  relations  entre  les  coefficients  de 
la  forme  canonique,  c'est-a-dire  entre  des  invariants  absolus.  Done  tout 
systeme  invariant  de  deux  Equations  differ entielles  (dont  aucune  n'est  ni 
u=o  ni  =  o)  reduit  a  deux  relations  entre  les  invariants  absolus 
fondamentaux 

_2.     _2.    _t     JjL  __3   ^» 

Premier  cas  :  deux  equations  du  srptieme  ordre.  —  Elles  se  re- 
duisent  a 


a  et  b  etant  deux  constantes.  L' integrate  generate  est  fourrde  par  les 
equations  generates  de  la  courbe  anJiarmonique  dont  les  invariants  g^  h 
sont  determines,  enfonction  de  a,  6,  par  les  formates  (69). 

Deuxieme  cas  :  une  equation  du  septieme  ordre  et  une  equation  du  hui- 
tieme  ordre,  —  Ce  cas  est  susceptible  d'un  abaissement  qui  sera  explique 
plus  loin. 

Troisieme  cas  :  deux  equations  d'ordre  quetconque.  —  Gonsiderons 
les  deux  invariants  absolus 

D'apreslesloisde  formation  des  invariants  fondamentaux  s„y  t„  [n^  20), 
on  a,  en  derivant  par  rapport  a  Xj 

p„^{n^i)s„^,v        ^      =('^  +  0/^/i^i^% 

g'n  =  (n+  l)  t„^,  V         '       =  (/I  H- 

d'oii  je  conclus 

8  ^  fip„^, 
^  _  8 
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et  par  smXe 

 8        d       8  r/^      8  d        8  dp^ 

formule  dans  laquelle le  nombre  des  difTerentiations  successivesest  {n  —  8 ) . 
On  a  de  meme 

_8       d      8  d      8        jd^      8       d  dgji 

^''~nP^dp,  n  —  iP^2J,n--^^P^dp,''*QP^df,P^7[f,' 

formule  dans  laquelle  le  nombre  des  differentiations  successives  est  (/i  —  7) . 

Les  deux  equations  dilferentielles  donnees  peuvent  etre  mises  sous  la 
forme  de  deux  relations  entre  les  invariants  absolus  p^y  p^^  .  .  . ,  5^7, 
5^8  J  '  J  si  Ji  est  leur  ordre.  On  voit  done  que,  grace  aux  deux  for- 
mules  ci-dessus,  elles  peuvent  etre  reduitesadeux  equations  difF(6rentielles 
entre  la  variable  independante  p^  et  les  deux  fonctions  p^^q^-i  les  derivees 
de  /?g  s'elevant  jusqu'a  I'ordre  [n  —  8)  seulement,  celles  de  jusqu'a 
r ordre  {n  —  7).  Done  : 

V integration  de  tout  systeme  invariant  de  deux  equations  simukanees 
d^ ordre  n  peut  etre  ramenee  a  V integration  successive  :  d'un  systeme 
non  invariant  de  deux  equations,  Vune  d' ordre  {n  —  7),  I' autre  d' ordre 
{n  —  8) ;  2®  d^un  systeme  composS,  comme  celui  du  deuxieme  cas,  d'une 
equation  du  huitieme  ordre  et  d'une  equation  du  septieme  ordre,  toutes 
deux  invar  {antes. 

40.  Par  rintervention  des  invariants,  j'ai  montre  comment  I'integra- 
tion  d'un  systeme  invariant  se  reduit  a  deux  integrations  successives,  la 
premiere  portant  sur  un  systeme  non  invariant,  mais  d' ordre  moindre 
que  le  propose.  Gette  integration  effectuee,  on  a  a  traiter  un  systeme  de 
deux  equations  d'un  type  unique.  II  en  est  de  meme  aussi  pour  le  cas 
dont  je  n'ai  parle  que  succinctement,  celui  oil  Tune  des  equations  est 
v=  o.  Je  vais  maintenant,  en  introduisant  des  fonctions  nouvelles,  que 
j'appellerai  semi-invariants,  faire  voir  que  Tintegration  des  equations  re- 
duites  peut  encore  etre  decomposee.  J'indiquerai  seulement  par  quelques 
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traits  rapides  la  theorie  des  semi-invariants,  dont  les  principes  soat  les 
memes  que  ceux  de  la  theorie  des  invariants. 

J'appelle  semi-inmriant  le  premier  membre  d'une  equation  difS^ren- 
tielle  qui  jouit  de  la  propriete  d*invariance  a  I'egard  de  la  substitution 

X  =  ?,    Y  =  «,    Z  =  C, 

oil  ^,  w,  ^  sont,  comme  au  §  II,  des  fonctions  lineaires,  a  coefficients 
arhitraires,  des  variables  primitives  .r,  z.  Geometriquement ,  une 
Equation  semi-invariante  exprime,  pour  une  courbe,  une  propriete  que 
ne  modifient  pas  les  substitutions  homographiques,  quand  ces  substitu- 
tions laissent  inalt^re  le  plan  de  Finfini. 

La  substitution  envisagee  contient  douze  arbitraires.  J*en  conclus  I'exis- 
tence  d^un  inmriant  absolu  da  cinquieme  ordre  et  de  deux  invariants  ab- 
solus  pour  chacun  des  ordres  suivants. 

Mettant  de  cote  T  invariant  qui  est  a  fortiori  un  semi-invariant,  je 
pourrai  encore  envisager  les  equations  d'une  courbe  sous  la  forme 

,    ,  j  =  a?^  +  fe4^*  +  ^5^*-(-- • 

(72) 

(  z  =  0?' -h  a^jO?*  +  a^o:*  +  .  .  . . 

Tout  semi-invariant  est  une  fonction  des  quantitSs  a^^  6^,  les  memes 
quau  n^  et  chacun  de  ses  termes  est  d'un  poids  constant  quand  on 
ajfecte  a      le  poids  (m  —  3),  a     le  poids  {m  —  a). 

Pour  former  la  serie  complete  des  semi-invariants,  il  faut  connaitre  les 
deux  semi-invariants  du  cinquieme  ordre  qui  gervent  a  composer  Tinva- 
riant  absolu  du  cinquieme  ordre.  De  ce  dernier  on  deduit  un  semi-inva- 
riant du  sixieme  ordre;  en  y  joignant  Tinvariant  if,  on  est  en  mesure  de 
composer  une  double  suite  de  semi-invariants  lineaires  des  deux  especes, 
analogues  aux  invariants  et  au  moyen  desquels  tons  autres  pour- 

ront  etre  exprimes. 

En  imitant  I'analyse  du  §  III,  nous  parviendrons  aisement  a  la  forma- 
tion des  semi-invariants  dont  il  s'agit. 

41.  Envisageons  une  cubique  gauche  osculatrice  au  plan  de  Tinfini.  Si 
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Ton  place  Torigine  en  nn  point  donne  sur  cette  courbe,  il  existe  un  sys- 
teme  de  coordonnees  entierement  determine  reduisant  les  equations  de  la 
cubique  a  la  forme 

y  •      J    z  •  ■-  tX/  • 

C'est  ce  qui  resulte  des  explications  donnees  au  n®  14.  Or  une  cubique 
assujettie  a  osculer  un  plan  donne  ne  contient  plus  que  dix  arbitraires. 
On  pent  done  la  determiner  de  telle  sorte  qu'elle  ait  avec  une  courbe 
donnee  (m),  en  un  point  donne  m,  un  contact  du  quatrieme  ordre.  Soit 
(/u)  cette  cubique.  Ghoisissons  les  coordonnees,  d'origine  m,  de  telle 
sorte  que  les  equations  de  (/w)  soient  de  la  forme  ci-dessus.  Alors  les  equa- 
tions de  la  courbe  se  reduiront  a  la  forme 

'  j  Z  =  X^  +  7,X^  +  7.X*-H7,X^H-..., 

dont  les  coefficients  sont  des  semi-invariants.  Pour  obtenir  ces  semi-inva- 
riants,  faisons  la  reduction.  Cette  operation  s'efFectue  rationnellement ; 
yen  donne  seulement  le  resultat,  que  Ton  pent  toujours  obtenir,  sous  la 
seule  condition  que  la  forme  initiate  (72)  soit  possible. 
Les  nouvelles  coordonnees  sont 

X  =  X  -f  la, J  +  ^(5aJ  -H  9^)z, 
Z  =  z. 

Les  deux  semi-invariants  du  cinquieme  ordre  sont 

II  sera  convenable  de  les  designer  par  les  lettres  o-^ ,  et  d'attribuer  de 
meme  les  lettres  er^,  t^,  er,,  t^,  ...  aux  semi-invariants  fondamentaux  suc- 
cessifs.  Pour  le  semi-invariant  fondamental  0-^9      pourrait  prendre  y^;  il 


(74) 


75=  «S 
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me  parait  plus  convenable  de  prendre     dont  je  rappelle  la  vakur  : 

=  p  =     —      —  Suj^a^  -4-  3a^b^  2aJ. 

D'ailleurs,  Texpression  de  se  trouve  immediatement  si  Ton  calcule  v 
pour  la  forme  canonique  (73).  On  a  ainsi 

^  =      =       —  7.  =  (7,  -h  2r^. 

Avec  as  et  on  forme  le  semi*invariant  absolu  Tj:(r^  et  le  semi-inva- 
riant fondamental 

On  aura  ensuite 


1/     ,         3(/i  — 5)  ,\ 


en  sorte  que  le  poids  de  t„  est  3(/j  —  4)»  ce  qui  donne  lieuau  semi-inva- 
riant absolu 

3(^-4) 

On  a  de  meme  les  semi-invariants  de  premiere  espece 


9 


et  le  semi-invariant  absolu 


3(/i  — 5) 


42.  Je  passe  sous  silence  la  recherche  de  Texpression  des  coeffi- 
cients B„  en  fonction  des  semi-invariants  fondamentaux ,  qui  n'offre 
aucune  difficulte  theorique  et  qui  s'effectue  par  les  precedes  expliques 
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au  20.  J'arrive  immediatement  a  Tanalyse  analogue  de  celle  qui  a  ete 
exposee  au  n°  39  et  concernant  la  reduction  des  equations  difterentielles. 

On  reconnait  immediatement  que,  le  cas  de  Tequation  u  =  o  une  fois 
exclu,  tout  sy Sterne  de  deux  equations  diffSrentielles  simultanees  qui  est 
semi-inmriant  se  reduit  a  deux  relations  entre  les  semi-imariants  fon- 
damentaux  tt^,  tt,,  .  .  .  Xe^  X-^  •  •  ^  ^Xn^ 

On  a  maintenant 

3  (/I -5)  i_ 

93r;,  =  (/z  +  l)^^^,0-,     '      '  -i-  l)7r,^i^', 

Xn  =  («  +  I)t^^,^5       '  =  (/^-f-  \)Xn^K<^\\ 

De  ces  relations  je  conclus  successivement 

  6  6  (I  6  f/TTe 

— « ^«  ;7;^  ;rrT   ^  •  •  •  -  ' 

En  consequence,  toute  relation  entre  tt^^  tt^^tt^,  .  .  . ,  7r„,  X^'iXf^^  •  •  •  j 
se  change  en  une  equation  difFerentielle  entre  la  variable  indepen- 
dante  x^         deux  fonctions      '^«»      derivees  de  ces  dernieres  s'ele- 
vant  jusqu'a  Fordre  {n  —  6). 

Done,  V integration  de  tout  systeme  semi-invariant  de  deux  Equations  dif- 
Jerentielles  simultanees  d'ordre  n  se  ramene  a  Vintegration  successive  : 
I®  d'un  sy Sterne  non  semv-imariant  de  deux  equations  d'ordre  {n  —  6) ; 
2®  d'un  systeme  compose  de  deux  Equations  semi-inmriantes  d'ordre  6. 

43.  Nous  devons  considerer  encore  une  autre  classe  de  fonctions,  celles 
qui  sont  invariantes  pour  les  substitutions 

(75)  X  =  «a:,  Y  =  a'o? -h  jS'j  +  >' z  +  S',  Z  =       +  |3'>  + +  S'^ 

Ces  fonctions  sont  composees  avec  les  quan tiles  a,„,  et  assujetties 
encore  a  la  loi  du  poids  constant. 

XLFIl'  Cnhier.  1 1 
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Formons,  en  prenant  pour  point  de  depart  a^f  b„  a,,  des  suites  ana- 
logues a  celle  des  semi-invariants  fondamentaux,  savoir  : 

s.=i(s,s;-2S.s'j, 


S„=.fJS,S'„_,-2(/^-5)S„.,S';| 
T,  =  i(S,T,-2T,S;), 


.  T„=i[S,r„_..-2(/»-4)T„_,S']. 

D'apres  les  formules  de  differentiation  (22),  il  est  visible  que  6^,  a^^ 
.  .  .  s'expriment  en  fonction  de  S^,  T^,  S^,  T^,  .  .  .  •  Si  maintenant  on 
tient  compte  de  la  condition  relative  au  poids,  on  apercoit  que  toute 
equation  entre  les  quantites  a^y  ft^,  ...  et  dont  chaque  terme  est  d'un 
meme  poids  se  reduit  a  une  relation  entre  les  quantites 

Q4  =  |^^    Q5  =  ^'  Q«=spT)' 
p   p    S/i 

On  a  d'ailleurs 

P'„=(«-f-i)P„,,S„   Q:.=  (n-i-i)Q„,.S„ 

et  Ton  conclut  encore  que  VintSgration  de  tout  systeme  de  deux  Equa- 
tions differentielles  d'ordre  n^  invariant  pour  les  substitutions  (76),  se 
reduit  a  V integration  successive  :  i*"  d'un  systeme  de  deux  equations 
non  invar iantes  d'ordre  {n  —  5) ;  2®  d'un  systeme  de  deux  Equations  du 
cinquieme  ordre  invar iantes  pour  les  memes  substitutions. 

44.  Enfin,  pour  dernier e  reduction  rentrant  dans  les  principes  ^lemen- 
taires  du  Calcul  integral,  observons  que  Tintegration  d'un  systeme  de 
deux  equations  differentielles  contenant  seulement  /^  j"^)  ^'^7 
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z'^,  z"*  se  reduit  a  Tintegration  d'un  systeme  de  deux  equations.  Tune  du 
second,  Fautre  du  troisieme  ordre,  suivie  de  cinq  quadratures. 

Revenons  maintenant  a  un  systeme  de  deux  equations  invariantes 
d'ordre  /i;  nous  pouvons  lui  faire  subir  successivement  les  reductions 
propres  aux  equations  invariantes,  puis  aux  equations  semi-invariantes, 
puis  encore  a  celles  qui  sont  invariantes  pour  les  substitutions  (75),  et 
enfin  celles  dont  je  viens  de  parler  en  dernier  lieu.  Done  : 

L' integration  d'un  systeme  de  deux  equations  dijferentielles  d'ordre 
invariant  pour  les  substitutions  homographiques^  se  ramene  a  V integra- 
tion successive  : 

I*"  D'un  systeme  de  deux  equations,  Vune  d'ordre  {n  —  7),  I' autre 
d'ordre  [n  —  8) ; 

%^  D'un  systeme  de  deux  equations,  Vune  du  second,  V autre  du  pre- 
mier  ordre; 

3^  D^un  systeme  de  deux  equations  da  premier  ordre  cttacune; 
4^  D'un  systeme  de  deux  equations,  Vune  du  second,  V autre  du  troi- 
sieme ordre; 

5^  El  enfin  a  cinq  quadratures  successives. 

Les  reductions  des  equations  semi-invariantes  peuvent  etre  appliquees 
aux  equations  du  cas  traite  au  n^  38,  et  I'on  a  alors  cet  enonce  : 

Le  cas  oil  Vune  des  equations  proposees  est  v  =  0  fait  exception.  U in- 
tegration du  systeme  invariant  compose  de  V equation  v  =  o  et  d'une 
autre  equation  d* ordre  n  se  ramene  a  Vintegration  successive  : 

1°  D'une  equation  differentielle  a  une  seule  inconnue  et  d' ordre 

(^^  —  9); 

2®  D^une  equation  differentielle  a  une  seule  inconnue  et  du  troisieme 
ordre; 

3®  D'un  systeme  de  deux  equations  du  premier  ordre  chacune; 
4^  D'un  systeme  de  deux  equations,  Vune  du  second,  V autre  du  troi- 
sieme ordre; 

5**  Et  enfin  a  cinq  quadratures  s access ives. 
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Ces  propositions  n'ont  a  coup  sur  aucune  utilite  pratique,  au  moins 
immediate ;  elles  ne  meritent  pas  moins  Tattention  au  point  de  vue  de  ki 
theorie  du  Calcul  integral.  II  s'agit  la  d'un  systeme  d'equations  difFeren- 
tielles  tel,  que  chaque  integrale  particuliere  pent  etre,  par  une  substitution 
homographique ,  transformee  en  une  integrale  contenant  quinze  con- 
stantes  arbitraires.  Des  proprietes  de  ce  genre,  qui  ne  sont  pas  rares  dans 
les  equations  differentielles  offertes  par  les  pfoblemes  de  Geometrie, 
n*entrainent  pas  d^babitude  un  moyen  de  reduire  Tordre  des  equations  a 
integrer.  lei,  tout  au  contraire,  il  correspond  a  cette  propriete  un  abais- 
sement  equivalent,  un  abaissement  de  quinze  unites  dans  I'ordre  total 
des  ec^ations  qu'il  faut  commencer  par  integrer. 

VII.  —  Applications  :  invariants  qui  se  d^duisent  de  la  theorie 

DES  COURSES  PLANES. 

45.  Soil  m  un  point  d'une  courbe  gauche  (m).  Faisons  une  perspec- 
tive plane  (M)  de  cette  courbe  en  plaQant  le  point  de  vue  en  m.  Soit  M 
le  point  qui,  sur  cette  perspective,  correspond  a  m,  c'est-a-dire  Tinter- 
section  du  tableau  avec  la  tangente  de  (m)  en  m.  Les  elements  infini- 
tesimauK  de  (M)  au  point  M  peuvent  etre  exprimes  en  fonction  des  ele- 
ments infinitesimaux  de  (m)  en  m  et  des  donnees,  qui  se  reduisent  la 
position  du  tableau.  Une  fonction  0  des  elements  infinitesimaux  de  (M) 
en  (M)  pent  done  etre  transformee  en  une  fonction  <p  de  ceux  de  (m) 
en  m  et  des  donnees.  Changer  ces  donnees,  c'est  transformer  (m)  par 
une  substitution  homographique ;  done,  si  0  est  un  invariant  differenliel, 
ces  donnees  disparaitront,  et  <p  sera  a  son  tour  un  invariant  differentiel 
de  la  courbe  gauche  (m),  deduit  de  Tinvariant  0  de  la  courbe  plane  (M). 

Soit  la  courbe  (M)  representee  aux  environs  deM  par  le  developpement 

Y  =  X^  +  A,X^  +  A,X^  +  ..., 
la  courbe  (m)  etant  representee,  aux  environs  de  m,  par 

z  —  x^-\'  a^.x**  -h  a^x^  +  .  .  . ,    j  =     4-  ^4^*  +  ^j.t'*  -h  .  .  .  . 
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Go  demontre  aisement  les  formules  de  transformation  suivantes,  que  je 
me  contente  d'indiquer  : 

Aa  =  «47 

A,  =  a5  —  2&,, 


ou  par  ^^,)  je  designe  une  fonction  des  a  jusqu'a  Tindice  /i,  des  b 
jusqu'a  rindice  {n  —  i).  D'apres  ces  formules  il  est  manifeste  que,  par  la 
transformation  dont  il  s^agit,  un  inmriant  de  courbe  plane  d^ordre  n  se 
change  en  un  inmriant  de  courbe  gauche  d'ordre  w  +  i  et  ne  con- 
tenant  pas 

Prenons  par  exemple  pour  $  la  fonction 

V  =  A,-3A,A,  +  2AJ, 

qui  est  un  invariant  de  courbe  plane.  J^ale  a  zero,  cet  invariant  exprime 
le  contact  exceptionnel  avec  une  conique;  c'est  la  propriete  des  points 
sextactiques.  L'invariant  (p  correspondant  sera  du  sixieme  ordre;  ce  sera 
done  V.  Effectivement  les  formules  ci-dessus  donnent 

<p  —  a^  —  nb^  —  3a^^^  —  ^a^^i^a^  —  ^^4)+  ^aj 
—  a^ —  265  —  Sa^aj  -H  Sa^ft^  +  2aJ, 

ce  qui  est  bien  Texpression  deja  trouvee  de  trois  manieres  differentes 
pour  Finvariant  (n°'  2,  3,  15).  La  nouvelle  propriete  exprimee  par 
Tequation  =  o,  a  savoir  que  M  est  un  point  sextactique  de  la perspec- 
tii^e  (M),  coincide  d'ailleurs  evidemment  avec  une  de  celles  que  Ton  a  pre- 
cedemment  rencontrees  :  La  cubique  osculatrice  et  la  courbe  (m)  ont  le 
plan  osculateur  pour  plan  principal. 

Gomme  I'invariant  est  a  lui-meme  son  propre  adjoint,  T^quation  p  =  o 
exprime  aussi  cette  propriete  correlative  :  La  section  faite  par  le  plan 
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osculateur  de  [m)  au  point  m  dans  la  dewloppahle  dont  (m)  est  I' arete 
de  rebroussement  a  ce  point  m  pour  point  sextactique. 

Get  exemple  conduit  a  une  generalisation  entrainant  une  autre  liaison 
entre  les  invariants  des  courbes  planes  et  ceux  des  courbes  gauches.  Soit 
(M^ )  la  section  faite  par  le  plan  osculateur  de  (m)  en  m  dans  la  develop- 
pable  dont  (m)  est  Tarete  de  rebroussement.  Un  invariant  differentiel  de 
(M^)  au  point  m  pourra  etre  transforme  en  un  invariant  de  (m)  en  ce 
meme  point.  Si,  par  les  deux  transformations  dont  il  s'agit,  on  deduit 
deux  invariants  ^,  (p^  d'un  meme  invariant  0  de  courbe  plane,  il  est  mani- 
feste  que  ^,  (p;  sont  adjoints  entre  eux.  On  voit  done,  d'apres  les  resultats 
du  §  IV,  que,  si  $  est  d'ordre  (p^  sera,  comme  (p,  d*ordre  + 1)  sans 
contenir 

Pour  transfoimer  <b  en  (p,  on  pent  generalement  se  dispenser  de  recou- 
rir  aux  formules  de  transformation  et  definir  (p  directement,  comme  on 
va  le  comprendre  sur  les  exemples  ci-apres. 

46.  Un  cone  du  second  degre,  de  sommet  m,  a  deja  avec  la  courbe  [m) 
deux  points  d'intersection  confondus  en  m.  On  pent  Tastreindre  a  y  en 
avoir  cinq  autres,  ce  qui  le  determine.  Si  alors  il  en  a  encore  un  de  plus, 
Tequation  qui  exprime  cette  propriete  est  invariante.  Pour  Tobtenir,  il 
suflit  de  prendre  les  equations  de  la  courbe  sous  la  forme 

Z  =       +  fJL^X^  -h  (M^X^  -h  .  .  .  , 

J  =     +  Pv«  a;*     A,  0?'  H-  .  . . ; 

on  conclut  de  la 

a;z  —     =  f^^x'  +  {f^,  —  *2\)x^  +  

En  consequence,  xz  — =  o  est  Tequation  du  cone,  et  Tordredu  contact 
s'eleve  sous  la  condition  ^  o.  Ainsi  la  propriete  dont  il  s'agit  est  expri- 
mee  par  I'equation  =  o,  puisque  v  =  (n*"  15).  On  voit  immediatement 
d'ailleurs  que  Ton  a  exprime  ainsi  que  le  point  M  est  sextactique  sur 
la  perspective  (M)  dont  il  etait  question  tout  a  Theure. 

47.  Voici  un  second  exemple.  II  existe,  pour  les  courbes  planes,  un 
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invariant  A  da  septieme  ordre  qui,  egale  a  zero,  exprime  la  propriete 
des  points  de  coincidence^  c'est-a-dire  la  propriete  suivante  :  Les  cubiques 
qui  ont  as^ec  la  courbe  (M)  aw  point  M  des  contacts  dii  septieme  ordre  ont 
entre  elles  des  contacts  du  huitieme  ordre,  ce  qui  peut  encore  se  trans- 
former ainsi  {voir  ma  These)  :  //  existe  une  cubique  ay  ant  M  pour  paint 
double  et  ayant  neuf  points  d' intersection  avec  (M)  confondus  en  M. 

Pour  trouver  Tinvariant  S  qui  est  le  transforme  de  A  comme  (p  Test  de  *, 
on  pourra  chercher  la  condition  exprimant  qu'e^n  cone  du  troisieme  degre, 
ayant  son  sommet  au  point  m  et  pour  generatrice  double  la  tangente  de 
la  courbe  (m) ,  ait  douze  points  d' intersection  avec  cette  courbe,  confondus 
au  point  m. 

Prenons  les  equations  de  la  courbe  (m)  sous  la  forme  canonique 

y  =  x^  ~h  /3,a;^  H-  ^g.r*  -[-.... 
J'en  tire  la  combinaison  suivante, 

— —      —  c^A^^'—y'^)  =  KK  —  ^p,)— a^^jo?**  4- . . . , 

mettant  en  evidence  que  I'invariant  cherche  est 

S  =  a.(a3— 2/3,)  — a?. 

II  est  ainsi  exprime  au  moyen  des  invariants  canoniques.  Grace  iaiux 
formules  du  §  III  (36  et  4o),  on  pourra  Texprimer,  par  les  invariants  fon- 
damentaux,  comme  il  suit  : 

(76)  B=s,\-t,  +  ^s',. 

Suivant  le  n°  28,  son  adjoint  sera 

(77) 

L' equation  =  o  exprime  que  la  section  faite par  le  plan  osculateur  de 
(m)  au  point  m  dans  la  dSifeloppable  dont  [m)  est  t! arete  de  rebrous- 
sement  a  le  point  m  pour  point  de  coincidence. 


Digitized  by 


88  HALPHEN. 

48.  Dans  le  plan,  une  courbe  anharmonique  n'est  autre  chose  que  le 
cas  particulier  suivant  de  la  courbe  anharmonique  gauche  : 

J  =  x^^    z  —  o. 

En  chaque  point  M  d'une  courbe  plane  (M),  il  existe  une  courbe  anhar- 
monique ayant  avec  (M)  en  ce  point  un  contact  du  septieme  ordre,  exac- 
tement  comme  dans  I'espace.  L'invariant  R  de  cette  courbe  anharmonique 
osculatrice  est  donne,  ainsi  que  je  Tai  montre  dans  ma  These,  par  T equa- 
tion 

A  et  V  etant  les  deux  invariants  que  je  viens  d'envisager  aux  n*"  45  et  47. 
Si  Ton  met  dans  cette  derniere  formule  v  pour  V  et  successivement  S, 
pour  A,  on  aura  successivement  Texposant  R  et  Texposant  R,,  qui  sont 
relatifs  aux  deux  courbes  planes  (M),  (M,),  liees  k  la  courbe  gauche  {m) 
comme  il  a  ete  dit  precedemment.  Remarquons  que  R  et  R^  coincident  si 
est  nul.  C'est  une  nouvelle  interpretation  geometrique  de  Tequation 
~  o  a  joindre  a  celles  qui  ont  ete  trouvees  precedemment  (n°  37). 
Pour  les  courbes  anharmoniques,     est  constamment  nul ;  aussi  R  et  R, 
sont-ils  constamment  egaux  entre  eux.  De  plus,  la  formule  (78)  montre 
que  R  est  une  constante  tout  le  long  d'une  meme  courbe  anharmonique, 
comme  cela  doit  etre  pour  tout  invariant  difFerentiel  d'une  telle  courbe 
(n°33).  Le  nombre  R,  par  I'intermediaire  de  la  formule  (78),  est  lie  aux 
invariants  ordinaires  de  la  courbe  anharmonique  comme  il  suit  : 

/     X  (R'  — R  +  i)"  a*.7»    j/,  i\' 

(79)        pr3^(-R.^.)(,R_.)]^  =  ^^  r  +  ^j' 

oil  a,  b  doivent  etre  remplaces  par  leurs  expressions  en  g*,  h  que  donnent 
les  equations  (68). 

II  se  presente  ici  une  de  ces  circonstances  curieuses  comme  la  Geo- 
metric en  ofFre  parfois  relativement  aux  limites.  Une  courbe  anharmo- 
nique (m),  d'invariant^  g*,  A,  donne  lieu,  en  un  quelconque  de  ses  points 
pris  pour  point  de  vue,  a  une  perspective  (M)  qui  n'est  pas  une  courbe 
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anharmonique  plane.  La  courbe  anharmonique  plane  (M'),  osculatrice  de 
(M)  au  point  qui  correspond  a  m,  a  pour  invariant  R,  donne  par  la  der- 
niere  forniule  :  tout  ceci  a  lieu  quel  que  soit  le  point  m  et  cependant 
cesse  d'etre  exact  pour  les  sommets  du  tetraedre  principal  qui  sont  sur 
la  courbe  {m).  Pour  fixer  les  idees,  soient 

y=:af^    z  —  af    (r>o,  ^>o) 

les  equations  de  la  courbe  (m).  Elle  passe  a  Torigine  des  coordonnees. 
Le  cone  perspectif,  dont  Torigine  est  le  sommet,  a  pour  equation 

Les  sections  de  ce  cone  sont  des  courbes  anharmoniques  planes,  pour 
lesquelles  Texposant  analogue  a  R  peut  etre  pris  egal  a  -3-^"  Or  il  est 
facile  de  se  convaincre  que,  si  Ton  met  pour  R  cette  valeur  dans  (79), 
requation  n  est  pas  verifiee  identiquement,  a,  h  etant  d'ailleurs  remplaces 
par  leurs  expressions  en  r,  ^. 

Ainsi,  quand  le  point  m  vient  coincider  avec  un  des  points  singuliers  de 
la  courbe  anharmonique  (m),  la  perspective  devient  anharmonique, 
maisson  invariant  cesse  d'etre  R. 


VIIL  —  Applications  :  covariants.  —  Courbe  biquadratique. 

49.  Au  §  III  de  ce  Memoire,  j'ai  montre  comment  les  developpements 
simultanes,  representant  une  courbe  (m)  aux  environs  d'un  point  m,  se 
reduisent  a  une  forme  canonique  par  Temploi  de  coordonnees  conve- 
nablement  choisies.  Le  premier  membre  de  Tequation  d'une  quelconque 
des  faces  du  tetraedre  coordonne  est  un  comriant  differentiel,  c'est-a-dire 
une  fonction  des  elements  infinitesimaux  de  la  courbe  [m)  au  point  m  et, 
en  outre,  d'un  autre  point  arbitraire,  fonction  qui,  egalee  a  zero,  exprime 
une  relation  projective  entre  ces  seuls  elements.  En  recapitulant  les  trans- 
formations faites  dans  ce  paragraphe,  voici  sous  quelle  forme  on  obtient 
les  quatre  covariants  dont  il  s'agit. 

XLFIf  Cahier.  ii 
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Le  point  m  a  pour  coordonnees  Xy  z  par  rapport  a  des  axes  quel- 
conques.  Par  la  notation  a^,      on  designe  les  quantity  suivantes, 


1  y//^(/l)_j(/t)5;'/ 

4.5.../*  jV— r^V"' 
3.4. ../I  'y'^rzyr^' 

les  deriv^es  etant  prises  sur  la  courbe  (m)  au  point  m. 

Soit  un  autre  point  quelconque  de  Tespace  ayant  pour  coordonnees 
^iyfi^^i*  Posons,  pour  abreger, 

X|  =  til?!  —  uCj 

Y  —  ^  ^"'[Ji-J-y(:^^-x)]-y"\z,-z-z^^x,~x)^ 

7  _  n/T — ^  —  ^'(^1  —  ^) ] — g'T^i  —y — /(J^i — ^) ] 
et  introduisons  les  quantites     (v,  savoir  : 

w  ~    —  a,    —      6, 4-  4 ^4  —  ^ «J «5  +  ^ *I  +  ^5  • 
Les  quatre  covariants  sont  les  suivants  : 

*'i  =  Y|  — -Z,, 

$,=:X,-(a,4-.^)Y,  +  (a:H-a^-a.-|-^)z„ 

=  1  -  (aa,  +  3^)X,  +  (3a:  I-  S^'.  -  aa.-f-  2a,  '-^  -H  ^)  Y., 

C'est  en  prenant  pour  coordonnees  de  /w,  les  quantites 

'         W,  ^»         0),  *  Ot), 
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que  Ton  obtient,  pour  un  point  infiniment  voisin  de  m  sur  la  courbe 
(m),  les  developpements  canoniques. 

Attribuant  au  point  m  les  coordonnees  a?=j=z  =  oet  representant 
la  courbe  {m)  par  les  developpements  canoniques,  je  forme,  dans  ces  con- 
ditions, I'equation  exprimant  une  relation  projective  entreun  point  de 
coordonnees  a?,  j,  z  et  les  elements  infinitesimaux  de  la  courbe  {m)  au 
point  m;yy  remplace  ensuite  les  coefficients  des  developpements  par  leurs 
expressions  sous  forme  d'invariants  differentiels  et  aussi  z  par  , 
?To  J'aurai  ainsi,  avec  des  coordonnees  quelconques,  I'equation  qui 
exprime  la  relation  dont  il  s'agit  entre  la  courbe  {m)  et  le  point  m^ .  Je 
peux  done  conclure  que  tout  comriant  differentiel  d'une  courbe  [m)  en 
un  point  ce  comriant  contenant  un  point  quelconque  w^,  s' exprime 
en  fonctix)n  des  inmriants  diffdrentiels  de  [m)  et  des  quatre  comriants 

W,,  6),. 

Je  vais  donner  des  exemples  de  covariants.  Je  m'abstiendrai  d'y  faire 
la  substitution  des  coordonnees  du  second  point :  il  demeure  entendu  que 
Xj  jTy  z  designent  les  quantites  7,, 

50.  Nous  avons  deja  rencontre  plusieurs  covariants,  notamment  dans 
le  §  VII;  nous  avons  reconnu  que  xz—y^=o  est  TequJition  du  c6ne 
du  second  degre,  de  sommet  m,  ayant  en  m  le  contact  le  plus  eleve  pos- 
sible avec  la  courbe  {m).  Nous  avons  trouve  aussi 

v{xfz  — —  ifz^)  —  s^  {xz^—x^z)  =  o 

pour  Tequation  du  cone  du  troisieme  degre,  de  sommet  m,  admettant  la 
tangente  de  (m)  pour  arete  double  et  ayant  le  contact  le  plus  eleve  pos- 
sible avec  la  courbe  au  point  m.  Je  chercherai  tout  a  Theure  Tequation 
de  la  surface  du  second  degre  ayant  avec  (m),  au  point  m,  le  contact  le 
plus  eleve  possible.  Je  remets  cette  application,  a  cause  des  consequences 
que  j'aurai  a  en  tirer,  et  je  donne  auparavant  un  exemple  de  co variant 
d'une  espece  difP^rente. 

J'ai  explique  dans  le  §  V  (n°  52)  comment  un  certain  connexe  de  Tes- 
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pace  est  lie  a  une  courbe  (m)  relativement  a  ses  Elements  infinitesimaux 
en  un  point.  Ce  connexe  n'est  pas  entierenient  determine,  mais  seulement 
sa  coincidence  principale.  Conservant  les  notations  du  n**  52,  j'ecris  son 
equation 

+ Z^+Tt=-o. 

La  coincidence  principale  ne  change  pas  si  Ton  ajoute,  multipliee  par  un 
facteur  numerique  arbitraire,  la  quantite  [x^  +  J«  -i-  2;^  -i-  ^t).  En  con- 
sequence, je  supposerai,  sans  troubler  la  generalite,  le  terme  constant 
manquant  dans  T. 

Conime  on  Fa  vu  au  n"*  52,  le  connexe  se  determine  par  la  condition 
que  les  equations  (-64)  soient  verifiees  jusqu'au  sixieme  ordre  inclusive- 
ment.  J'ecris  ces  equations  ainsi : 

Xy  —  Y  -  T {xy—y)  =  0,    Xz'  ~  Z  -  T (a:/  —  z)  =  o. 

Je  prends  maintenant  les  equations  canoniques 

z  =r  .r'  H-  a^o?^  4-  Qi^x'     .  .  . , 
J  =  ^'  +  15,^M-.  . 

et  je  substitue;  j'egale  ensuite  a  zero  les  coefficients  des  puissances  de  x 
jusqu'a  la  sixieme.  Tons  les  coefficients  des  polynomes  X,  Y,  Z,  T  se 
trouvent  par  la  determines  a  un  facteur  pres.  Voici  le  resultat,  oil  je  rem- 
place  les  invariants  canoniques  par  les  invariants  fondamentaux  : 

X  =  ^s^x  —  42  ^  J  —  1 8(^^z  —  3(', 
Y  =  —  &{>x  -h  l^s^y — 

Au  connexe  est  liee  une  equation  caracteristique  du  quatrieme  degre,  de 
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la  resolution  de  laquelle  depend  la  decouverte  des  faces  du  tetraedre 
principal.  Les  polynomes  X,  Y,  Z,  T  obtenus,  on  forme  facilement  cette 
equation,  que  voici  : 

p*—  2.3.7p^+ 7(7.1 1^^—  'i.3\5t,)p^ 

—  3\7(2'.3/^,—  2.7^^^-h  3^7^^)r^^o. 

Cette  Equation  caracteristique  pent  servir  a  retrouver,  par  une  voie 
nouvelle,  les  invariants  de  la  courbe  anharmonique  osculatrice,  deja 
obtenns  au  §  V.  Je  n'insiste  pas  sur  cette  consequence  et  me  contente 
d'observer  qu'on  a  r^solu  de  la  sorte  ce  probleme  :  Trouver  la  courbe 
an/iarmonique  osculatrice  d'une  courbe  en  un  point  donni.  Nous  avions 
precedemment  les  invariants  de  cette  courbe  anharmonique;  I'equation 
caracteristique  donne  maintenant  son  tetraedre  principal. 

La  relation 

2».  3p*^,  -  2 .  7^^^ -h  3^  7«,' =  o, 

qui  exprime  qu'une  racine  est  nulle,  est  susceptible  de  cette  interpretation 
geometrique  : 

Soil  (ytt)  la  cubique  osculatrice  de  {m)  au  point  et  soit  fx  le  point 
oil  cette  cubique  est  coupee  par  le  plan  principal  de  (m)  et  {/u).  La  rela- 
tion precedente  exprime  que  le  plan  osculateur  de  [ju)  au  point  fx^  la  tan- 
gente  de  {m)  au  point  m  et  une  des  faces  du  tStraedre  principal  de  la 
courbe  anharmonique  osculatrice  de  (m)  au  point  m  se  coupent  en  un 
seul  et  meme  point. 

51.  J'arrive  maintenant  au  covariant  le  plus  interessant  parmi  ceux  qui 
ne  dependent  pas  des  derivees  d'ordre  trop  eleve,  celui  qui,  egale  a  zero, 
fournit  Tequation  de  la  surface  du  second  degre  osculatrice  d'une  courbe 
donnee  {m)  en  un  point  m. 

Au  moyen  des  developi>ements  canoniques,  on  forme  immediatement 
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cette  equation  comme  il  suit  : 


J  —         z  — 
o  a« 

i3s  as- 


o 


I 
o 
o 


o. 


On  a  efFectivement,  en  negligeant  les  termes  du  neuvieme  ordre, 

J  —  a?'  =  /3,a?'  -h  p.o;' 
z  —     =  a^o?"  H-  (a^  —  j3,)a:*  +  .  .  . , 

xz  —     =  ^6^'  "t-  ^7^*  +  .  .  . , 

=  0?'  +  

Le  determinant  precedent,  developpe  suivant  les  puissances  croissantes 
de  x^  commence  done  par  un  terme  du  neuvieme  ordre,  et  la  surface  a, 
comme  il  convient,  neuf  intersections  avec  la  courbe  (m),  reunies  an 
point  m. 

Effectuant  le  calcul  du  determinant,  je  mets  1' equation  de  la  surface 
sous  la  forme 

+  {«« p8  —     13t)      (r'  —  —  a.z^) ]  =  o 

ou,  en  introduisant  les  invariants  fondamentaux,  d'apres  les  formules  (4o), 
{s,  +  2^  +  i^?)  [i^^  (o;^ -y)  -t-  ^  (a:z  -  j^)] 


(8o) 


-h    + -  !^*)[^,  Cr'  -    +  ^(2  -    - 1^^')]  =  o. 


Cette  equation  n*est  pas  valable  dans  le  cas  oil  est  nul.  D'abord,  la 
demonstration  n'est  plus  valable,  puisque  la  forme  canonique  n'a  pas 
lieu;  Tequation  d'ailleurs  devient  illusoire.  On  pent  cependant  Tutiliser 
pour  trouver  la  forme  veritable  de  1' equation  cherchee.  II  faudra,  a  cet 
effet,  substituer  a  a;,  j,  z  leurs  valeurs  x^,  y^,  3b,  et  chercher  les  termes 
qui  subsistent.  Ge  calcul  n'offre  pas  grand  interet,  et  il  est  plus  simple 
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d'employer,  pour  ce  cas,  la  forme  canonique  sp^ciale 

J  =  a;^  + A,a?*+  Aga?*-f-  .  . 
z  =  0?'  -h  M^x''  +  MgO;*  -f- .  .  . . 

On  trouve  alors  pour  la  surface  1' equation 

{2A,—  M,){x-x'-A,z')  —  A,(j'-a:z)=-o; 

le  plan  j  =  o  lui  est  tangent  a  rorigine.  Ainsi,  dans  le  cas  oil  est 
nul ,  la  reduction  a  cette  forme  canonique  sp^ciale  s'obtient  quand  on 
prend  pour  j  =  o  le  plan  tangent  de  la  surface  du  second  degre  oscu- 
latrice. 

Abandonnons  ce  cas  special,  et  revenons  a  Tequation  (So).  J'en  de- 
duis,  en  premier  lieu,  la  condition  suivante  pour  que  la  surface  soit  un 
cone  : 

Cette  equation  pent  etre  interpretee  ainsi  :  c'est  t equation  diff'Srentielle 
des  courbes  tracSes  sur  les  cones  du  second  degrS. 
L*equation 

exprime  que  la  surface  du  second  degre  osculatrice  de  la  courbe  (m)  au 
point  m  a  pour  plan  tangent  le  plan  osculateur  de  cette  courbe. 
L'equation 

exprime  que  la  surface  a  pour  plan  tangent  le  plan  principal  de  la  courbe 
(m)  et  de  sa  cubique  osculatrice  en  m. 

Quand  ces  deux  Equations  ont  lieu  simultanement,  la  surface  est  inde- 
terminee. 

Done  les  deux  Equations  simultanSes 

(8  I )  s,^2t,^^s'^  =  o,    t,^  ^s,  t,  —  |/  =  o 

sent  les  equations  diffiSrentielles  des  courbes  biquadratiques . 
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52.  Ce  systeme  d' equations  differentielles  conduit  a  une  application 
de  la  theorie  expliquee  au  n®  59.  Nous  allons  en  deduire  une  equation 
difFerentielle  du  premier  ordre.  Pour  obtenir  immediatement  cette  equa- 
tion sous  la  forme  desirable,  je  prends  pour  variables  0,  fi  les  deux  inva- 
riants absolus  du  septieme  ordre  suivants  : 

Je  rappelle  les  definitions  de  ^g,  ^g,  savoir 

oh  les  derivees  sont  prises  par  rapport  a  00.  Derivant  de  meme  0,  w,  j'ob- 
tiens 

et  j'en  conclus 

3r/  SstA      m^i  /  -PgtA 

Je  tire  maintenant  s^^  des  equations  (81)  pour  les  substituer  ici,  et  je 
conclus 

Telle  est  F equation  du  premier  ordre  cherchee.  Cette  equation,  etant 
integree,  fournira  ime  relation  entre  les  deux  invariants  absolus  ^,  fi  et 
une  constante  arbitraire,  qui  sera  elle-meme  un  invariant  absolu,  mais 
constant  le  long  d'une  meme  biquadratique.  On  sait  effectivement  que  la 
courbe  biquadratique  determinee  par  seize  conditions  admet  un  inva- 
riant absolu.  On  aura  done  ainsi  I'equation  differentielle  du  septieme 
ordre  unique  a  laquelle  satisfait  toute  biquadratique  ayant  son  invariant 
absolu  egal  a  un  nombre  donne. 

L' equation  differentielle  (82)  a  deja  ete  integree.  Je I'ai  rencontree  tout 
d'abord,  sous  une  forme  un  peu  differente  dans  ma  These,  a  propos  de 
la  theorie  des  courbes  planes  du  troisieme  degre,  et,  en  second  lieu,  dans 
mon  Memoire  sur  la  Multiplication  de  Vargument  dans  les  fonctions 
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elliptiques  [Comptes  rendus  des  stances  de  V Academie  des  Sciences ^ 
3,  17,  3 1  mars  1879).  EUe  s'integre  algebriquement  et  aussi  par  les 
fonctions  elliptiques.  Examinons  d'abord  les  consequences  resultant  de 
ce  dernier  mode  d'integralion. 

Au  moyen  de  la  fonction  H  de  Jacobi ,  formons  les  deux  fonctions 

Ces  deux  fonctions  ^,  w  de  Targument  t  et  du  module  k  satisfont,  quand 
k  est  laisse  constant,  a  Tequation  differentielle  (82).  En  consequence,  ces 
dernieres  formules  (83)  fournissent  Tintegrale  generale  de  cette  equation 
differentielle;  t  est  alors  une  variable  auxiliaire  et  k  la  constante  d'inte- 
gration.  Ce  resultat  va  recevoir  une  interpretation  tres  precise  dans  I'ap- 
plication  que  nous  traitons  ici. 

ons  les  coordonnees  x^y^  z  d'un  point  m  a  trois  fonctions  double- 
ment  periodiques  d'un  meme  argument  r,  ces  trois  fonctions  ayant  les 
memes  periodes  et  en  outre  les  memes  infinis,  au  nombre  de  quatre, 
dans  le  parallelogramme  des  periodes.  L'argument  t  variant,  le  point  m 
decrit  une  ligne  qui  est  la  courbe  biquadratique  generale.  Son  invariant 
absolu  est  le  rapport  des  periodes  ou  encore  le  module  k  des  fonctions 
elliptiques  ayant  ces  memes  periodes. 

Ce  mode  de  generation  presente  les  proprietes  suivantes  :  Vorigine  de 
V argument  r  6tant  placee  en  un  des  points  de  la  courbe  oil  le  plan  oscu- 
lateur  est  stationnaire,  alors  les  /[n  points  de  rencontre  de  la  courbe  avec 
une  surface  quelconque  de  degrS  n  ont  des  arguments  dont  la  somme  est 
nulle,  a  des  multiples  pres  des  periodes. 

En  consequence,  tout  point  m^  pour  lequel  on  a  o  est  un  de  ceux 
ou  le  plan  osculateur  est  stationnaire. 

Tout  point  m^  pour  lequel  on  a  8t  — o  est  tel  qu'il  existe  une  sur- 
face du  second  degre  ne  contenant  pas  la  courbe  et  ayant  avec  cette 
courbe,  en  m^^  huit  points  d' intersection  confondus. 

Tout  point  7/73  pour  lequel  on  a  i2r  =  o  est  tel  qu'il  existe  une  sur- 

XLFIP  Cuhier.  i3 
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fece  du  troisieme  degre  ne  contenant  pas  la  courbe  et  ayant  avec  cette 
courbe,  en  /Wj^douze  points  d' intersection  confondus,  etc. 
Considerons  niaintenant  la  fonction  ?(4t), 

composee  avec  la  fonction  H  qui  donne  lieu  aux  periodes  memes  de  la 
biquadratique  envisagee.  La  fonction  0(4^)  a  ces  periodes.  Eile  admet 
pour  zeros  triples  les  points  en  chacun  desquels  on  a  I2te^  o  sans  qu'en 
meme  temps  on  ait  aussi  8t^o.  Pour  infinis  octuples,  elle  admet  les 
points  en  chacun  desquels  on  a  8t  =  o  sans  qu'en  meme  temps  on  ait 
aussi  ^T  =  o.  J'en  conclus  que  la  fonction  0(4*^)  >  ennsagee  le  long  de  la 
biquadratique,  a  pour  zeros  triples  les  points  m^^  pour  infinis  octuples  les 
points  m^;  en  tout  autre  point,  elle  a  une  valeur  finie,  diffirente  de 
zero. 

Examinons  maintenant  la  fonction 


le  long  de  la  meme  biquadratique.  Elle  ne  peut  devenir  ni  nulle  ni  inBnie 
quand  les  derivees  de  ou  de  z  deviennent  infinies,  car  cette  circon- 
stance  depend  du  choix  des  coordonnees,  tandis  que  ^,  qui  est  un  inva- 
riant absolu,  n'en  depend  pas.  On  peut  done  y  envisager,  au  point  de 
vue  de  ses  zeros  et  de  ses  infinis,  les  a^,  h^^  comme  des  quantites  toujours 
finies,  sauf  lorsque  le  denominateur  commun  de  ces  quantites  devient  nul. 
Ce  denominateur  est  Tin  variant  u=y*z'" — Mais  le  degre  le  plus 
eleve  de  t^  par  rapport  aux  quantites  est  8,  celui  de     est  3. 

Done  ^  reste  fini  quand  u  est  nul,  et  nous  obtiendrons  meme  tout  a 
rheure  la  valeur  numerique  qu'elle  acquiert  dans  ces  conditions.  Done 
enfin  la  fonction  0  a  pour  zeros  triples  les  points  ou  t^  est  nul,  pour 
infinis  octuples  ceux  ou  v  est  nul,  et  n'a  point  d'autre  infini  ni  d'autre 
zero.  Au  n®  46,  j'ai  montre  que  Tequation  v  =  o  caracterise  sur  une 
courbe  (m)  quelconque  im  point  m,  sommet  d'un  cone  du  second  degre 
ayant  en  m  huit  intersections  avec  {m)  confondues.  Dans  le  cas  actuel,  ce 
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cone  ne  contient  pas  la  biquadratique.  Le  sommet  de  ce  cone  est  done  un 
des  points  ci-dessus.  Done  la  fonction  ^  actuelle  a,  comme  ^(4^),  pour 
infinis  octuples  les  points  m^. 

Au  n®  47,  j'ai  montre  que  Tequation 

caraeterise  un  point  sommet  d'un  cone  du  troisieme  degre  admettant 
la  tangente  de  {m)  pour  arete  double  et  ayant  avee  {m)  douze  intersections 
confondues  en  m.  Pour  le  cas  de  la  biquadratique,  ce  cone  ne  contient  pas 
non  plus  la  courbe.  Son  sommet  est  done  un  des  points  designes  par  m,. 
Mais,  en  vertu  de  la  premiere  equation  (8i),  S  se  reduit  a  — t^.  Done  la 
fonction  ^  actuelle  a,  comme  0(4'r)»  pour  zeros  triples  les  points  m^. 

Le  long  de  la  biquadratique,  la  fonction  ^,  qui  depend  rationnellement 
des  coordonnees  du  point  m  et  des  derivees  de  ces  coordonnees,  est  une 
fonction  doublement  periodique  de  F argument  t  de  ce  point.  Elle  a  les 
periodes  de  f  (4t),  ses  zeros  et  ses  infinis.  Elle  n'en  diflere  done  que  par 
un  facteur  constant. 

Pour  T  =  o,  ^{^r)  se  reduit  a  ^»  L'argument  t  =  o  correspond  a  un 

point  oil  le  plan  osculateur  est  stationnaire.  Examinons  done  ce  que 

devient  ^  =  —  ^  en  un  tel  point,  c'est-a-dire  quand  u  est  nul. 

D'apres  les  expressions  de  p  et  de  le  terme,  unique  pour  chacun 
d'eux,  du  degre  le  plus  eleve  par  rapport  aux  lettres  a,  b  est  :  pour 

VLa\ ;  pour  f,,  —  3aJ.  Done,  pour  w  =  o,  la  fonction  0  =  —  ^  se  reduit 

a  ^>  comme0(4'r).  Done  ennn 

(84)  ^(4t)  =  -J1. 

Les  fonctions  ^{^T)  et  >i(4t)  satisfont  a  Tequation  diflferentielle  (82), 
comme  aussi  les  fonctions  0,  w.  Puisque  ^  et  ^{^T)  ne  font  qu'une  seule 
et  meme  quantite,  w  et  »i(4t)  forment  de  meme  une  seule  quantite,  s'il  en 
est  ainsi  pour  une  valeur  particuliere  de  t.  Or,  pour  u  —  Oj  la  partie 
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principale  de  est  —  6aJ,  comme  celles  de  et  de  ^  sont  —  3aJ  et 
2a*.  En  consequence,  pour  chaque  point  a  plan  osculateur  stationnaire, 
on  a 

3.6  I 

D'autre  part,  pour  t  —  o,  »i(4t)  se  reduit  aussi  a  ^-  Done  enfin 

(85)  «(4T)  =  -.-f-l^'. 

On  sait  que  la  fonction  (0? 

s'exprime,  pour  m  entier,  sous  forme  d'un  poiynome  entier  en  >i(^). 
Pour  une  courbe  biquadratique,  nous  pouvons  done,  au  moyen  des  for- 
mules  (84)  et  (85),  obtenir  gm{f\r)  sous  forme  d'invariant  differentiel. 
Ainsi  les  points  pour  lesquels  on  a 

1  6t H^.  o  satisfont  a  la  relation       —    =  o, 

20T  =  0  »  -h  (^^^^f,— =  O, 

24t=o  »  ^^  —  ^^^^H-  3i^*^,^^—  2(;*=  O, 

et  ainsi  de  suite. 

Arrivons  maintenant  a  I'integration  algebrique  de  Tequation  differen- 
tielle  (82).  Dans  mon  Memoire  sur  la  multiplication  des  fonctions  ellip- 
tiques,  deja  cite,  j'ai  montre  que  cette  integration  s'effectue  comme  il 
suit.  II  faut  envisager  trois  polynomes  entiers  P,  Q,  R,  savoir 

P  =  (32^  +  8>i*  -  20W  —  1)' (8>i  —  i)% 

R=64f  4-24(2«^— 2»4-5)f -hI2(«+  l)^(>,~2)0^+- 

Q=  ,6f  H-  8?(»i  +  i)(>i  -  2)  H-  ('.I  +  i)\ 

qui,  egales  a  zero,  fournissent  des  integrales  particulieres. 

L'integrale  P  =  o  correspond  au  module  A:  =  o.  Done  L' equation  P  =  o, 
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ou  Von  met  pour  ^,  w  les  expressions  (84)  ct  (85),  est  V equation  dijferen- 
tielle  da  septieme  ordre  des  bupiadratiques  a  point  double. 

L'integrale  R  =  o  correspond  au  cas  ou  le  module  est  —  i .  Done 
V equation  R  =  o  V equation  differ entielle  du  septieme  ordre  des  biqua- 
dratiques  harmoniques. 

L'integrale  Q  =  o  correspond  au  cas  oil  le  module  verifie  la  relation 
X"*  —  i  —  o.  Done  V Equation  Q  =  o  est  V equation  dijjfdrentielle  du 
septieme  ordre  des  biquadratiques  equianharmoniques. 

L'integrale  generale  peut  s'ecrire  sous  les  diverses  formes  contenues 
dans  les  equations 

  Q»        _  _  g'P 

Done  ces  equations  constituent,  sous  diverses  formes  equiualentes,  I' equa- 
tion differ entielle  du  septieme  ordre  des  biquadratiques  dans  lesquelles  les 
quaire  plans  bitangents  menes  par  une  meme  tangente  font  entre  eux  le 
rapport  anharmonique  k^. 

•  Ajoutons  encore,  pour  completer  ce  qui  concerne  les  courbes  biqua- 
dratiques, la  remarque  suivante.  Si  dans  (8i)  on  fait  ^g  =  o,  tg=o,  il 
reste 

pour  les  equations  differentielles  des  courbes  biquadratiques  qui  sont  en 
meme  temps  anharmoniques.  Ces  relations  concordent,  comme  on  le  recon- 
nait  sans  peine,  avec  les  relations  (68),  ou  Ton  doit  faire  pour  le  cas  actuel 
r  =  2,  ,f  =  4- 

55.  Au  lieu  de  representer  geometriquement  une  courbe  (m),  aux 
environs  d'un  point  m  et  jusqu'aux  elements  du  septieme  ordre  inclu- 
sivement,  par  une  courbe  anharmonique  (M),  on  peut  le  faire  aussi  au 
moyen  d'une  biquadratique  (^)-  Envisageons  simultanement  la  courbe 
{m)j  la  cubique  osculatrice  (^),  la  courbe  anharmonique  (M)  et  la  biqua- 
dratique (oil)  osculatrices.  En  vertu  des  relations  (4o),  on  a,  pour  la 
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courbe  (m), 

r = l«^T^  - 1^'*)^*  +  . . . . 
Pour  (M),     et    sont  nuls;  done  on  a 

Iz  =  ^'  +  f'a:*  +  ^,a;'-+-^(3^  +  |^5)^*"+"-  • 
Pour  (on),  en  vertu  de  (8i),  on  a 

Enfin,  pour  la  cubique  (^),  on  a  simplement 


courbe  (M) 


courbe 


courbe  (^u) 


La  comparaison  de  ces  equations  permet  d'exprimer  diverses  relations* 
geometriques  entre  ces  figures.  Par  exemple,  si  Ton  envisage  le  plan  oscu- 
lateur,  le  plan  principal  de  (m)  et  (^),  le  plan  principal  de  {m)  et  (M),  le 
^lan  principal  de  [m)  et        alors  le  rapport  anharmonique  de  ces  quatre 
plans  est 

Remarquons  enfin  que  le  principe  de  dualite  permet  de  faire  corres- 
pondre  a  chacun  des  resultats  precedents  un  autre  resultat.  Je  me  contente 
de  transformer  les  equations  (8i)  et  d'en  tirer  cette  consequence  : 

Le  sy Sterne  d' Equations  differentiellcs 

est  celui  des  courbes  gauches  aretes  de  rebroussement  des  d^veloppables 
circonscrites  a  deux  surfaces  du  second  degre. 
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logenieur  en  chef  des  Fonts  et  Cbauss^. 


§  1.  —  Transformations  diyerses  de  la  formule. 
IjSl  formule  de  Wallis  consiste,  comme  on  sait,  dans  Tegalite  suivantC; 

71         ,.      22446        p  —  ip-hl 

2  ioo55         p  p 

dans  laquelle  p  represente  un  nombre  impair  quelconque.  Le  prodult  est 
convergent  a  mesure  qu'on  en  prend  un  plus  grand  nombre  de  facteurs, 
et,  suivant  qu'on  s'arr^te  a  un  facteur  de  la  forme  ^      facteur  de 

la  forme  >  on  obtient  une  valeur  de  ^  approchee  par  defaut  ou  une 
valeur  approchee  par  exces.  On  trouve  ainsi  success! vement,  pour  les 
valeurs  de  ^  approchees  par  defaut, 

64       256       16354  65536 


3'      45'      175'      H025'  43659^ 
et,  pour  les  valeurs  approchees  par  exces, 


2      16      128      2048  32768 

4  4  16 


1  '        9  '        75  '        1225  *  19845 


de  sorte  que  la  valeur  de  ^  est  comprise  entre  ^  et  ^  >  entre  3     ~  >  entre 


i6  ^64  , 
—  et  -7= »  etc- 
9  45 
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Nous  designerons  par  {p) ,  pour  abreger,  la  fraction 

  32446       p  —  J 


ip) 


I  3  3  5  5 


arretee  a  la  premiere  fois  qu'on  rencontre  le  nombre  impair p  dans  le  deve- 
loppement,  et  par  (pp)  la  fraction  qu'on  obtiendrait  en  prenant  un  facteur 
de  plus,  c'est-a-dire 

,    X     2^  4  4  6     p  —  i  p-ht 

(^/^)  =  r3-r5'5---— — • 

Le  nombre  (p)  est  inferieur  et  le  nombre  {pp)  est  superieur  a  ^  •  Pro- 

posons-nous  d'abord  de  simplifier  ces  fractions  et  de  les  reduire  a  leurs 
moindres  termes.  Nous  commencerons  par  nous  occuper  de  (p). 

Le  numerateur  2.2.4.4- —  i)  -{p  —  0  est  le  carre  de  !i.^...{p  —  i), 
et  Ton  peut  poser,  en  separant  le  facteur  a  dans  chaque  facteur  du  produit, 

2.4.6.  ..(/?  —  l)  =  2   ^    M.2.3...  ^^-^  j  • 

Le  numerateur  de  {p)  est,  en  definitive,  egal  a 

,..(,.,.3...!4--iy. 

Le  denominateur  peut  se  mettre  sous  la  forme 

[,.3.5...(/,-2)]V. 

Or,  multiplions  et  divisons  dans  la  parenthese  par  le  produit  des  nombres 
pairs  jusqu'a  p  —  i ;  il  viendra 

— 1)1*    _  r'-a.3.4.r)...(p-2).(^  — i)]' 
L         ..4.6.. .{;>-.)  ,^.(,.,.3...'-i^)'  ^ 

et,  en  supprimant  haut  et  bas  le  produit  ^  i .  2 .  3 .  .  .  ^-p-^  ' 

P-?^'-^.-.(/^-^).(/'-oT 
=  —  
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Divisant  le  numerateur  par  le  denominateur,  il  vient 


ip) 


o]V  V{p-^)'{p-^)'--^~Y 
1    '  -^  ^  J 


La  parenthese  indiquee  en  denominateur  represente  le  nonibre  C 


p  — » 


des  combinaisons  dep  ~  i  objets  pris  ^  ^  ^  ' '  rt,  par  consequent,  on 
a  la  formule  tres  simple 

Ce  nombre  C  est  toujours  entier;  on  pent  ajouter  qu'il  est  tou- 

jours  pair,  de  sorte  que  son  carre  admet  le  facteur  4>  qu'on  pourra  sup- 
primer  aux  deux  termes  de  la  fraction  si  /?>  i .  On  voit  que  la  fraction  (/?), 
reduite  a  sa  plus  simple  expression,  ne  conservera  an  numerateur  que  des 
facteurs  2,  et  que  les  facteurs  premiers  impairs  n'y  pourront  figurer  qu'au 
denominateur. 

La  fraction  excedante  (pp)  s'exprime  au  moyen  de  {p)  par  Tegalite 


ce  qui  donne 


{pp)=ipy^> 


Pour  avoir  la  fraction  deficiente  suivante,  il  suffirait  de  multiplier  (/?) 

» -f-  I   ;>  -H I     1         .  , 

par '  >  de  sorte  qu  on  aurait 

^      P    p  -i-  ^  ^ 


egalite  qui  se  reduit  a  la  suivante, 

XLFIP  CaUer.  if\ 
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comme  il  est  aise  de  le  veriBer.  Gette  egalite  donne  un  moyen  tres  simple 
de  calculer  les  valeurs  numeriques  de  G      ^^.j,  en  partant  de  C, ,  =  2, 


a 


pour  p=  S. 

Dans  ces  formules  on  rencontre  le  rapport  ?  qui  represente  une 

probabilite.  Considerons  deux  evenements  A  et  B,  dont  Tun  soit  le  con- 
traire  de  Tautre,  de  sorte'que  Tun  des  deux  arrive  n^cessairement  a  chaque 
epreuve.  Supposons  en  outre  que  la  probabilite  speciale  a  chaque  evene- 
ment  soit^-  La  probabilite  que  sur  p  —  i  epreuves  Tevenement  A  arrivera 
aussi  souvent  que  Fevenement  B  sera  representee  par  le  produit 

terme  maximum  du  developpement  de      "^^^'^  •  suppose  un 

nombre  tres  grand  d' epreuves,  la  valeur  approximative  du  terme  le  plus 
grand  de  ce  developpement  est  egale  a 

I  I 


d'oii  resulte  Fegalite,  sensiblenient  vraie  pourde  tres  grandes  valeurs  de p, 


C 


d'ou  Ton  deduit 

TT         I  aV- 


-1  > 


C'est  la  formule  meme  de  Wallis  lorsqu'on  y  fait  p  infini,  ce  qui  permet 
de  changer  sans  erreur  p  —  i  enp  dans  la  fraction  ^^-^ ;  on  obtient  ainsi 
une  verification. 

On  pent  aussi  ramener  la  formule  de  Wallis  aux  fonctions  euleriennes. 
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On  a,  en  efFet,  pour  p  impair , 

a.4...(/>-i)  =  2^r(q:^), 


et 


=  lim 


pour  p  infini  (*).  Si  Ton  remplace  les  fonctions  r  par  leurs  valeurs  appro - 
chees,  lorsque p  est  tres  grand,  on  a 

r(£±l)  =  r(^)(£=i)V(7-.). 

T{p)  =  e-<P'^>  {p  -jy-^  v/27r(/7-i); 

elevant  la  premiere  equation  a  la  quatrieme  puissance,  la  seconde  au  carre, 
divisant  Tune  par  Fautre  et  multipliant  par       >  on  trouve  pour  resultat  ^  • 
Gherchons  une  limite  de  Terreur  que  Ton  commet  en  arretant  le  deve- 
loppement  a  la  fraction^  ~'  au  lieu  de  le  prolonger  indefiniment.  Cette 

erreur  est  moindre  que  la  difFerence  entre  {pp)  et  (/?),  ou  entre  (p) 


)  La  fonction  r (x)  etant  definie  pour  toutes  les  valeurs  de  la  variable  Tequation 


2^- 


represente  une  conrbe  continue  qui  interpole  les  valeurs  deficientes  successivement  foumies  par 
la  formule  de  Wallis;  elle  a  nour  asymptote  la  droite^  =  ^* 
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et  (/?),  ou  enfin  moindre  que 


(.)e-^-.)=w^ 


c'est-a-dire  que   1j  err eur  rekitwe  est  exprimee  sensiblement  par 


la  fraction^*  L'erreur  absolue  decroit  quand p  augmente,  mais  avec  assez 

de  lenteur,  de  sorte  que  le  produit  de  Wallis  est  peu  convergent  (').  II 
servira  done  plutot  a  decouvrir  des  proprietes  du  nombre  tt  qu'a  en  faire 
le  ealcul  effectif.  II  a  Tavantage  de  se  preter  facilement  au  calcul  du  loga- 
rithme  de  7t  et  aussi  d^  permettre  aisement  T elevation  de  tx  a  des  puis- 
sances. On  a,  en  effet,  quel  que  soit  Texposant  yu, 

(-:)'=0)'ay(-0'(i)'-('^r('^-^)'- 

produit  toujours  convergent,  et  qui  montre  que  est  compris  entre 
les  puissances  {pY  et  [ppY^  ou  entre  les  limites 


La  limite  de  Terreur  commise  en  arretant  le  developpement  a  la  frac- 
tion ^^~'y  est  egale  a  la  difference 


qui  tend  vers  zero  a  mesure  que  p  augmente  :  pour p  tres  grand,  elle  est 


(']  Si,  par  exemple,  on  prend  le  developpement  jusqu*aux  fractions  qui  contiennent  17  en 

 77—  I  »  OU 

k  0,089723.  L'approxiraation  dont  on  pent  repondre  est  done  seulement  du  dixicme  enviroDy 
quand  on  prend  seize  facleurs  du  produit. 
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sensiblement  egale  a 


L'erreur  relative  est  sensiblement  egale  a  -  • 

On  pent  faire  servir  le  developpement  de  Wallis  au  calcul  de  ->  en 


prenant  une  moyenne  entre  les  deux  liniites  (p)  et  {pp)  que  ce  develop- 
pement fait  connaitre.  L' interpolation  la  plus  convenable  parait  consister 
a  prendre  la  moyenne  arithmetique  de  ces  deux  limites/ Observons  en 
effet  que  -  est  compris  d'une  part  entre  les  deux  nombres 


(P)    et    {pp)  =  {p) 


P 

et  d'autre  part  entre  les  deux  nombres 

La  difference  des  deux  limites  inferieures  est  egale  a 

et  la  difference  des  deux  limites  superieures  est  de  meme 


Ces  deux  differences,  prises  en  valeur  absolue,  sont  entre  elles  comme 
les  nombres  +  2  et  /?  4-  i ,  c'est-a-dire  qu'elles  sont  a  peu  pres  egales 
des  que  p  depasse  une  certaine  limite.  Les  variations  des  deux  valeurs 
approchees  sont  done  a  peu  pres  egales  au  signe  pres,  un  peu  plus 
grandes  toutefois  pour  I'augmentation  de  la  limite  inferieure  que  pour  la 
diminution  de  la  limite  superieure;  mais,  abstraction  faite  de  cette  petite 
difference,  les  deux  limites  convergent  sensiblement  vers  le  milieu  de  leur 
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intervalle.  On  a  done,  avec  une  exactitude  d'autant  plus  grande  que  p  est 
plus  grand, 

Gette  formule  donnera  pour  ^  des  valeurs  un  peu  trop  petites. 

§  IL   —  DECOMPOSITION  EN  FAGTEURS  PREMIERS  DES  TERMES 
DES  FRACTIONS  (jp)  ET  (fp). 

Considerons  le  produit  H  des  h  premiers  nombres  naturels  : 

H  =  1  •  2  •  3 ...  A. 

On  sait  que,  pour  trouver  le  nombre  de  fois  qu'un  nombre  premier 
donne  Q  est  facteur  dans  ce  produit,  il  suffit  de  diviser  h  par  0,  ce  qui 
donne  un  quotient  entier  q  avec  ou  sans  reste,  de  diviser  q  par  0,  ce 
qui  donne  un  nouveau  quotient  entier  q\  de  diviser  q^  par  0,  et  de 
proceder  ainsi  jusqu'a  ce  qu'on  ne  puisse  plus  diviser  par  fl  le  dernier 
quotient  entier  obtenu ;  le  nombre  demande  sera  la  somme 

de  tons  ces  quotients  entiers;  on  peut  Texprimer  par  la  notation 

ou  encore 

e(*)+e(|)h-e(^)+..., 

E  (  )  indiquant  la  partie  entiere  de  I'expression  contenue  dans  la  paren- 
these.  Ce  nombre  est  une  fonction  numerique  des  deux  entiers  h  et  B,  que 
nous  representerons  par  la  notation 

le  premier  nombre  inscrit  a  gauche  dans  la  parenthese  designant  le  plus 
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^nd  facteur  du  produit  H,  et  0  le  nombre  premier  que  Ton  a  en  vue. 
On  pent  remarquer  que  Ton  a        fl)  —  o  toutes  les  fois  que  Q  sur- 

passe  A,  et  /{h,  Q)  =  i  toutes  les  fois  que  9  est  >  ^  et  au  plus  egal  a  h. 

En  appliquant  cette  methode  k  tons  les  nombres  premiers  compris  entre 
I  et  hy  on  saura  combien  de  fois  chacun  est  facteur  dans  le  produit  H,  et 
I'on  aura,  par  consequent,  decompose  H  en  ses  facteurs  premiers. 

Proposons-nous  de  resoudre  les  mSmes  problemes  a  I'egard  des  pro- 
duits 

P  =  2.4.6.  .  . 

des  h  premiers  nombres  pairs,  et 

1  =  1.3.5...  {2h —  i) 

des  h  premiers  nombres  impairs. 
On  a  identiquement 

P  =  2^H, 

H  designant,  comme  tout  a  Theure,  le  produit  des  h  premiers  nombres 
entiers,  et,  par  consequent,  tout  nombre  premier  fl  plus  grand  que  2  est 
contenu  autant  de  fois  dans  P  que  dans  H,  c'est^a-dire /{h^  fl)  fois;  quant 
au  facteur  2,  il  est  contenu  h  fois  dans  2*  et /{h^  2)  fois  dans  H,  ce  qui 
fait 

k  -h  f{hf  2)  fois 

dans  le  produit  P.  Les  formules  qui  font  connaitre  la  decomposition 
cherchee  sont  done 

h-h/{hy  2)  pour  le  facteur  2, 

/{hj  fl)  pour  tout  facteur  impair. 

2^  Multiplions  I  par  P ;  nous  aurons 

IP  =  1.2. 3. 4. 5..  .(2/*  —  1)2 A, 

c'est-a-dire  le  produit  des  t^h  premiers  nombres  entiers.  Nous  introdui- 
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sons  ainsi  dans  le  produit  IP  tons  les  faeteurs  de  P,  savotr  un  certain 
nombre  de  faeteurs  2  qui  sont  etrangers  a  I,  et  d'autres  faeteurs  premiers 
fl  >  2  qui  peuvent  etre  communs  a  I  et  a  P.  Ces  faeteurs  Q  sont  au  nombre 
de  /(2A,  0)  dans  le  produit  IP  et  au  nombre  de /{h,  9)  dans  P.  Done  ils 
sont  au  nombre  de 

dans  L 

Nous  pouvons  appliquer  ces  principes  aux  deux  termes  des  fractions 
que  Ton  obtient  successivement  quand  on  arrete  le  developpement  de 

Wallis  au  facteur  puis  au  facteur  suivant  Posons,  pour 

abreger, 

A  =  2.2.4.4-6.6.  .  .{p  —  ^)'{p  —  1) 
=  [2.4.6. 

A  ( +  I )  =  2 . 2 . 4 . 4 . . .  (/?  —  I )  •  ( —  1 )  •  ( ^- 0 

=  [2.4.  !).(/? +  1)].  [2.4.  .  .(;;  — i)J, 

i.3.3.5.6...(/7  —  ^)'{p  —  '^)p 
~  [i  .3.5. . .(/?  —  2)/?] .[1 .3.5.  • .(/?  —  2)], 

B/?  =  1 . 3 . 3 . 5 . 5 . .  .{p  —  2) .  (/?  —  pp 
=  [i  .3.5.  ..(/;  —  2) /?]^ 

Les  deux  premieres  egalites  appartiennent  au  numerateur,  les  deux 

suivantes  au  denominateur  des  deux  fractions  ^  et     '  ^   •  Cela  pose  : 

Relativement  au  facteur  2,  qui  figure  seulement  au  numerateur,  nous 
ferons  p  —  i  =  2^,  et  nous  observerons  que  le  produit  2 . 4  •  6 ...  2^  est 
eleve  au  carre;  le  nombre  de  fois  que  2  est  facteur  dans  le  produit  simple 
est 

h^'f{h,  2), 

et  dans  le  carre  de  ce  produit 

2A+  a.J{h,i)  =  p  —  I  '^/{^-—^ 
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Voila  pour  le  numerateur  A.  Pour  le  numerateur  A(/?-hi),  il  n'y 
aura  qu'a  ajouter  au  nombre         +  ^(^V"'  ^)       facteurs  a  de  la 

premiere  parenthese  le  nombre  '—^-^ -^(^"T""'  ^)  facteurs  2  de  la 
seconde,  ce  qui  donne  en  tout 

a"  Relativement  a  un  facteur  quelconque  9  >  a,  on  en  trouvera,  en 
appliquant  les  memes  principes, 

a/^C-ri.e^  dans  A, 

f(^P±l,  b)  ^-/('-^>      dans  A(^  +  ,). 

f(p^xJ)-f((l±l,9)-i-/{p-i,Q)-f(fl:^,S)  dans 

2/(/;H-i,9)-a/(^,0)  dans  Hp. 

Les  deux  nombres  ^^-^  et  different  d'une  unite;  on  aura,  par 
consequent, 

en  designant  par  y  le  nombre  de  fois  que  9  est  facteur  dans  le  nombre 
^       qu'on  introduit  dans  le  produit  i.a.'S.  .  pour  former  le 

produit  suivant.  Ce  nombre  peut  etre  nul,  si  ^^^^  n'admet  pas  le  facteur  fl. 
De  meme, /^(aA,  fl)  est  au  moins  egal  au  double  de /{h^9)  et  peut  le 
surpasser  d'une  ou  de  plusieurs  unites,  car  on  a 

/•(K.,9)  =  e(|)4-e(^.)  +  e(|,)  +  ... 
/(.A.9)  =  E(^)-t.E(li)  +  E(l-f)  +  ..., 


et 


JLFIP  Cahier. 
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et  les  parties  entieres  des  quotients  sont  au  moins  doublees  lorsqu'on 
double  le  dividende.  II  en  resulte  qu'on  pent  poser 

f{p~ij)-  f{^,  fl)  d)  +  s', 

B  et  ^  etant  des  entiers  positifs  ou  nuls,  qui  representent  Texces  des 

fonctions /{p  ±  i ,  fl)  sur  les  fonctions /(^  ^ '  ?  fl^  relatives  a  un  nombre 

moitie  moindre.  Le  nombre  de  fois  que  Q  est  facteur  dans  B  s'exprime 
alors  par  la  formule 

/(^'' +/(^' fl)  H- S  +    =  fl)  +  S  +  S' -+- 7, 

tandis  que,  dans  A,  le  ineme  facteur  d  entre  un  nombre  de  fois  egal  a 

Quand  on  supprimera  les  facteurs  communs  aux  deux  termes  de  la 
A 

fraction  {p)  =  g^,  le  facteur  0  disparaitra  si  S,  S'  et  7  sont  nuls;  sinon,  il 

subsistera  au  denominateur  seulement,  avec  un  exposant  egal  a  la  somme 
S  4-  S'  H-  7.  II  restera  done  au  numerateur  le  facteur  2,  avec  Texposant 

/; -I -+-2/(^,2^- 

La  meme  reduction  s'opere  pour  la  fraction  (pp)  =  — Le  nombre 
premier  0  >  2  entre  au  numerateur  un  nombre  de  fois  marque  par 
la  somme 

r{£±l,  9)  +/(£:!■_■ ,  9)  =  ./(ezii,  9)  +  y 

et  au  denominateur  un  nombre  de  fois  egal  a  la  difference 
:./{p  +  , ,  fl)  -  9)     ^/(i^li,  d)  + 
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de  sorte  que,  apres  reduction,  le  denominateur  conserve  le  facteur  fl  avec 
Texposant  7  -h  28,  et  le  numerateur  n'a  plus  que  le  facteur  2  avec  Texpo- 

sant/.+/(^,.)-+-/(^,.). 

Pour  resumer,  nous  poserons  les  deux  egalites  suivantes, 

n(e***-^)  ' 

n  d^ignant  un  produit  de  facteurs  premiers  fl>  2,  et  7,  S,  S'  etant  les 
exces  des  fonctions /{p  H-  » >      /{p  —  i »  0)  sur  les  fonc- 

tions/(^,9).  ./(^,«),  ^^.9)- 

Lorsque  p  est  un  nombre  premier,  le  facteur  p  se  trouve  une  fois  seu- 
lement  au  denominateur  de  (p) ;  il  se  trouve  deux  fois  dans  le  denomina- 
teur de  {pp)*  Le  facteur  p  -h  i  qu'on  introduit  au  numerateur  de  la  fraction 
en  passant  de  {p)  a  {pp)  n'est  pas  un  carre  si  p  est  un  nombre  pre- 
mier >  3;  autrement,  p  admettrait  un  facteur  plus  grand  que  Tunite  (*). 
II  en  resulte  que,  lorsque  p  est  un  nombre  premier,  ni  {p)  ni  {pp)  ne 
sont  des  carres,  car  il  reste  un  facteur  non  carre,  p  ou  H-  i ,  a  Tun  des 
termes  de  ces  deux  fractions.  II  y  a  exception  seulement  pour  ^  =  3,  ce 

qui  donne  (pp)  =  ~  • 

Application  aux  produits 

I  3  3  5  17 

et 

/  V       2  a  4  4      16  18 

(•7»  ^7)  =  -,'rri"'T-y'i^ 


( •)  En  effet,  si  p  i  =  u\  p  admet  les  facteurs  a  —  i,  a  -h  i,  ce  qui  est  incompatible  avec 
riiypothdse  de  p  premier,  Il  moins  qu'on  n'ait  w  —  i  =  i  et  a  -1- 1        ou  bien  11  =  2,    =  3. 


ip)  = 
{pp)  = 


A 

B 

A(p-M) 
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Reciter che  de  la  fonction  f{^~^  >  ^)  > 

-  =  4,    -=!2,    -  =  i, 

/'(8,2)  =  4+2-hi  =  7, 

/7  —  H-  >  2^  =  17  —  I  +  2.7  =  3o. 

Recherche  de  In  fonction  f{^—^ »  ^  —  /{9y  ^)  • 

§=4,  ^  =  2,  -=i, 

a      ^'    a        'a  ' 

/(9,  2)  =  4  +  2-f-i  =  7. 
/'+/(^'^)+/(^'2)  =  >7  +  7  +  7==3i. 

Les  facteurs  premiers  >  2  a  essayer  sont 

3,  5,  7,  II,  i3,  17; 
on  en  forme  le  Tableau  suivant  : 


/(^' 

•)• 

J. 

r. 

3 

4 

a 

a 

8 

0 

6 

a 

4 

a 

5 

I 

0 

3 

3 

I 

a 

a 

7 

I 

0 

9. 

0 

a 

0 

0 

0 

1 1 

0 

0 

0 

1 

I 

I 

a 

a 

i3 

0 

0 

0 

I 

I 

I 

I 

a 

a 

17 

0 

0 

0 

I 

1 

0 

0 

t 

a 

Done  enfin 

(•7.  »7)=3..5...,C,3«..y«  =  i>6i5o2..  .. 
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Les  racines  carrees  de  ces  deux  fractions  sont  respectivement 


et 


V.S.ii.iiyJT^  a.5.ii.i3.i7» 

elles  sont  toules  deux  irrationnelles ,  comme  on  devait  s'y  attendre, 
17  etant  un  nombre  premier  >  3. 

Le  nombre  ^  est  compris  entre  (17)  et  (17,  17),  et  Ton  pent  verifier 

qu'il  est  a  peu  pres  egal  a  la  moyenne  arithmetique  de  ces  deux  valeurs ; 
en  effet, 

I  ,5q529-*- 1 ,6i5o2i   ^  ^ 

-  —  I , 0701 o . .  .  , 

dont  les  trois  premieres  decimales  coincident  avec  la  valeur  de 


2 


1,57079. . .. 


§  III.  —  Incommensurability  de  tt  et  de  tt^. 

Nous  allons  chercher  a  etablir,  en  nous  fondant  sur  le  developpement 
de  Wallis,  que  le  nombre  tt  et  ses  puissances  de  degre  entier  sont  incom- 
mensurables.  Ce  theoreme  est  demontre  rigoureusement  aujourd'hui,  mais 
seulement  pour  la  premiere  puissance  tt  et  pour  le  carre  tt*.  II  suffit  du 
reste  de  faire  voir  que  tt^  est  incommensurable  pour  demontrer  que  tt  Test 
a  fortiori. 

Au  premier  abord  il  semble  qu'on  puisse  ranger  tt  dans  la  classe  des 
nombres  incommensurables,  en  observant  que  ^  est  la  limite  commune  de 
deux  fractions  irreductibles,  [p)  et  dont  les  termes  croissent  indefi- 
niment  avec  p.  Mais  un  tel  raisonnement  serait  inacceptable  et  conduirait 
dans  certains  cas  a  des  conclusions  inexactes.  Par  exemple,       ^  et  ^"^^ 

sont  deux  fractions  irreductibles  dont  les  termes  croissent  indefiniment 
avec  et,  au  lieu  de  tendre  vers  une  limite  incommensurable,  elles  con- 
vergent ensemble  vers  un  nombre  commensurable,  Tunite;  plus  gene- 
ralement,  une  fraction  decimale  periodique,  dans  un  systeme  quelconque 
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de  numeration,  exprime  sa  fraction  generatrice,  nombre  commensurable, 
sous  la  forme  d'un  rapport  de  deux  nombres  entiers  infinis,  qui  peuvent 
etre  premiers  entre  eux.  II  y  a  done  lieu  d'examiner  la  proposition  de 
plus  pres. 

Supposons  que  tt  soit  commensurable,  et  soit  ^  =  ~>  Y  et  X  etant 
deux  entiers  premiers  entre  eux.  Nous  aurons  pour  un  nombre  pre- 
mier p  quelconque  la  double  inegalite 

{p)<\<iPP)^ 
et,  puisque  {pp)  —  {p)  ~— »      pourra  poser 

en  appelant  g  un  nombre  compris  entre  o  et  i .  Ce  nombre  g  sera  com- 
mensurable si  ^  Test  lui-meme,  et  on  pourra  le  representer  par  le  rap- 
port ^  de  deux  nombres  entiers  premiers  entre  eux.  II  vient,  par  conse- 
quent. 

Nous  ne  connaissons  ni  m  ni  et,  pour  discuter  cetle  egalite,  nous 
aurons  a  faire  diverses  hypotheses  sur  ces  deux  nombres,  qui  sont  assu- 
jettis  seulement  aux  conditions  que  m  soit  inferieur  a  et  premier 
avec  lui. 

I®  Si  /2  et  7W  ne  sont  pas  multiples  de  p^  np  -{-mne  contient  pas  le 

Y 

facteur  p^  et,  par  suite,  p^  reste  au  denominateur  de  la  fraction  puisque 
p  est  a  la  fois  facteur  dans  np  et  dans  le  denomin;*leur  de  (/?). 

2®  Si  n  est  multiple  de  /?,  m  ne  Test  pas,  et  p  n'est  pas  non  plus  fac- 
teur commun  aux  deux  termes  de  la  fraction ;  le  denominateur  X  contient 
le  facteur  p^  ou  une  puissance  plus  elevee  de 

3**  Si  m  est  multiple  de  p  et  egal  a  pm\  n  ne  contient  pas  p^  etp  dis- 
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parait  de  la  fraction  ^^^^  =  ^^^^^  differents  cas  peuvent  se  pre- 

senter encore  : 

1.  m'  pent  etre  multiple  de  p;  alors  /iH-  m'  ne  Test  pas;  p  ne  dispa- 
raitra  done  pas  eomme  facteur  commun  dans  la  fraction  {p)  ^^^^^  se 
retrouvera  a  la  premiere  puissance  dans  le  denominateur  X. 

2.  Si  m'  n'est  pas  multiple  de  /?,  il  peut  encore  se  faire  que  n-^m! 
ne  le  soit  pas  non  plus;  alors  p  reste  a  la  premiere  puissance  dans  le 
denominateur  X. 

3.  Mais  il  peut  aussi  se  faire  que  n  +  m'  contienne  le  facteur  p^  soit 
une  fois,  soit  plus  d'une  fois. 

3',  Si  n  +  m'  contient  plus  d'un  &cteur  Fun  de  ces  facteurs  detruit 
le  facteur  p  place  en  denominateur  de  {p)^  et  il  reste  un  ou  plusieurs  fac- 
teurs p  dans  le  numerateur  Y. 

3".  Si  enfin  n-\-m'  contient  une  seule  fois  le  facteur  /?,  ce  facteur  dis- 
paraltra  aux  deux  termes  du  produit  (/?)  — ^— >  P  n'entrera  ni  dans  Y 
nidansX. 


Ces  diverses  hypotheses,  dont  la  derniere  est  la  seule  qui  exclue  le 

Y 


Y  f 

facteur/?  de  Tun  des  termes  de  la  fraction  ;=t>  se  resument  dans  le  Ta 


bleau  suivant : 

HTPOTH^ES.  CONCLUSIONS. 


il  ct  m  non  multiples  de/?. 


2«  n  muhiple  dep   . .  \  p  e%i  facteur  du  deno- 

^      ,      ,  .  ,    ,  /     minateur  X. 

1.  m'  multiple  de  p  . 

2.  /»  -i-  /w'  non  multiple  de  p. 

3°  m  multiple  de  p 

et  egal  k  pm' .  '\  /  3'.  /iH-  /w'  multiple  d'une  (  p  est  facteur  du  nume- 

i  puissance  de    . . . .  \     rateur  Y. 

3.  n  -\-  m'  multiple  J 

  a".  «  +      multiple  de  (  C"' f'^P^-'""'^ 

I  ,  {     n  €st  facteur  ni  dans 

I  seulement   1     ^   .  1  ^ 

\  \     X  ni  dans  Y. 

Des  raisonnements  analogues  peuvent  s'appliquer  a  une  puissance  quel- 
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conque  de  - ;  ^  etantun  exposant  entier  quelconque,  si  Ton  admet  que  tt^ 
soit  commensurable,  on  pourra  poser  (  ^  j  ~  '  x~'  ^^^P"^  entre  {p)^ 
et  {ppYj  sera  exprimable  par  la  fraction 

oil  ^  represente  une  fraction  irreductible  ou  un  nombre  entier  compris 
entre  o  et  (/?  +  i)"^  —  p^.  Les  hypotheses  a  faire  sur  n  et  m  relativement 
a  la  divisibilite  par  le  nombre  premier  p  conduiront  a  dresser  un  second 
tableau ,  d'oii  il  resulte  que,  sauf  le  cos  exceptionnel  oil  m  contient  le  facteur 
p^  sans  eire  dwisible par p^*  etoun-h  iri  contient  aussi  le facteur p^  sans 
etre  divisible  par  p^^\  Tun  des  deux  termes  de  la  fraction  ~  renferme  le 
facteur  p  ou  une  puissance  de  ce  facteur. 

UYPOTB^SES.  CONCLUSIONS. 

I**  n  ei  m  non  multiples  de  

2°  n  multiple  de  /?  

,  .  ,    ,      [      ^"^V-  \  p  est  facteur  du  deno- 

3**  m  multiple  cie  p  \  )        •    »  v 

r  I  c>  /     minateur  X|. 

et egaU |  2.  a>fi  ' 

/I,'  DC  come.                   (  3'.  /I     //i'  non  multiple  de  ^  . . . . 
nant  plus  le  J  I 

facteur  /;....[                 \  I  p<ft. 

'  3.  a  =  ^.  (  I 

3^  /I  -f-  m'  multiple  de/,     p>  „    j  f"^^^""* 
etegaU «     raleur  Y.. 

I  /  Cas  exceptionnel y  oh.  p 

\  p  =  fit.  '      n'esl  facteur  ni  dans 
(     X,  ni  dans  Y|. 

La  conclusion  definitive  de  cette  discussion  est  que,  abstraction  faite  des 

Y  Y 

cas  exceptionnels,  les  fractions  irreductibles  ^  x^  conservent  p  en  facteur 
dans  un  de  leurs  termes ;  ces  termes  surpassent  done  un  nombre  premier  p 
aussi  grand  qu'on  voudra,  et,  par  suite,  ils  sont  superieurs  a  toute  limite 
assignable  :  resultat  contradictoire,  qui  renverse  Thypothese  de  tt  ou  de  ^ 
commensurables. 
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La  proposition  serait  done  demontree  s'il  etait  permis  d'ecarter  le  cas 
exceptionnel.  Cherclions  a  evaluer  la  probabilite  de  ce  cas  en  supposant 
les  nombres  inconnus  m  et  n  pris  au  hasard.  Ce  sera  aussi  la  probabilite 
de  rhypothese  qui  consisterait  a  admettre  que  tt  est  commensurable^ 
Remarquons  toutefois  que  le  cas  exceptionnel,  admis  comme  realise,  n'en- 
traine  pas  necessairement  la  commensurabilite  de  tt  :  il  en  resulterait 
seulement  que  Fincommensurabilite  de  tt  ne  serait  pas  demontree. 

Le  cas  exceptionnel  a  lieu,  d'une  maniere  generale,  lorsque  m  renferme 
exactement  ft  facteurs  p  et  que  la  somme  /i  H-  m'  renferme  aussi  exac- 
tement  /u  facteurs  p.  Les  nombres  m  el  n  sont  en  outre  assujettis  a 
quelques  autres  conditions,  que  nous  pouvons  laisser  de  cote;  car  de 
nouvelles  restrictions  ne  pourraient  que  reduire  la  probabilite  deman- 
dee,  dont  nous  cherchons  seulement  une  limite,  A  la  verite,  m  et  n  sont 
des  nombres  hypothetiques,  dont  le  rapport  est  parfaitement  determine, 
et  qu'il  n'est  pas  permis  de  prendre  d'une  maniere  arbitraire.  Mais  ces 
nombres  sont  inconnus,  et  aussi  difliciles  a  determiner  directement  que  le 
nombre  ^  lui-meme:  Le  hasard  que  nous  introduisons  ici  n'est  done  que 
la  traduction  de  notre  ignorance,  et  c'est  ce  qui  arrive  dans  la  plupart  des 
circonstances  ou  Ton  emploie  le  Calcul  des  probabilites. 

Proposons-nous  d'abord  de  determiner  la  probabilite  qu'un  nombre 
entier  m,  pris  au  hasard,  soit  divisible  par  la  puissance  p^  d'un  nombre 
premier  /?,  sans  Tetre  par  la  puissance  suivante  p^*.  Si  Ton  divise  le 
nombre  m  par  p^\  on  obtiendra  pour  reste  I'un  des  p^*  nombres 

o,  I,  2,   .  .      p^'  —  I. 

Parmi  ces  restes,  ceux-la  seuls  appartiennent  a  un  nombre  m  multiple 
de  p^  qui  sont  divisibles  par  p^,  savoir 

o,        2/?%  .  .  .,  p^{p  —  \). 

Le  premier  reste  o  correspond  a  la  divisibilite  de  m  par  p^* ,  ce  qui  est 
contraire  a  Thypothese.  Les  suivants,  qui  sont  au  nombre  de  p  —  i , 
correspondent  au  cas  oil  m  est  multiple  de  p^^  mais  non  multiple  de  p^\ 

XLFII*  Cahier.  i6 
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II  y  a  done  p  —  i  cas  favorables  snr  cas  possibles,  ce  qui  donne  pour 
la  probabilite  eherchee  le  rapport 


P—1 


Si  Ton  fait  ^  =  i ,  on  a  la  probabilite  '  ~  que  m  soit  multiple  de  p 
sans  Tetre  de  p^. 

Appliquons  ce  lemme  au  cas  exceptionnel,  en  admettant  que  les  deux 
nombres  metn  soient  pris  entierement  au  hasard.  Ce  cas  pourra  se  produire 
si  m  contient  exactement  /u,  facteurs  /?,  evenement  dont  la  probabilite  est 
et  si  de  plus  n-^rri  contient  exactement  aussi     facteurs  eve- 


nement  dont  la  probabilite  est  la  meme ;  Tevenement  compose  qui  realise 
le  cas  exceptionnel  a  done  pour  probabilite  le  produit 


La  probabilite  de  Tevenement  contraire  est  i  —  ^^,7^^  ;  telle  est  done 
la  probabilite  que  le  facteur  p  entre  au  numerateur  ou  au  denominateur 
de  la  fraction  ^  qui  exprimerait  si  tt*'  etait  commensurable,  et,  pour 
p  infini,  c'est  la  probabilite  que  tt^  est  incommensurable.  Pour  une  valeur 
donnie  dep^la prohabilitS  i  —  croU  avec (Jt. et  comer ge  indefinimerU 

"vers  V unite,  et,  pour  une  n)aleur  donnSe  de  elle  tend  indefiniment  "vers 
I' units  a  mesure  que  p  augmente.  Elle  est,  en  definitive,  egale  a  V unite  pour 
p  infinij  quel  que  soit  ju, 


( * )  Les  probabilites  respectives  des  hypotheses  qu*on  peut  faire  sur  les  norabres  m  et  supposes 
pris  au  hasard,  sont  faciies  k  calculer;  on  obtient  les  resultats  suivants  pour  le  cas  oCi  fx  =  i  : 

PROBABILITES. 

Premier  cas.  —  m  el  n  non  multiples  de  p   •  =  • 

P         P  P^ 

•Deuxi^me  cas,  —  n  multiple  de  p,  m  non  multiple. . . .   ^     —  ^  ,  ' « 

P     P  P 

Troisi^me  cas.  —  m  multiple  de  />,  ou  =  /?/»';  probabilite  correspondante,       Le  cas  se 
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Observons  que  tt^  ne  peut  etre  incommensurable  qu'a  la  condition  que 
TT  le  soit  aussi,  de  sorte  que  Tincommensurabilite  de  tt  peut  etre  etablie 
indirectement  au  moyen  de  Pincommensurabilite  de  7^.  II  est  remarquable 
que  la  probabilite  relative  a  tt^  converge  vers  T  unite  de  plus  en  plus  rapi- 
dement  a  mesure  que  (jl  augmente,  de  sorte  qu'il  semble  plus  facile  de 


subdiyise  de  la  mani^re  suiyante  : 


ml  multiple  de p\  pro-  I  /i  +  /t'  multiple  de/?; 

/I  4-  /w'  non  multiple  de  p ; 
a  -\-  m'  non  multiple; 


babilite, 

P 


m!  non  multiple;  pro- 


babilite, 


n-^-m*  multiple 


probabilite. 


de  p  seulement. 


PHOBABILIT^S 

diflntUTM. 

I 

p 

J*' 

p  —  t 

p 

p-l 

p' — ip-h\ 

p 

p' 

I 

p  —  i 

p' 

/>— 1 

/>' —  ^p-\-i 

P' 

p' 

Nous  ayons  admis  dans  ce  Tableau  un  cas,  celui  ou  m'  est  multiple  de  /?  et  ou  /i  +  Test  aussi, 
auquel  cas  m  et  n  contiennent  tous  deux  le  facteur  p ;  cette  hypoth^se  est  ecartee  dans  nos  raison- 
nements,  puisque  m  et  n  sont  supposes  premiers  entre  eux;  mais,  si  on  les  suppose  pris  au  hasard, 
il  est  necessaire  d'en  tenir  compte.  La  somme  des  probabilites  des  diyers  cas  est 


p^  —ip-hi  ^  p  —  i  ^    I  ^  p  —  i 
P'  P'       P*  P* 


pi         ^  I  ^  p 


P' 


—      +  I 
P* 


cequi  donne  I'unite,  toutes  reductions  faites,  de  sorte  qu*on  est  sdr  d'ayoir  epuise  toutes  les  hypo- 
theses. Si  I'on  yeut  ecarter  Thypoth^se  de  m  et  /i  admettant  ensemble  le  facteur/',  les  probabilites 

des  autres  cas  doiyent  6lre  diyisees  chacune  par  1  —  inQuence  sur  le  resultat 

d^  qu'on  suppose  p  infiniment  grand.  L'ensemble  des  quatre  premiers  termes  a  pour  somme 
I  —  ~^*,  c^est  la  probabilite  que  p  restera  en  denominateur  de  la  fraction  intercalaire;  la  probabilite 

que p  restera  en  numerateur  est  exprimee  par  ~r~)     probabilite  que  p  ne  subsistera  ni  au  nume- 

raleur  ni  au  denominateur  est  ^~^r^'  enfin  la  probabilite  qu'il  se  irouvera  au  numerateur  et 

au  denominateur,  auquel  cas  on  pourra  le  faire  disparaitre,  est       On  voit  que,  pour  p  infini, 

Tensemble  des  quatre  premiers  termes  devient  preponderant  et  donne  Tunite  pour  la  probabilite 
limite. 
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demontrer  directement  rincommensurabilite  d'une  puissance  elevee  de  it 
que  celle  de  tt  lui-meme. 

Une  probabilite  egale  a  T unite  equivaut  en  general  a  la  certitude.  Mais 
cette  certitude  n'est  pas  absolue  lorsque  le  nombre  des  epreuves  est 
infiniment  grand  :  le  resultat  indique  seulement  que  le  nombre  des  cas 
defavorables  est  infiniment  petit  par  rapport  au  nombre  des  cas  possibles. 
Notre  raisonnement  fait  voir  que  Tetendue  relative  du  cas  exceptionnel  se 
reduit  de  plus  en  plus  a  mesure  que  le  nombre  p  augmente;  mais  ce  cas 
exceptionnel  reste  possible  a  la  rigueur,  et  notre  conclusion  definitive 
demanderait  par  consequent  a  etre  controlee  par  une  demonstration 
complete.  En  attendant,  ne  peut-on  pas  dire  qu'en  presence  d'une  proba- 
bilite egale  a  Tunite  ce  serait  a  ceux  qui  seraient  tentes  d'affirmer  la  com- 
mensurabilite  de  tt^,  plutot  qu'a  ceux  qui  considerent  tt^  comme  incom- 
mensurable, a  prouver  leur  proposition 

Le  raisonnement  suivant  justifie  du  reste  notre  conclusion,  en  montrant 
comment  le  cas  exceptionnel  disparait  pour  les  valeurs  infinies  du  nombre 
premier  p.  Supposons  p  extremement  grand.  Nousavons  Tegalite 


m 


La  fraction  ^  est  T inter valle  infiniment  petit  qui  separe  les  deux  limites 
(?)  (PP)  5  pour  obtenir  la  valeur  de  ^)  nous  prenons  la  fraction  ^  de 
cet  intervalle.  Ici  deux  hypotheses  principales  peuvent  etre  faites  : 

1°  Ou  bien  la  fraction  ^  est  exprimable  par  des  termes  moindresque 

auquel  cas  ni  m  ni  n  n'admettent  le  facteur  et  Ton  se  trouve  dans  le 
premier  cas  indique  au  Tableau ; 

2**  Ou  bien,  pour  avoir  ^>  nous  pouvons  partager  I'unite  en  p  parties 

egales  et  prendre  un  nombre  m  de  ces  parties.  Le  nombre  p  etant  suppose 
infiniment  grand,  ce  partage  de  F unite  en  p  parties  egales  permet  en  effet 

d'atteindre  une  valeur  quelconque  pour  le  rapport  cherche  ^>  etTon  ne 

gagnerait  rien  a  pousser  plus  loin  la  division,  puisque  les  fractions  ainsi 
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obtenues  •  •  •  > 

P   P  P 


—  I 


P 


se  succedent  a  inter valles  insensibles.  On 


se  trouve  done  alors  dans  le  seeond  eas,  eelui  oil  n  adniet  le  faeteur  /?,  m 
ne  le  renfermant  pas. 

Y  . 

Dans  les  deux  cas,  la  fraction  resultante  ^  contient  en  denominateur  le 
nombre  p  ou  une  puissance  de  ce  nombre;  elle  a  des  ternies  infiniment 
grands  et  exprime  un  rapport  incommensurable. 

En  resume,  tt  se  presente  a  nous  comme  le  rapport  d'une  puissance  de 
2  de  degre  infini  a  un  produit  de  facteurs  premiers  impairs,  dont  le  plus 
eleve  depasse  toute  limite  assignable  (*). 

La  yu**"**  puissance  de  tt  a  une  forme  analogue ;  on  y  retrouve  les  memes 
facteurs,  affectes  d*exposants  multiplies  par  ^.  II  semble  que  Tincommen- 
surabilite  s'accuse  ainsi  davantage  a  mesure  que  le  degre  /jl  devient  plus 
grand,  ce  qui  est  d'accord  avec  la  loi  de  variation  de  la  probabilite 

^  —  ^^j^-^t  '  •  pourrait  peut-etre  aussi  en  tirer  cette  consequence,  qu'une 
puissance  de  tt  ne  pent  s'exprimer  lineairement  par  une  fonction  ration- 
nelle  des  puissances  de  degre  inferieur,  ce  qui  equivaut  a  dire  que  tt  n'est 
pas  la  racine  d'une  equation  algebrique  a  coefficients  commensurables. 
Mais  ce  sont  la  des  hypotheses  pressenties  plutot  que  demontrees,  et  que 
nous  devons  laisser  de  cote,  pour  revenir  a  des  recherches  d'un  caractere 
plus  positif. 


(*]  II  serait  inleressant  d'exprimer  I'inverse    dans  le  systeme  de  Dumeration  dont  le  nombre  2 

est  la  base,  et  de  trouver  la  loi  de  la  succession  des  chiffres  o  et  i  dans  la  fraction  binaire  ainsi 
obtenue.  L'incommensurabilite  resulterait  de  la  non-periodicite  de  celte  fraction. 


§  IV.  —  Recherche  de  fractions  intergalaires* 


Le  nombre  -  est  toujours  compris  entre  les  deux  fractions 


2 


et 


'  1.3.3.5...;:;./; 
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quelque  grand  que  soit  le  nombre  impair  p.  Ces  deux  limites  comprennent 
una  infinite  de  fractions,  parmi  lesquelles  il  y  en  a  une  qui  est  plus  simple 
que  toutes  les  autres.  La  recherche  de  cette  fraction  pent  se  faire  par 
di verses  methodes. 

.      A  A' 

Soient,  en  general,  deux  fractions  entre  lesquelles  on  propose 

d'inserer  la  fraction  ^  ayant  les  moindres  termes  possibles,  de  sorte  qu'on 
ait,  par  exemple,  la  double  inegalite 

B  ^  X  ^  B' ' 

ces  trois  fractions  etant  supposees  reduites  chacune  a  sa  plus  simple 
expression.  On  en  deduit,  en  appelant  P  et  Q  deux  entiers  positifs  et  in- 
determines, 

BY  — AX  =P, 
B'Y-A'X=-Q, 

equations  qui,  resolues  par  rapport  a  X  et  a  Y,  donnent 

_  AT-i-AQ     y  _BT4-BQ 
^  ~  BA'  — AB''        ~  BA'— AB'* 

La  fraction  cherchee  ^  est  egale  a  la  fraction 

AQ  4-  A^P 
BQ-f-B'P' 

que  Ton  deduit  des  fractions  donnees,  en  les  ajoutant  terme  a  terme  apres 
la  multiplication  des  termes  par  des  nombres  Q  et  P  indetermines.  Les 
moindres  valeurs  de  X  et  de  Y  correspondent  aux  moindres  valeurs  de  P 
et  Q,  et  le  probleme  revient  a  determiner  les  plus  petites  valeurs  entieres 
des  arbitraires  qui  rendent  les  sommes  A'P-h-AQ,  B'P  +  BQ  a  la  fois 
divisibles  par  le  determinant  A  =  BA'  —  AB'  des  termes  des  fractions 
donnees.  Un  tatonnement  fera  connaitre  les  valeurs  cherchees,  et  ce  taton- 
nement  est  limite  au  plus  a  essais,  car  on  satisfait  aux  conditions  de  divi- 
sibilite  en  donnant  a  P  et  a  Q  la  valeur  commune  A;  il  n'y  a  done  a  essayer 
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que  les  nombres  1,2,.  •  . ,  A  pour  P  et  les  memes  nombres  i ,  a, .  .  . ,  A  pour 
Q,  ce  qui  fait  A^  combinaisons. 

Lorsque  A  =  i ,  les  moindres  valeurs  admissiblespour  P  et  Q  sont  T  unite, 

et  la  fraction  cherchee  est  egale  a  g^^^ ;  elle  s'obtient  en  ajoutant  terme  a 
terme  les  fractions  donn^es. 

Soit,  dans  le  cas  particulier  qui  nous  occupe, 

(/')  =  F 

et 

II  viendra 

A  =  BA'—  AB'  =  AB(;?  +  i  —p)  =  AB, 
et  par  consequent 

Y  —  A(;^  4-i)P  +  AQ  _ P(p-}-i)-}-Q 
^  ~  AB  ~  B  ' 

Y  BpP-hBQ  P^-hQ 
^=  AB   =  — A  

On  aura  done  a  chercher  les  moindres  valeurs  de  P  et  Q  qui  rendent 
P(/7H-i)  +  Q  multiple  du  denominateur  B,  et  P/;  +  Q  multiple  du  nume- 
rateur  A.  Les  essais  n'auront  pas  besoin  d'etre  prolonges  au  dela  de 

P  =  Q  =  AB,  hypothese  qui  donne  pour  fraction  intercalaire  g^'~^  • 

La  recherche  pent  etre  assez  laborieuse  lorsque  les  nombres  A  et  B  sont 
un  peu  grands.  On  la  simplifie  au  moyen  d'un  procede  graphique  plus 
rapide,  qui  suppose  trace,  il  est  vrai,  un  quadrillage  suffisamment  pro- 
longe  dans  les  deux  sens. 

Portons  sur  deux  axes  rectangulairesOX,  OY  {Jig.  i)  des  longueurs  egales 
Oi ,  12,  28,  34,  . . . ,  qui  representeront  les  valeurs  entieres  des  abscisses  et 
des  ordonnees  des  divers  points  de  la  figure,  puis  menons  par  les  points  de 
division  des  paralleles  aux  axes.  Nous  obtenons  de  cette  maniere  un  qua- 
drillage dans  lequel  toute  intersection  A  de  deux  droites  paralleles  aux  axes 
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correspond  a  des  valeurs  entieres,  X  =  3,  Y  =  4>  descoordonnees;  Tincli- 
naison  de  la  droite  OA  peut  etre  regardee  comme  definissant  la  fraction  |» 
egale  au  rapport  des  coordonnees  du  point  A,  Traijons  sur  Tepure  deux 
droites  OA,  OB,  correspondant  Tune  OA  a  la  fraction  (^)  =  |,  Tautre  OB 
a  la  fraction  {pp)  =  —  •  II  suflira,  pour  trouver  la  plus  simple  fraction  in- 
tercalaire,  de  chercher  dans  Tangle  BOA  le  sommet  du  quadrillage  le  plus 

Fig.  1. 


/ 

/ 

7 

voisin  de  Torigine  O;  on  obtient  ainsi  un  point  M,  qui  correspond  a  la 
fraction  -  et  qui  resout  le  probleme  propose.  L'application  pure  et  simple 
de  la  formule  g-~-^-^aurait  donne  |)  fraction  representee  sur  Tepure  par 
le  point  N- 

A  mesure  que  p  augmente,  les  droites  OA  et  OB,  qui  representent  les 
valeurs  correspondantes  de  {p)  et  {pp)y  tournent  autour  du  point  O,  la 
premiere  de  droite  a  gauche,  la  seconde  dans  le  sens  oppose,  de  maniere  a 
reduire  de  plus  en  plus  Tangle  BOA. 

lia  construction  successive  des  droites  OA,  OB  peut  se  faire  geometri- 
quement  comme  il  suit. 

Soit  A  {fig.  2)  le  point  du  plan  qui  represente  la  fraction  ^  >  de  sorte  qu*on 

ait  Tabscisse  OP  =  B  et  Tordonnee  PA  =  A.  A  cette  fraction  correspond 
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une  certaine  valeur  de p.  Prenons  sur  OP  un  point  R  tel  qu'on  ait 

OR  =  2?. 

Joignons  RA,  et  par  le  point  P  menons  une  parallele  PS  a  cette  droite  :  la 
droite  PS  coupe  la  droite  OA  prolongee  en  un  certain  point  S,  dont  nous 

Fig.  a. 


menerons  I'ordonnee  SH;  elle  coupe  la  droite  R A  prolongee  en  un  point  B, 
et  la  droite  OB  representera  la  fraction  • 

En  effet,  les  triangles  semblables  RAP,  PSH  donnent  la  proportion 

AP_SH 
RP"~PH' 

les  triangles  semblables  OAP,  OSH  donnent  aussi 


AP_SM 

op~oh' 


Done 


RP  PH 


OR  OP 


OP  =  OH'    ou  encore   op  =  oh' 


d'ou  Ton  deduit 


XLVlt  CahUr. 


OP' 


B* 
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On  a  de  plus 

SH  _  AP_  A 
OH  ~  OP  ~  B  * 

Done  SH  =  A/7  et,  la  figure  APSB  etant  un  parallel ogramme, 

BS  =  AP  =  A. 

Par  consequent,  BH  =  Ap     A  ^  A{p     1).  La  construction  fait  done 

passer  du  rapport  ^  au  rapport  suivant  ^^^^'^  et  permet  de  tracer  Tangle 

AOB,  oil  sont  compris  tous  les  points  definissant  les  fractions  intercalaires. 
Pour  passer  du  point  B  au  point  suivant  C,  qui  correspond  a 

Bp       ^  -f-  2 

/  OH 
on  pent  operer  d'une  maniere  analogue.  On  prendra  OR'  =  ^-j--^«  On 

joindra  R'B,  et  par  le  point  H  on  menera  HK  parallele  a  R'B  jusqu'a  la 
rencontre  en  K  avec  la  droite  OB  prolongee.  Le  point  K  aura  pour  abscisse 
OH(/7  4-  2)  ou  ^p{p  -i-  2),  et  le  point  C  sera  situe  sur  Fordonnee  de  ce 
point.  On  pent  observer  aussi  que  le  point  cherche  se  trouve  sur  une  droite 
menee  par  le  point  B  parallelement  a  OA.  En  effet ,  les  coordonnees  du  point  G 
sont,  par  hypothese, 

a!  =  Bp{p  -\-  n),    7  =  A(/?  +  i)^ 

celles  du  point  B  sont 

x  =  Bp,   x  =  A{p  4-  1). 
L'inclinaison  de  la  droite  BG  est  done  egale  au  rapport 

Bp(/7  +  2)  — B/;  ~B' 
et  le  point  G  est  situe  sur  la  droite  dont  I'equation  est 

j-A(/;  +  i)  =  ^(a._B/?); 
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cette  Jroite  prolong^e  coupe  Taxe  des  j  au  point  G,  qui  a  pour  ordonnee  A, 
et  Faxe  des  x  au  point  P',  qui  a  pour  abscisse  —  B. 

L'inclinaison  de  la  droite  AB  est  egale  de  meme  au  rapport 

A(/?  -f- 1)— •  A  A  p 


B^  — B      ""B  p  —  i' 

c'est-a-dire  au  rapport  par  exces  ^  qui  precede  g  dans  la  serie  des  valeurs 

approchees  de     de  sorte  que  les  droites  AB,  BG  sont  respectivement 

paralleles  aiix  directions  OB',  OA  precedemment  obtenues.  Cette  droite  AB 

B  A 
coupe  les  axes  aux  points  x  —  OR  =  - ,  j  =  —  * 

Soient,  d'une  maniere  generale, 

y-={p)x 

Tequation  de  la  droite  OA,  et 

y:=^{pp)x 

Tequation  de  la  droite  OB.  Attribuons  a  x  une  valeur  entiere  K;  les 
ordonnees  correspondantes  des  deux  droites  sont  (/?)K  et  {pp)Ky  et,  pour 
qu'il  y  ait  une  fraction  intercalaire  ayant  son  denominateur  egal  a  K,  il 
faut  et  il  suflit  qu'il  y  ait  des  entiers  compris  entre  les  deux  limites  (/?)K 
et  {pp)Ky  d'ouresulte  la  condition 

E[{pp)K]-E[{p)K]=  ou  >., 

E  designant  la  valeur  entiere  du  nombre  compris  entre  les  crochets. 

La  plus  simple  intercalaire  correspondra  a  la  plus  petite  valeur  de  K, 
et  par  consequent  il  sufBra,  pour  la  trouver,  de  resoudre  par  rapport  a  K 
Tequation 

(I)  E[{pp)K]-E[{p)K]^i, 

et  de  determiner  la  moindre  valeur  entiere  de  K  qui  satisfasse  a  cette 
relation;  la  fraction  intercalaire  correspondante  sera  egale  au  rapport 

E[{pp)K] 
K 
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On  essayera  done  successivement  les  valeurs  K=i,K  =  2,K  =  3,... 
jusqu'a  ce  qu'on  en  trouve  une  qui  satisfasse  a  la  relation  (i).  Soit,  par 
exemple,  p  —  ^*  On  aura 

/  V      16354     /    \  82768 
et  I'on  trouve  successivement  : 

DiffiSrences. 

£[(/.).,]  =  1  Hpp)=i  o 

E[(/;).2]=2  E[{pp).'x]=^^  1 
E[(/7).3]=4       ^[{pp).^^^  o 

3 

Done  la  plus  simple  fraction  intercalaire  est  -  • 

Cette  m^thode  de  tatonnement  est  preferable  a  celle  que  nous  avons 
indiquee  plus  haut,  en  ce  qu'elle  n'admet  qu*une  indeterminee  unique  K, 
au  lieu  des  deux  indeterminees  P  et  Q. 

On  pent  trouver  une  valeur  de  K  qui  limite  le  nombre  des  essais  a 
effectuer, 

A 

Soit  [p)  —  -^;  proposons-nous  de  determiner  les  valeurs  entieres  des 

fractions ^  et  ^^^^'^  K. 

Pour  cela  divisons  AK.  par  B;  soient  Q  le  quotient  entier  et  R  le 
reste  <  B.  On  aura 

AK  =  BQ-^R 


et 


E 


On  a  de  plus 


Done 


AK(p  +  i)_AK      AK_^      R  AK 
Bp       ~   B        B;;      ^      B       B;/ ' 


e[^]  =  Qh-e(-^^) 
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La  difference  des  deux  valeurs  entieres  de  (pp)^  et  de  (/?)K  est  egale  a 


E 


(=B-f)- 


et,  pour  qu'elle  soit  egale  a  I'unite,  il  faut  et  il  suflit  que  le  nombre 

^  +  ^  soit  compris  entre  i  et  2. 

II  y  a  une  maniere  simple  de  satisfaire  a  cette  condition :  c'est  de  poser 
AK 

—  =  I ,  c'est-a-dire  de  prendre  pour  K  la  valeur  entiere  la  plus  appro- 

chee,  par  exces  ou  par  defaut,  de  la  fraction  ^  >  car  en  ajoutant  Tunite  a 

nombre  toujours  moindre  que  i ,  on  est  certain  d'amener  la  somme  entre 
les  limites  i  et  2. 

Supposons,  par  exemple,  qu'on  demande  la  plus  simple  fraction  com- 

/    V      65336   ^  /  X      65536  12 

prise  entre  (,  1)  =  —  et  (i  i,  1 1)  = 

On  formera  le  produit  43659  -11  =  480249,  et  Ton  divisera  par  65536. 
On  aura  pour  quotient  entier  sept  unites;  on  fera  K  =  8,  et  cette 
hypothese  satisfera  aux  conditions.  En  effet,  65536.8  =  524^88;  divi- 
sant  par  43659,  on  obtient  pour  quotient  12  et  pour  reste  38o.  On  a 
done 

38o 

R  _   38o       .    AK  _  ""^43659 
B~  43659  Bp  ~       ii     "      ^ ' 

la  somme  est  comprise  entre  i  et  2,  et,  par  suite,  on  a  une  fraction  com- 
prise entre  les  limites  donnees  en  prenant  la  fraction 

EUpp).S]  _  i3 
8        ~  8  * 

On  aura  done  seulement  huit  nombres  a  essayer,  et  Ton  pourra  dresser 
le  Tableau  suivant,  qui  contient  les  resultats  des  calcuk. 
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^\  43659  j- 

g/65536.3N  _ 

V  43659 

g/6553M\  _ 
\  43659  )~ 

^/65536.5\ 

V  43659  )  ~ 

p/65536.6\  _ 
^\  43659  )- 

65536. 7\ 

p/65536.8\ 
43659 


■-  I 
3 

4 
6 

7 
9 


=  12 


.,/786432\ 
V48oa49/ 

V  480249  ; 

786432. 3  \ 
\  480249  ) 
p/ 786432. 4\ 

V  480249  ; 

786432. 5  \  ^ 

p/ 786432. 6  \ 

V  480249  / 
p/ 786432. 7  \ 

480249  y 

p/786432.8\ 

'^y  480249  y 


Differences. 
O 


9 
1 1 

i3 


On  obtiendra  ainsi  trois  fractions  intercalaires  qui  correspondent  a  la  dif • 
ference  i ,  savoir 


8    II    ^  i3 

5'  7       "8  • 


La  fraction  y  est  la  valeur  de  -  qui  correspond  au  rapport  d'Archi- 
niede. 

La  methode  suivante  de  recherche  de  la  plus  simple  fraction  interca- 

laire  evite  tous  les  tatonnements. 
A  A' 

Soient  -g  et  -y,  les  deux  fractions  donnees.  On  les  developpera  toutes 
deux  en  fractions  continues;  soient 


et 


5  = 


A' 

—  a 

B' 


7  -f- . . 


I 

'1 


I 
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les  fractions  continues  obtenues.  Ces  deux  fractions  auront  un  certain 
nombre  de  quotients  incomplets  communs,  les  quotients  a  et  ^  par 
exeniple,  et  elles  ne  commenceront  a  difFerer  qu'a  partir  des  denomina- 
teurs  y  et  y\  S'il  en  est  ainsi,  la  fraction  continue  que  Ton  obtient  en 
prenant  tous  les  quotients  communs  et  en  substituant  au  quotient  sui- 
vant  le  plus  petit  nombre  entier  compris  entre  y  et  y^  sera  necessaire- 
ment  comprise  entre  les  deux  fractions  donnees,  et  exprimera  par  les 
moindres  termes  la  valeur  de  la  fraction  intercalaire  cherchee. 
Par  exemple,  on  a 

65536  _  I 
43659"'"^,  , 




a.9  +  ^ 


et 

480249        J  ^  I  

I 

n  


La  plus  simple  fraction  intercalaire  est  done  egale  a  la  fraction  con- 
tinue 

I 

 • 

I 

I  H  

I 


en  prenant  pour  dernier  quotient  le  moindre  entier,  2,  compris  entre  les 
deux  premiers  quotients  entiers  differents,  i  et  229.  On  relrouve  ainsi 
la  fraction  |  • 

A  mesure  que  p  augmente,  les  droites  jr  ==^  {p)x  et  y  —  {pp)x  se  res- 
serrent  et  tendent  a  laisser  hors  de  leur  angle  les  points  representatifs 
des  fractions  simples  inserees  entre  des  limites  plus  ecartees.  La  plus  simple 
fraction  comprise  entre  {p)  et  [pp)  ne  pent,  par  consequent,  qu'acquerir 
des  termes  de  plus  en  plus  grands  a  mesure  que  p  grandit,  sauf  le  cas  oil 
elle  resterait  stationnaire  malgre  Taugmentation  indefinie  de     ce  qui  cor- 
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respondrait  a  tt  commensurable.  Or,  c'est  ce  qui  paratt  impossible  d'apres 
le  raisonnement  suivant.  II  faudrait  pour  cela  que,  K  restant  constant,  la 
somme 

R  AK 
B  Bp 

A 

fut  constamment  comprise  entre  i  et  2  quand  p  augmente,  et  que  g 
convergeat  vers  la  limite  fixe Mais  remarquons  que  Ton  a 


et  par  consequent 


AK_p.  .  R 


AK_Q  R^ 
Bp  ~  jt>  Bp" 


Lorsque  p  est  infiniment  grand ,  Q  est  neanmoins  fini ,  puisque  Q  est  la  valeur 

AK.  Ktt  or 

entiere  du  rapport  -g-  >  qui  est  moindre  que  —  •  Done  ^  ^t     sont  infini- 

R 

ment  petits,  et  la  fraction  g  >  qui  est  toujours  comprise  entre  o  et  i ,  et  qui 

differe  d'une  quantite  finie  de  sa  limite  super ieure,  n'est  pas  sensiblement 

. / .      •  .  AK 

augmentee  quand  on  y  ajoute  la  quantite  infiniment  petite  •  Ge  raison- 
nement n*est  pas  tres  rigoureux,  car  il  resterait  a  etablir  que  la  fraction  -g 
ne  s'approche  pas  indefiniment  de  Funite  quand  B  augmente  avec  p  \  mais 
il  fait  concevoir  comment  les  fractions  intercalaires  les  plus  simples  sont 
chassees  successivement  de  Tintervalle  des  limites  a  mesure  que  celles-ci  se 
resserrent  da  vantage.  Gette  propriete  est  evidente  pour  la  fraction  interca- 
laire  dont  le  denominateur  K  est  la  valeur  entiere  par  exces  du  rapport  5^; 
on  voit  que  ses  termes  grandissent  proportionnellement  a  /?,  resultat  qu*on 
pent  etendre,  par  induction,  a  la  fi^action  la  plus  simple,  qui  correspond  a 
une  moindre  valeur  du  denominateur  K . 

Les  memes  recherches  et  la  meme  induction  s'appliquent  aux  puissances 
de  Tt.  Les  fractions  intercalaires  entre  {pY  et  [^ppY  ont  pour  denomina- 
teur K  un  nombre  satisfaisant  a  Tequation 

E[(/,/.r.K]-E[(/;r.K]  =  i. 
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Or,  soient 

{PT=^   et  MK  =  NQ  +  R; 


on  aura 


E(^)=Q  =  E[(/,r.K]. 

Mais 

(/'/')'=w'.(^y=^(.+,^y. 

Done 

=(Q-S)-(Q-l)-[(.-;r-]- 

E[(/,y,)'.K]  =  Q  + e[|4- «(,  +  i)'- ,], 

et,  par  consequent,  il  faut  et  il  suffit  qu'on  ait  la  double  inegalite 

MKr/       lY  1^ 
«<N-^--N-K'+p)-»J<»- 

On  y  satis&it  en  posant 


k  =  i  +  eI 


N 


iM[(.+  i)'-.]i 
quantite  sensiblement  egale  a 

lorsque  p  est  suffisamment  grand.  EUe  grandit  indeBniment  avee  p.  La 
plus  simple  fraction  interealaire  correspond  a  la  moindre  valeur  de  K,  et 
cette  moindre  valeur  ne  pent  rester  stationnaire  quand  p  augmente,  parce 
que  la  somme 

R     MKr/        lY  1 

XiriP  Cahier.  18 
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ne  peut  rester  comprise  entre  i  et  2  avee  un  premier  terme  inferieur  a 
Tunite  et  un  second  terme  qui  devient  infiniment  petit  des  que  p  est  in6- 

niment  grand.  II  n'y  aurait  possibilite  d'une  exception  que  si  convergeait 

vers  Tunite  quand p  augmente.  L*induction,  d'alUeurs,  permetd'attribuer  a 
la  plus  simple  fraction  intercalaire  la  propriete  constatee  pour  la  limite  cor- 

respondante  a  K  —  i  h-  E  ' 

La  demonstration  pourrait  etre  completee  en  montrant  que,  si  un 
nombre  K  satisfait  a  Tegalite 

E[{pp)K]-E[{p)K]  =  i, 

p  designant  un  nombre  impair  donne,  on  peut  toujours  trouver  un 
nombre  //  assez  grand  pour  qu'on  ait  avec  ce  meme  nombre  K 

E[(py)K]-E[{p')K]  =  o. 

Elle  serait  encore  completee  si  Ton  resolvait  ce  probleme  general  :  ^tdnt 
donnSes  deux fractions  -^^  -^,1  trouver ,  en fonction  de  A,  B,  A',  13',  ['expres- 
sion des  ternies  dc  la  plus  simple  fraction  quon  puisse  inserer  entre  ces 
deux  fractions  donnees,  on  des  li mites  infer  ieures  de  ces  termes. 
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APPLICABLE  A  TOUS  LES 

REGULATEURS  A  FORCE  CENTRIFUGE, 

Par  M.  H.  LEAUTE. 


I.  —  But  du  travail. 

Le  probleme  de  risochronisme  du  regulateur,  c'est-a-dire  la  recherche 
d'un  systeme  qui,  restant  en  equilibre  dans  toutes  ses  positions  pour  une 
meme  vitesse,  maintienne  par  cela  meme  la  vitesse  de  regime  de  la  ma- 
chine constante  quel  que  soit  le  travail  resistant  a  vaincre,  a  donne  lieu  a 
d'importants  travaux. 

Des  solutions  approchees  ont  ete  indiquees  par  un  grand  nombre  d'au- 
teurs,  et  en  particulier  par Charbonnier  et  Meyer  (*)  qui  se  servirent  d'un 
contre-poids,  par  Foucault  qui  employa  un  ressort,  par  Farcot  qui  ima- 
gina  le  regulateur  a  bras  croises,  enfin  par  M.  Tchebychef  (^)  qui  perfec- 
tionna  le  systeme  du  contre-poids.  Une  solution  rigoureuse  et  complete 
du  probleme  a  ete  trouvee  par  M.  Rolland  ('),  qui  Fa  realisee  dans  ses 
regulateurs  a  boules  conjuguees. 


(*)  Craebonniea,  Bulletin  de  la  SociSte  indastrielle  de  Mulhouse,  n°  83; 

(')  Voir  la  theorie  du  regulateur  de  M.  Tchebychef,  Mecanique  generale  de  M.  Rksal,  t.  Ill, 
p.  208. 

(')  Rolland,  Sur  retablissement  des  regulaieurs  de  vitesse  (Journal  de  V^cole  Polytechniquc, 
XLIII«  CahJer). 
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La  question  de  risochronisme  du  regulateur  est  done  resolue;  aussi  ne 
nous  proposons-nous  pas  de  la  reprendre  a  nouveau  et  de  determiner  un 
regulateur  isochrone.  Le  point  de  vue  auquel  nous  nous  sommes  place 
est  tout  different,  et,  pour  faire  comprendre  a  la  fois  le  but  de  ce  travail 
et  Tutilite  qu'il  pent  presenter,  nous  ferons  les  remarques  suivantes  : 

Tout  d'abord,  la  plupart  des  regulateurs  employes  dans  Tindustrie 
n'appartiennent  pas  a  Tun  des  types  que  nous  venons  d'enumerer  et 
s'ecartent  tres  notablement  de  I'isochronisme.  II  y  a  done  interet,  a  ce 
point  de  vue,  a  imaginer  un  procede  simple,  peu  couteux,  permettant, 
sans  les  compliquer  sensiblement,  de  les  rapprocher  davantage  de  Tiso- 
chronisme. 

En  second  lieu,  Tisochronisme  parfait  est  souvent  d'une  application 
defectueuse.  On  sait,  en  effet,  que  la  sensibilite  du  regulateur,  ou,si  Ton 
veut,  son  degre  d'isochronisme,  doit  toujours  etre  en  rapport  avec 
Tenergie  du  volant       De  ce  fait  resulte  la  necessite  de  determiner,  dans 


(')  Cette  relation  necessaire  entre  le  regulateur  et  le  volant  a  ete  mise  en  lumi^re  par  M.  Rollandi 
et  noas  ne  pouvons  mieux  faire  que  de  citer  ses  propres  paroles  : 

«  Toutes  choses  egales  d*ailleurs,  le  moderateur  doit  etre  d*autant  plus  puissant  que  le  regula- 
teur est  plus  sensible.  L'inobscrvation  de  cette  condition  necessaire  est  la  cause  principale  des 
mccomptes  auxquels  a  donne  lieu  Temploi  des  regulateurs  isochrones.  Faute  d*un  moderateur 
de  puissance  suffisantc,  ces  regulateurs  trop  sensibles  determinent  forcement  des  oscillations  perio- 
diqiies  de  la  vitesse.  I^s  inconvenicnts  resultant  de  ces  oscillations  sont  du  reste  bien  connus,  et 
les  constructeurs,  pour  s*en  rendre  maitres,  en  sont  venus  4  introduire  dans  le  mecanisme  de  veri- 
tables  freins  li  Taide  desquels  ils  peuvent  reduire  la  sensibilite  suivant  les  besoins.  »  [Sur  les 
cffeis  des  variations  du  travail  transmis  par  les  machines  et  sur  les  moyens  de  les  r^gulariser^  par 
E.  Holland  (Comptes  rendus  des  stances  de  VAcad^mie  des  Sciences,  8  janvier  1872,  p.  99).] 

«  Les  regulateurs  isochrones,  qui,  envisages  au  point  de  vue  purement  statique,  supprimeraient 
toute  alteration  de  la  vitesse,  ont,  au  point  de  vue  dynamique,  de  trds  graves  inconvenients,  et 
engendrent  dans  les  machines  des  oscillations  indefinies  de  la  vitesse.  Pour  eviter  ces  oscillations 
destructives  de  toute  bonne  reglementation ,  il  faut  necessairement  augmenter  la  stabilite  de 
Tequilibre  du  mecanisme  regulateur  et  renoncer  ainsi  h  sa  trop  grande  sensibilite.  Au  point  de 
vue  des  applications,  on  devra  done  se  reserver  les  moyens  de  faire  varier  cette  sensibilite  suivant 
les  conditions  particuli^res  de  la  machine  regler.  Le  mieux  sera  des  lors,  apris  avoir  construit 
un  regulateur  isochrone  ou  k  peu  pres  isochrone,  de  Tappliquer  ^  la  machine  consideree  et  de 
constater,  par  des  essais  successifs,  de  combien  il  est  necessaire  de  s* eloigner  de  Tisochronisme 
pour  eviter  les  oscillations  indefinies  de  la  vitesse  dont  il  a  ete  question  ci-dessus.  [Sur  la 
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cbaque  cas,  le  degre  d'isochronisme  qu'il  convient  d'adopter,  et  par 
suite  Tutilite  d'un  systeme  permettant  d'obtenir  le  degre  d'isochronisme 
qu'on  veut. 

Enfin,  comme  il  est  indispensable,  dans  certaines  industries  ou  dans 
certains  appareils,  de  faire  varier  la  vitesse  de  regime  de  la  machine,  il  est 
utile,  dans  ces  cas  speciaux,  de  trouver  une  combinaison  qui  donne  la 
possibilite  de  modifier  cette  vitesse  de  regime  tout  en  conservant  le  degre 
d'isochronisme  que  Ton  s'est  fixe  (*). 

Le  systeme  que  nous  allons  indiquer,  et  dont  la  recherche  constitue  ce 


thSorie  dynamique  des  rigulateurs,  par  E.  RoHand  (Comptes  rendus  des  iianees  de  VAcadimie 
des  Sciences y  i4  aoiit  1876,  p.  4'^)*] 

M.  Wischnegradski,  dans  un  Memoire  soiimis  k  TAcademie  et  dont  un  extrait  a  ete  insere  aiix 
Comptes  rendus  [Zi  }\i\\\et  \^']&)^  p.  3i8y  a  montre  directement  qu*un  regulateur  isochrone  ne 
pent  pas  bien  fonctionner,  car,  lorsque  son  equilibre  vient  ^  dtrc  roropu,  il  fait  des  oscillations 
dont  les  amplitudes  croissent  indefiniment  avec  le  temps.  En  condamnant  ainsi  les  regulateurs 
stricteroent  isochrones,  Tauteur  insiste  sur  I'utilite  des  regulateurs  k  peu  prds  isochrones  et  prouve 
que  la  recherche  de  ces  appareils  conserve  toute  son  importance,  ce  qui  resultait  d*ailleurs  des 
trayaux  de  M.  Rolland. 

(*)  Un  certain  norobre  de  savants  ont  cherche  ^  realiser  des  regulateurs  permettant  de  modifier 
la  vitesse  de  r^ime.  Foucault,  en  particulier,  en  a  construit  un  dans  leqnel  cette  condition  est 
satisfaite  par  le  deplacement  d'une  masse  mobile  le  long  d\in  levier  faisant  partie  d*un  systeme 
articule  relie  k  Tinstrument.  Mais  le  m^canisme  auquel  il  est  arrive  est  assez  complique  et  pre- 
sente  ce  tres  grave  inconvenient  que,  lorsqu^on  change  la  vitesse  de  regime,  Tisochronisme  est 
altere. 

M.  Yvon  Villarceau  a  repris  cette  question  ( Comptes  rendus  des  stances  de  V Academic  des 
Sciences^  3  juin  1872]  et,  apr^s  avoir  etudie  les  regulateurs  isochrones  derives  du  systeme  de  Watt, 
a  fait  construire  un  regulateur  k  ailettes  [Comptes  rendus^  10  juin  1872),  dans  lequel  il  pent  faire 
varier  la  vitesse  de  ri^giroc  en  niodifiant  la  charge  du  manchon.  Pour  attenuer  les  effets  de  I'alte- 
ration  de  Tisochronisme  qui  en  resulte,  il  a  propose  [Comptes  rendus,  21  juillet  1878)  de  faire 
varier  la  charge  motrice,  de  mani^re  k  amener  les  ailettes  dans  des  positions  deterroinees  et  cor^ 
respondant  aux  vitesses  donnees. 

Le  regulateur  de  M.  Yvon  Villarceau  resout  done  la  question  d*un  regulateur  restant  isochrone 
pour  toutes  les  vitesses  de  regime;  mais  Tappareil  indiqn6  par  ce  savant  est  surtout  applicable 
aux  instruments  d*Astronomie.  Nous  avons  eu  en  vue,  au  contraire,  les  regulateurs  des  machines 
ordinaires  de  Tindustrie,  et  nous  nous  sommes  propose  de  trouyer  un  systeme  simple,  s*appli- 
quant  li  tons  les  regulateurs  k  force  centrifuge;  Tutilite  pratique  de  cette  recherche  est  evidente 
d'elle-m^me  et  suffit  k  expliquer  Tinter^t  de  ce  Memoire,  m^me  apres  le  remarquable  travail  de 
M.  Yvon  Villarceau. 
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Memoire,  repond  a  ces  divers  desiderata  et  satisfait  aux  conditions  ^nu- 
merees  ci-apres  : 

1**  II  s'applique  a  un  regulateur  a  boules  quelconque; 

2°  II  procure  le  degre  d*isochronisme  qu'on  veut; 

3**  II  permet  de  faire  varier  la  vitesse  de  regime  sans  meme  arreter  la 
machine ; 

4**  II  donne  la  possibilite  de  maintenir  le  degre  d'isochronisme  obtenu, 
quand  cetle  vitesse  est  modifiee; 

5**  II  est  simple  aetablir  etne  complique  pas  sensiblement  le  mecanisme. 

II.  —  Solution  geni^rale  de  la  question  a  l'aide  d'un  contre-poids. 

Gonsiderons  un  regulateur  quelconque  a  force  centrifuge  {fig.  i). 

Fig.  I. 


Soient  m  une  des  masses  qui  le  forment,  p  le  poids  de  cette  masse,  x  sa 
distance  a  Taxe  suppose  vertical  du  regulateur,  h  la  hauteur  de  son 
centre  de  gravite  au  dessus  d'un  plan  horizontal  fixe  XX. 

Representons  par  F  la  resultante  des  forces  exterieures  agissant  sur 
le  manchon  M,  c'est-a-dire  la  resultante  de  la  pesanteur,  des  pressions 
exercees  par  les  contre-poids  que  Ton  pent  ajouter,  de  la  reaction  de 
I'axe  le  long  duquel  glisse  le  manchon,  des  efforts  qui  lui  sont  transmis 
par  les  tiges  qui  le  reunissent  aux  autres  parties  de  Tappareil,  etc.,  abs- 
traction faite  toutefois  des  resistances  passives  correspondant  au  depla- 
cement  du  manchon  et  dont  le  caractere  propre  est  de  changer  de  sens 
quand  ce  deplacement  vient  lui-meme  a  changer  de  sens. 

II  est  clair  que  la  force  F  est  verticale;  designons  par  z  la  hauteur  de 
son  point  d'application  au-dessus  du  plan  de  comparaison  XX. 


Digitized  by 


REGULATEURS  A  FORCE  CENTRIFUGE.  l^S 

Le  mouvement  etaiit  uniforme,  il  y  a  equilibre  entre  toutes  les  forces 
appliquees;  si  done  on  neglige,  comme  nous  I'avons  dit,  les  resistances 
passives,  on  pent  appliquer  le  theoreme  du  travail  virtuel  a  la  pesanteur, 
les  forces  centrifuges  et  la  force  F. 

Or,  pour  un  deplacement  virtuel  dz  du  manchon,  la  masse  m  varie  de 
position  d'une  quantite  determinee,  puisque  le  systeme  est  a  liaisons  com- 
pletes ;  les  variations  dh  et  dx  des  quantites  h  et  x  sont  done  connues  en 
fonction  de  dz  et  de  z,  et  ces  quantites  elles-memes  sont  des  fonctions  de 
la  seule  variable  z,  donnees  par  les  equations  de  liaison. 

Cela  pose,  on  a,  en  designant  par  a>  la  vitesse  angulaire  du  mouvement 
uniforme, 

eo^lmxdx  —  Ipdk  -h  l^dz  —  o, 

les  symboles  2  designant  les  sommes  algebriques  de  travaux  elementaires 
pris  avec  le  signe  convenable. 
On  deduit  de  la 

Fn  dx    ^    ^  dh 

ou  enfin 

(i)  F  =  Ah-B«% 


en  posant 


dx 


B  =  ^px-r 

g   r  dz 

Les  quantites  A  et  B  dependent  done  uniquement,  pour  un  regulateur 
donne,  de  la  valeur  de  z,  e'est-a-dire  de  la  position  du  manchon. 

La  relation  que  nous  venons  d'obtenir  montre  que  Ton  pent  toujours 
trouver  une  loi  de  variation  de  F  en  fonction  de  z  telle  que  at  reste  con- 
stant quelle  que  soit  la  position  du  manchon,  e'est-a-dire  telle  que  Tiso- 
chronisme  parfait  soit  atteint.  II  sufBt  evidemment  pour  cela  de  prendre 
pour  F 

F  =  A-hBK% 

K  etant  une  constante. 
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D'une  facon  plus  generale,  ce  qui  precede  suffit  a  prouver  qu'il  est 
toujours  possible,  a  I'aide  d'une  force  convenable  appliquee  au  manchon, 
d'obtenir  pour  a»  telle  succession  de  valeurs  que  Ton  voudra  ou,  ce  qui 
revient  au  meme,  de  modifier  la  vitesse  du  regulateur  suivant  une  loi 
quelconque  donnee  en  fonction  de  On  voit  d'ailleurs  que  la  loi  suivant 
laquelle  doit  varier  F  pour  realiser  ce  resultat  est  fournie  immediatement 
par  I'equation  (i). 

On  constate  aussi  que,  si  Ton  change  a>  —  f[z)  en  (»^—K.f[z)y  c'est-a- 
dire  si  Ton  change  seulement  la  grandeur  de  la  vitesse  sans  modifier  les 
rapports  des  vitesses  successives,  la  loi  de  variation  de  la  force  qui  doit 
agir  sur  le  manchon  est  niodifiee  d'une  maniere  tres  simple,  le  nouvel 
effort  ¥^  etant  lie  a  I'ancien  par  la  relation  lineaire 

Fk=A  +  K-^(F  — A). 

£n  particulier,  si,  laissant  de  cote  le  mode  meme  de  succession  des 
valeurs  de  a»  en  fonction  de  z,  on  considere  seulement  Tecart  moyen  des 
vitesses  extremes,  seul  important  dans  la  pratique,  il  resulte  de  ce  que 
nous  venons  de  dire  que  Ton  pent  dans  tons  les  cas  obtenir  d'un  regu- 
lateur donne  un  degre  quelconque  d'isochronisme  a  I'aide  d'un  effort 
convenable  exerce  sur  le  manchon  et  que  Ton  pent  egalement,  d'une 
facon  simple,  modifier  la  vitesse  de  regime  tout  en  conservant  le  degre 
d'isochronisme  obtenu. 

II  est  clair  d'ailleurs  que  I'effort  en  question  F  pent  toujours  etre  pro- 
duit  par  Taction  d'un  contre-poids  donne  dont  le  mouvement  est  lie  a 
celui  du  manchon.  Le  double  probleme  que  nous  nous  sommes  pose  est 
done  resoluble  theoriquement  a  I'aide  d'un  seul  contre-poids  variable  de 
position,  et  toute  la  question  est  ramenee  a  chercher  :  i**  suivant  quelle  loi 
doit  varier  I'effort  vertical  exerce  par  ce  contre-poids  sur  le  manchon, 
d'abord  pour  faire  varier  la  vitesse  en  conservant  le  meme  degre  d'iso- 
chronisme, ensuite  pour  faire  varier  le  degre  d'isochronisme  en  conser- 
vant une  m^me  vitesse  de  regime;  2°  quelle  est  la  disposition  pratique 
qui  permettra  de  realiser  cette  loi. 

Avant  d'aborder  cette  recherche,  nous  dirons  quelques  mots  d'un  cas 
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particulier  dont  Texamen  est  de  nature  a  eclaircir  la  solution  a  laquelle 
nous  serons  conduit. 

Parmi  les  divers  regulateurs,  il  fant  remarquer  ceux  pour  lesquels 
A  ==  o;  la  relation  entre  la  force  F  et  la  vitesse  angulaire  se  reduit  pour 
eux  a 

Nous  designerons  les  appareils  de  cette  espece  sous  le  nom  de  regula- 
teurs equilibres;  on  voit  en  efFet,  en  se  reportant  a  Texpression 

A       V  dh 

que  le  travail  de  la  pesanteur  est  constamment  egal  a  zero,  c'est-a-dire 
que  ces  regulateurs  sont  constamment  en  equilibre  sous  la  seule  action  de 
la  pesanteur  (^). 

Les  regulateurs  equilibres  jouissent  de  cette  propriete  remarquable 
que,  si  Ton  modiBe  la  force  F,  fonction  de  z,  dans  un  certain  rapport 
constant,  la  loi  de  repartition  des  vitesses  suivant  les  valeurs  de  z  ne 
change  pas,  et  que  la  grandeur  absolue  de  la  vitesse  est  seule  alteree.  II 
est  d'ailleurs  evident  que,  pour  obtenir  ce  resultat,  les  deux  moyens  sui- 
vants  pen  vent  6tre  employes  :  soit  modifier  le  contre-poids,  en  lui  con- 
servant  le  meme  point  d' application;  soit  garder  le  meme  contre-poids, 
en  lui  faisant  decrire  une  courbe  semblable  a  celle  qu'il  tra^ait. 

Le  cas  general  d'un  regulateur  quelconque  se  ramene  a  celui-ci,  car  il 
est  toujours  possible  d*equilibrer  tout  d'abord  ce  regulateur  en  agissant 
convenablement  sur  le  manchon.  II  suflfit  pour  cela  de  disposer  un  pre- 
mier contre-poids  dont  Taction  F^  soitegale  a  A;  cela  fait,  on  se  trouve 
en  presence  d'un  regulateur  equilibre,  et  Ton  pent  des  lors  resoudre  le 
probleme  que  nous  nous  sommes  propose  en  employant  un  deuxieme 


( * )  La  forme  la  plus  simple  de  regulateur  equilibre  est  celle  oii  la  tige  qui  porle  la  boule  vient 
sMoserer  sur  le  maochon  en  son  point  de  rencontre  avec  Taxe  et  od  la  bielle  qui  reiie  cette  tige 
au  point  fixe  situe  sur  Taxe  est  egale  k  la  moitie  de  la  longueur  de  cette  tige  et  s*articule  avec  elle 
en  son  milieu.  Dans  ces  conditions,  le  centre  de  la  bonle  est  assujetti  a  decrire  une  droite  horiM>n- 
tale  passant  par  le  point  fixe,  et  le  travail  de  la  pesanteur  est  ainsi  constamment  nul. 

JiLriP  Cahief.  19 
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contre-poids  agissant  suivant  Tun  des  deux  modes  qui  viennent  d'etre 
precedernment  indiques. 

Nous  n'insisterons  pas  davantage  sur  ce  point,  car  notre  but  est  de 
trouver  une  solution  de  la  question  a  Taide  d'un  seul  contre-poids. 

Le  probleme  revient,  comme  nous  I'avons  vu  plus  haut,  a  realiser  une 
disposition  telle  que  Teffort  resultant  du  contre-poids  sur  le  manchon  ait 
constamment  pour  valeur 

Fr- A  -h  Ba>\ 

Dans  cette  expression,  A  et  B  sont  des  fonctions  donn^es  de  z;  qui 
est  lui-nieme  une  fonction  de  z  dans  le  cas  general,  devient  une  constante 
dans  le  cas  de  Tisochronisme  parfait. 

Cela  pose,  soient  Q  {Jig.  2)  la  valeur  du  contre-poids  que  nous  suppo- 
sons  inmriablement  relie  au  levier  de  manoeuvre,  r  la  distance  de  son 

Fig.  2. 


-A 

F 

'9 

centre  de  gravite  a  I'axe  O  de  ce  levier  OM,  fl  Tangle  de  r  et  de  OM  , 
^  Tangle  decrit  par  OM  quand  le  manchon  se  deplace,  angle  compte  a 
partir  de  Thorizontale. 

L' effort  vertical  F,  compte  positivement  de  haut  en  bas,  est  lie  au 
poids  Q,  d'apres  le  theoreme  du  travail  virtuel,  par  la  relation 

Vdz  -h  Qrcos(6  -hcp)  d<p  =  o, 

car,  la  hauteur  du  poids  Q  au-dessus  de  Taxe  du  levier  de  manoeuvre  etant 
rsin(9-f-      le  travail  virtuel  de  la  pesanteur  est 

Qc/ .  r  sin  (fi  +  (p)  =  Qr  cos (6  +  (p)  d<p ; 
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on  deduit  de  la 

(2)  F=-Qrcos(6-h(p)g, 
et,  par  suite,  Tequation  qui  doit  etre  satisfaite  est 

(3)  —  Qrcos(fl  -h  (p)  ^     A  +  Ba,^ 

Dans  cette  equation  A,  6,  (p  et  sont  des  fonctions  connues  de  z,  tan- 
dis  que  r  et  fi  sont  des  constantes,  puisque  nous  avons  suppose  le  poids  Q 
invariablement  lie  au  levier  de  manoeuvre. 

II  est  bien  clair  que  dans  ces  conditions  la  solution  rigoureuse,  au 
point  de  vue  analytique,  du  probleme  consistant  a  obtenir  pour  a?  une 
fonction  determinee  de  z  est  generaleroent  impossible,  car,  sauf  dans  des 
cas  speciaux,  on  ne  pent  trouver  deux  valeurs  des  constantes  Qrcosfl 
et  Qrsinfl  qui  annulent  identiquement  le  polynome 

(4)  -  Qr  cos  (fl  +  (p)  g  —  A  -  Ba>^ 

mais  nous  devons  faire  reniarquer  d'une  part  qu'il  n'est  pas  necessaire 
d'annuler  identiquement  ce  polynome  dans  les  limites  considerees  et 
qu'il  suffit  de  le  rendre  tres  petit  dans  cet  intervalle;  de  Tautre,  que 
nous  voulons  avant  tout  une  solution  simple,  pratique,  restant  la  mSme 
pour  tons  les  regulateurs  a  boules,  et  qu'il  convient,  en  consequence,  de 
laisser  de  cote  le  mode  meme  de  succession  des  valeurs  de  6)  qui  constitue 
en  quelque  sorte  chaque  regulateur.  C'est  pour  ce  double  motif  que  nous 
devons  supposer  le  contre-poids  invariablement  relie  au  levier  de  ma- 
noeuvre tant  que  la  vitesse  de  regime  et  le  degre  d* isochronisme  ne  sont 
pas  modifies;  cette  condition,  qui  rend  la  solution  rigoureuse  impossible, 
nous  permettra  cependant  d'obtenir  une  approximation  tres  sufHsante,  et 
elle  doit  etre  admise,  car  elle  est  la  seule  qui  conduise  a  un  dispositif 
vraiment  pratique. 

Nousallons  done  chercher  les  valeurs  des  quantites  Qrcosd  et  Qrsinfi 
pour  lesquelles  le  polynome  (4)  s'ecarte  le  moins  possible  de  zero  dans 
les  limites  fixees  par  la  nature  meme  de  la  question. 
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Or,  si  Ton  designe  par  z^  et  les  deux  valeurs  de  z  correspondent  a 
la  course  du  manchon,  le  polynome  (4)  etant  fonction  de  la  seule  variable  z, 
on  pent,  pour  resoudre  la  question,  appliquer  la  theorie  de  M.  Tcheby- 
chef  ('),  que  nous  avons  reprise  dans  un  autre  travail  (^). 

L'approximation  oblenue  sera  d'ailleurs  definie  comme  nous  Tavons 
fait  dans  nos  etudes  sur  le  trace  pratique  des  arcs  de  courbe  (^). 

Puisque  Ton  dispose  de  deux  constantes,  on  pourra  realiser  une  ap- 
proximation du  premier  ordre,  et  Ton  aura  le  maximum  d'exactitude, 
ainsi  que  nous  Tavons  demontre,  en  calculant  ces  deux  constantes  de 
maniere  que  Tequation  (3)  soit  satisfaite  pour  les  deux  positions  z'  et  z^^ 
du  manchon  correspondent  aux  ^  de  sa  course  comptee  a  paitir  du 
milieu. 

Appelons  a?'  et  a/^  les  valeurs  de  la  vitesse  angulaire  co  correspondent 
aux  valeurs  z'  et  z^^  ainsi  definies,  c'est-a-dire  les  vitesses  que  doit  prendre 
le  regulateur  quend  le  manchon  se  trouve  aux  j-  de  sa  demi-course  infe- 
rieure  et  de  sa  demi-course  superieure,  et  posons 

CI  est  la  vitesse  de  regime;  quant  a     qui  represente  en  quelque  sorte 

Tecart  moyen  des  vitesses,  puisqu'il  est  egal  a  ?  il  servira  a  nous 

donner  une  mesure  du  degre  d'isochronisme  obtenu,  et,  lorsqu'ilseranul, 
nous  regarderons,  dans  Tordre  d'approximation  adopte,  Tisochronisme 
complet  comme  realise. 

II  est  clair  d'ailleurs  qu'a  ce  degre  d'approximation  les  vitesses 
extremes  seront  respectivement  egales  a  Q{i  —  ^g)  et  a  il  (i  et 
quel'ecart  de  ces  vitesses  sera  represente  par  ^sQ.  Avec  ces  notations. 


(')  Foirh  theorie  de  Tchehyche(  (Calctd  differentiel  tie  J.  Beetraud,  p. 

(')  Journal  dc  r£colc  Polftechnique,  Caliier  precedent  :  Sur  une  methode  d'approximation 
applicable  a  un  grand  nombre  de  problemcs  de  M^canique  pratique,  II*  Partie. 
(*)  Mdme  Memoire,  IIV  Partie. 
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les  equations  qui  donnent  r  et  fl  deviennent 

(  -  Qrcos(fl  +  (PO  (gy  =  A'  H-  B'  (I  -  .ya\ 
j  _  Qrcos(9  +  /)  {^y^  A''+  B'^(f  +  ,yci\ 

Les  quantites  cp',         >  A'et  B';  (p'^         ?  A''  et  B"  sont  les  valeurs 

de  cp,  A  et  B  pour  les  valeurs    et  z'""  de  la  seule  variable  z. 

Pour  que  Ton  puisse  faire  varier  a  volonte  la  vitesse  de  regime  sans 
alterer  Tisochronisme  et  tout  en  conservant  le  meme  contre-poids,  il  faul 
pouvoir  faire  varier  la  position  de  ce  contre-poids  par  rapport  au  levier 
de  manoeuvre  de  maniere  que  r  et  fl  verifient  toujours  les  equations  (5), 
dans  lesquelles  on  regardera  €  comme  constant  et  il  comme  variable. 

Les  quantites  r  et  fl,  qui  determinent  la  position  du  contre-poids  par 
rapport  au  levier  de  manoeuvre,  seront  done  alors  fonctions  d'un  seul 
parametre,  c*est-a-dire  que  le  contre-poids  devra  decrire  une  certaine 
ligne  deBnie  par  les  deux  equations  (5). 

Or  ces  deux  equations  peuvent  s'ecrire 


(6) 


//»       r\  A'         B'(i  — e)»^. 


(7) 


ou,  si  Ton  veut, 

(  —  rcos(a  +  (p')=C'  +  D'il% 
(  —  r  cos  (fl  +      =  G''  -H  ly'il^ , 

C,  D',       D'^  etant  des  constantes  connues. 

Mais  r  cos  (9  +  (p')  et  r  cos  (9  +  (f/^)  representent  les  distances  du  contre- 
poids  a  deux  lignes  droites  faisant  avec  la  perpendiculaire  au  levier  de 
manoeuvre  des  angles  (p'  et  (p'^;  les  equations  precedentes  expriment,  par 
suite,  que  ces  distances  sont  fonctions  lineaires  de  la  seule  variable  et 
que,  par  suite,  le  lieu  du  contre-poids  est  une  ligne  droite. 
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La  determination  pratique  de  cette  droite  est  fiicile  a  obtenir;  en  effet, 
pour  il  egal  a  zero,  tous  les  termes  qui,  dans  Tequation  generale  du  travail 
virtuel,  dependaient  des  forces  centrifuges  disparaissent  et  les  seconds 
membres  des  equations  (5)  se  reduisent  a  A'  et  A'^.  Cela  veut  dire  que  le 
contre-poids  equilibre  le  regulateur,  pour  les  deux  positions  z'  et  z'^,  quand 
le  systeme  est  en  repos. 

La  droite  cherchee  passera  done  par  le  point  que  doit  occupcr  le 
contre-poids  pour  equilibrer  le  regulateur  au  repos  dans  les  deux  positions 
considerees. 

II  est  bien  evident  que  cela  aura  lieu  quel  que  soit  g,  c'est-a-dire  quel 
que  soit  le  degre  d'isochronisme  choisi,  puisque  les  termes  en  s  ne  figurant 
plus  dans  les  equations  qui  determinent  Q^. 

Ce  point  est  d'ailleurs  fourni  par  les  equations 

A' 

cos  (9, +   —-.^ 


(8)        {  \r 

|r,cos(fl,  +  (p'^)=__— , 

en  designant  par  et  9^  ses  coordonnees.  Nous  verrons  plus  loin  comment 
il  pent  etre  pratiquement  determine. 

De  meme,  si  nous  supposons  SI  infini,  les  termes  A',  A''  disparaissent,  dans 
les  equations  (5),  devant  ceux  qui  representent  le  travail  virtuel  des  forces 
centrifuges,  et  ces  deux  equations  se  reduisent  a  une  seule  qui  determine 
la  direction  de  la  droite  cherchee.  La  direction  de  cette  droite  ne  depend 
done  que  des  forces  centrifuges  des  masses  qui  tournent  et  du  degre  d'iso- 
chronisme  adopte;  elle  est  independante  aussi  bien  des  masses  qui  agissent 
par  leur  seul  poids,  des  ressorts  qui  peuvent  presser  sur  le  manchon,  etc., 
que  de  la  valeur  admise  pour  le  contre-poids,  et  Tangle  0  qu'elle  forme 
avec  le  levier  de  manoeuvre  est  donne  par  T  equation 


(9) 


cos(0  +  (vO  _  (^)y'  — tV 
co5(0  -h  f )  ~"  B"  |flfey  V  iH-  c  )  ' 
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Ainsi,  lorsque  e  reste  constant  et  que  il  varie,  le  lieu  que  doit  decrire  le 
contre-poids  est  une  droite  issue  d'un  point  fixe  et  dont  la  direction  depend 
uniquement  de  la  valeur  de  s. 

Cherchons  maintenant  le  lieu  du  contre-poids  quand  SI  est  constant  et 
que  e  varie. 

Pour  cela  designons  par  X  et  Y  les  distances  du  contre-poids  a  deux 
droites  issues  du  point  et  faisant  avec  le  levier  de  manoeuvre  les  angles 
^  —  et^  —  <p^\  c'est-a-dire  paralleles  a  celles  dont  il  a  ete  question  plus 
haut;  on  aura,  en  retranchant  les  equations  (5)  et  (8), 


Q[rco8(fl  4-  <p')  -  r.  cos(fl.  +  <p')J  (^J  =--^  -  B'  (.  -  0*"', 
Q[rcos(fl  +  /)_r.cos(0.  +  <p")j(g)"-  -  B"(i  +  sYiY, 
qui  peuvent  s'ecrire 

!QY(g)'=-B'(,H-,)-n% 


(■') 


ou  encore 


E'  et  E''  etant  dcs  constantes  deOnies  par  les  relations 

E'  =  — — 

Les  deux  equations  (12)  sont  equivalentes  aux  equations  (5),  et  nous 
devons  y  supposer  il  constant  et  s  variable ;  le  lieu  cherche  s'obtiendra  done 
par  Telimination  de  6  entre  ces  deux  equations,  et  Ton  voit  a  priori  que  ce 
lieu  est  une  courbe  unicursale. 
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On  tire  d'ailleurs  des  equations  (12) 


et  Ton  a 9  par  suite,  pour  equation  du  lieu, 

(^3)      (I  -  ^0'  ~  (I + 1'  ~  =^"0  ^ 

ce  qui  represente  une  parabole. 

Ainsi,  lorsque,  CI  etant  fixe,  on  fait  varier  le  degre  d*isochronisme  Sj  le 
lieu  des  positions  que  doit  occuper  le  contre-poids  est  une  parabole  qui 
ne  depend  que  de  SI.  On  voit  de  plus  que,  si  il  prend  difTerentes  valeurs, 
les  paraboles  correspondantes  sont  homothetiques,  et  que  leur  centre  de 
similitude  est  le  point  Q^,  origine  des  coordonnees  X  et  Y. 

Ce  qui  precede  a  ete  etabli  sans  faire  aucune  hypothese  sur  la  valeur  de  s ; 
mais,  si  Ton  remarque  maintenant  qu'au  point  de  vue  pratique  cette 
^  quantite  doit  rester  toujours  petite,  on  pent  negliger,  dans  les  equa- 
tions (12),  le  terme  qui  depend  du  carre  de  cette  quantite,  et  Ton  trouve 
alors  pour  equation  du  lieu 

c'est-a-dire  une  droite  qui  reste  parallele  a  elle-meme  lorsque  la  vitesse  de 
regime  varie. 

En  somme  done,  nous  avons  etabli  que,  lorsque  €  varie  seul,  le  contre- 
poids  decrit  des  droites  concourantes  au  point  et  que  lorsque  c'est  Q 
qui  est  variable  il  decrit  des  droites  paralleles;  il  nous  faut  maintenant 
reconnaitre  comment  s  se  modifie  selon  la  direction  des  droites  concourantes 
et  comment  se  transforme  fit  suivant  la  distance  des  droites  paralleles. 

Pour  cela  designons  par  0,,  la  valeur  de  0  correspondant  a  I'isochro- 
nisme  par  fait;  les  equations  (9)  donnent 

cos  (Wo -i-?")  ~     (^^y  ' 
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et,  par  suite,  elles  peuvent  s'ecrire 

cos(0  -h  f)       cos(0o-+-  (^'0  \  » s  /  ' 

on  en  tire,  en  negligeant  les  termes  en  g^, 

 ros(0o-^q>')cos(0  -h  <f")  —  cos(0n  4- a.")  ros(0  4-  cp') 

cos (00  4-  (j^')  cos  (0  4-  f)  4-  cos (00  -h  f)  cos(0     tf') ' 

ou  encore,  en  remarquant  que    et  q/^  sont  petits, 


(i5)  e  =  Ll[tang(0,  +  (p,)  -  tang(0  4-  <Po)J. 


en  posant 

De  meme,  pour  obtenirft,  il  suffit  de  substituer  dans  Tequation  (i4) 
a  X  et  a  Y  leurs  valeurs;  on  trouve,  en  rempla^ant  (^)  P^^'^"^ 

demi-somme  ^^y^ 

II  est  facile  de  voir  que  Texpression  entre  crochets,  dans  la  formule  prece- 
dente,  represente  la  distance  du  contre-poids  a  une  droite  menee  par 
et  dont  la  direction  est  definie  par  cette  condition  de  devenir  verticale 
quand  le  levier  est  dans  sa  position  moyenne- 

Cette  propriete  de  iV.  d'etre  proportionnel  a  la  distance  ainsi  definie 
pouvait  etre  demontree  a  priori.  En  efFet,  si  Ton  considere  les  equa- 
tions (i  2),  on  voit  que,  pour  une  meme  valeur  de  g,  X  et  Y  sont  propor- 
tionnels  a  (2^ ;  or,  dans  ces  conditions,  le  contre-poids  decrit,  comme  nous 
Tavons  vu,  une  droite  passant  par  Q^;  la  distance  du  contre-poids  a  ce 
point  est  done  proportionnelle  a  X  et  Y,  et,  par  suite,  pour  une  meme 
valeur  de  g,  cette  distance  est  proportionnelle  a  Ll^.  Si  maintenant  on 
suppose  e  petit,  toutes  les  courbes  correspondant  a  Q  =  const,  sont  des 

XLFIV  Cahier.  20 
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droites  paralleles  entre  elles,  et  il  est  bien  clair  alors  que  ft*  est  propor- 
tionnel  a  la  distance  de  a  la  droite  particuliere  que  Ton  considere  ou, 
si  Ton  vent,  a  la  distance  du  contre-poids  a  une  droite  menee  par  paral- 
lelement  a  la  direction  commune  de  ces  droites.  II  suffit  de  developper  le 
calcul  pour  reconnattre  que  cette  direction  est  celle  qui  devient  verticale 
quand  le  levier  de  manoeuvre  est  dans  sa  position  moyenne. 

En  resume,  les  resultats  auxquels  nous  a  conduit  Tetude  generale  que 
nous  venons  de  faire  sont  les  suivants  : 

1**  On  pent  rendre  isochrone  a  un  degre  quelconque  iin  rSgulateur 
donne  a  Vaide  d'un  contre-poids  conifenablement  plac^  et  imariahlement 
relie  au  levier  de  manoeuvre  pour  une  meme  vitesse  de  regime. 

2**  Les  coordonn^es  r  et  ^  de  la  position  que  doit  occuper  le  centre  de 
gravite  de  ce  contre-poids  sont  fournies  par  les  deux  Equations  suivantes, 
lorsqu'on  prend  pour  origine  I' axe  du  levier  et  pour  axe  polaire  Vhori- 
zontale  passant  par  ce  point  : 


(5) 


j  Qrcos(9  +  (p')^gy=-A'-B'(i-0^ftS 
Qrcos(fl  +  ?>'0(S)'=  -  +  0'"'- 


3*"  La  Vitesse  de  regime  ft  peut  etre  changee,  tout  en  conservant  le  degre 
^Tisochronisme  obtenu,  a  la  condition  que  le  contre-poids  puisse  etre 
deplace  sur  une  certaine  droite  fixe  par  rapport  au  levier  de  manoeuvre. 

4"*  Cette  droite  doit  toujours  parser  par  le  point  Q^,  tel  que  le  contre-poids 
place  en  ce  point  equilihre  le  regulateur  au  repos  dans  les  deux  positions 
et  z'^,  cest-h'dire  que,  quel  que  soit  le  degre  d' isochronisme  a  maintenir 
constant,  elle  doit  contenir  le  point  {rJ^)fournipar  les  deux  equations 


To  cos  (So  -i-<P')  =  — 


(8) 
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5**  La  direction  0  de  cette  droits,  qui  depend  seule  de  est  donnde  par 
I'equation 

cos(04-(p')  _  B'  [dT^) 


6®  Lorsquon  veut  faire  varier  le  degre  d' isochronisme  tout  en  mainte- 
nant  constante  la  vitesse  de  regime,  il  faut  que  le  contre-poids  se  dSplace 
suimnt  une  certaine  droite. 

Cette  droite  reste  par  allele  a  elle-meme  quelle  que  soit  la  vitesse  fl  que 
Von  considere. 

8®  La  quantite  €  qui  donne  une  mesure  du  degre  d* isochronisme  est  lide 
a  V angle  0  par  la  relation 

(i  5)  g  =  till  [tang(0,  H-  (pj  -  tang(0  +  (pj], 

00  etant  la  valeur  de  0  correspondant  a  V isochronisme  complet,  et  la 
demi-somme  de  (p'  et  q!'. 

9®  La  valeur  de  la  vitesse  de  regime  fl  s'ohtient  par  V equation 

(i6)      fi'  =  -  [rcos(9  +  <p.)  -  r.cos(9,  +  <p.)]  (g)' , 

c'est-a-dire  que  cette  vitesse  de  regime  est  proportionnelle  a  la  distance  du 
contre-poids  a  une  droite  menee  par  et  assujettie  a  ki  condition  de 
devenir  verticale  quand  le  levier  de  mancemre  est  dans  s a  position  moyenne. 

Les  resultats  que  nous  venons  de  resumer  resolvent  completenient,  au 
point  de  vue  theorique,  la  question  posee ;  nous  allons  maintenant  chercher 
quelles  sont  les  regies  graphiques  qui  en  decoulent. 
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III.  —  ReGLES  GRAPHIQUES. 

1®  Determination  de  la  position  que  doit  occuper  le  contre-poids 
DOur  un  degra  d* isochronisme  g  et  une  vitesse  de  regime  fi, 

Cette  position  (r,  9)  est  fournie,  comme  nous  Tavons  vu,  par  les  equa- 
tions (5) ;  or,  dans  ces  equations,  les  seules  quantites  a  determiner  sont  A', 
B',  A''  et  B'^  lorsque  le  regulateur  et  le  contre-poids  sont  donnes;  la  ques- 
tion revient  done  au  calcul  des  constantes  A  et  B. 

Afinde  fixer  les  idees,  nous  admettrons  que  le  regulateur  considere  ait  la 
forme  indiquee  par  la  figure  ci-dessous.  Cette  forme,  qui  ne  suppose  pas 
que  la  boule  soit  dans  le  prolongement  de  la  tige  AB,  comprend  tous  les 
regulateurs  ordinaires,  et,  en  particulier,  celui  adopte  par  M.  Tchebychef. 

Fig.  3. 


11  sera  d'ailleurs  facile  de  voir  que  Tanalyse  faite  s'appliquera  a  un  type 
quelconque  d'appareil  a  force  centrifuge. 
Soient  {^g-  3) 

KM  la  tige  verticale  autour  de  laquelle  tourne  le  regulateur; 
K  le  point  fixe  auquel  est  fixee  la  tige  horizontale  AK,  articulee  en  A  avec' 
la  tige  mobile  AB ; 

M  le  manchon  mobile  auquel  est  invariablement  liee  la  tige  horizontale  MN, 

articulee  en  N  avec  la  tige  mobile  NB ; 
B  le  point  d'articulation  des  deux  tiges  AB  et  NB ; 
AC  la  tige  qui  porte  la  boule  C  et  fait  un  angle  A  constant  avec  AB. 
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Designons  par  /,  m,  a,  nles  longueurs  des  tiges  AG,  KA,  AB,  BN, 
NM ;  par  H  la  hauteur  du  point  K  au-dessus  du  plan  de  comparaison  XX ; 
par  hetz  celles  du  centre  de  la  boule  et  du  point  d'insertion  de  la  tige  NM 
sur  le  manchon  M ;  par  a  et  ]3  les  angles  que  font  AB  et  BN  avec  la  verticale ; 
par  X  la  distance  du  centre  G  de  la  boule  a  Taxe  de  rotation ;  par  P  le  poids 
des  boules,  et  par  N  le  poids  du  manchon. 

L'angle  constant  A  est  ordinairement  nul  dans  les  divers  types  de  regu- 
lateur ;  cependant  nous  le  supposerons  different  de  zero,  car  on  rencontre 
quelques  dispositifs  ou  cette  condition  est  realisee  ( * ) . 

On  a  evidemment  les  relations 

a;  =  m  +  /sin  (a  -h  A), 
A  =  H  —  /cos(a  +  A), 
z  =  H  —  (acosa  4-  &cos|3), 

a  sina     m  =  b  sin/3  -h  n. 

dx  =  /cos(a  -h  A)rfa, 
dli  —  I  sin(a  +  A)  rfa, 

cosp 

( ' )  Dans  UD  but  de  simplificaliOD,  nous  ncgligerons,  ainsi  que  cela  se  fait  d'ordinaire,  les  masses 
des  diverses  tiges,  et  nous  nous  bornerons  faire  remarquer  que,  ces  masses  etant  relativement 
pea  importantes,  on  pourra  loujours  en  tenir  compte  d*une  ra9on  suffisante  a  Taide  d'un  proc^e 
graphique  tr^  rapide.  En  effet,  si  Ton  met  le  travail  virtue!  des  forces  qui  agissent  sur  les  masses 
en  question 

sous  la  forme 

il  sera  facile  de  calculer  Ifs  vuleurs  de  pour  differentes  positions  du  manchon.  En  portant 

alors  ces  valeurs  comme  des  ordpnnees  dont  les  pieds  seront  les  positions  correspondantes  du 
manchon,  on  obtiendra  une  certaine  courbe  dont  les  tangentes  fourniront  immediate ment 

2  dz 

c'est-a-dire 


avec  la  condition 
On  deduit  de  la 
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Portons  ces  valeurs  dans  Tequation  d'equilibre  (*) 


nous  aurons 
qui  pent  s'ecrire 

F  =  N  +  P  ^  j  ,        [;ncot(«  H- A)  -h  /cos(«  +  A)]  (• 

Gette  equation  nous  donne  les  quantites  que  nous  avons  designees  par  A 
et  B : 

a     sin(a  -i-p) 

BP  I  sin  (a -t- X)  cos  3  r  ^\       /  / 

—  :  ,     V  V    |mcot(a4- A)  H- /cos(a A)l  • 

a     sin(a  4-  p)  ^  '  ^  ^-^ 

U  est  d'ailleurs  facile  de  construire  graphiquement  ces  expressions;  en 
efTet,  la  quantite 

mcot(a  -f-  A)  +  /cos(a  +  A) 

est  egale  a 

KE  +  KD, 

c'est-a-dire  a  la  sous-normale  DE  (Jig.  3),  que  nous  designerons  par 
Quant  a  la  quantite 

a  sin  (a  -h  (3) 
sin  (a     X)  cosp' 

elle  est  representee  par  la  longueur  AL  que  Ton  obtient  en  prolongeant 
NB  jusqu'a  Thorizontale  de  A  et  menant  par  le  point  F  de  rencontre  la 


(')  Siy  en  dehors  de  son  propre  poids^  le  manchon  supportait  encore  I'action  d*un  ressort  ou 
d'un  dispositif  produisant  sur  lui  un  effort  variable,  il  faudrait  ajouler  ^  N  un  terme  fonction  de  z 
qui  pourrait  ne  pas  avoir  la  in^me  valenr  pour  z  et  Nous  laisserons  ce  cas  de  cote,  car  les  indi- 
cations donnees  sont  suffisantes  pour  monlrer  la  marche  k  suivre  dans  un  cas  quelconque. 
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Terticale  FL  (*).  Si  done  nous  representons  par  Lcette  longueur,  nous 
aurons 

F  =  N  +  P-[(.-fs), 

et  par  suite 

8  L 

Nous  obtenons  ainsi  les  elements  principaux  necessaires  pour  deter- 
miner  la  position  du  contre-poids  lorsque  Ton  connait  la  vitesse  de 
regime  £1  et  le  degre  d'isochronisme  g. 

2®  Determination  de  la  droite  que  doit  parcourir  le  contre-poids  pour 
que  le  degre  d* isochronisme  reste  le  meme  lorsque  la  vitesse  de  regime 
est  modifiee. 

Pour  fixer  la  position  de  cette  droite  par  rapport  au  levier  de  ma- 
noeuvre, nous  construirons  tout  d'abord  le  point  Q^,  de  coordonnees  r^ 
et  fl^,  par  lequel  elle  doit  passer  et  qui,  ainsi  que  nous  Tavons  vu,  repre- 
sente  la  position  a  faire  oceuper  au  contre-poids  pour  equilibrer  le  regu- 
lateur  au  repos  dans  les  deux  positions  et 

Les  coordonnees  r^  et  fl^  sont  fournies,  comme  on  sait,  par  les  deux 
equations 

(..co,(«.  +  .')=-^'(^j)'. 
(..oo,(«.  +  .')=-^'(^^)'. 

( ']  On  le  voit  en  menant  par  le  point  A  la  perpendiculaire  AR  \  la  tige  NB;  on  a,  en  effet, 

AR=rasin(a4-  p), 

AR  ^gsin(aH-p) 
cosp  cosp 

AL—      AF  asin(a-f-p) 

8in(a-f->)  "~'8in(a4-X)co8p' 
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Le  poids  Q  est  donne ;  quant  a  A'  et  A'',  leurs  valeurs  sont  representees 
par 

A'  =  N  +  Pp, 
A^:=N  +  P^,; 

on  a  done 

/fl  rx  P  l\fdz\' 

r„cos(9.-f-(p)=-(^^-H^  OjU)' 

/fl         "^  /N    .    P  l\ffiz\" 

r.cos(fl.H-^))=-(^Q  +  ^jT,j(^)- 

Or  il  est  facile  de  voir  que,  si  Ton  designe  par  p  la  distance  de  I'axe  du 
levier  de  manoeuvre  a  Taxe  autour  duquel  tourne  le  regulateur,  on  a 
generalement 

z  =  y^tangcp. 

Les  deux  equations  precedentes  deviennent  done 

r. cos(9.     <p')  =  _  ( N  ^  P  i,)  , 

r.  co8(fl.  +  <p'0  =  -  (q  +  ^  i?) 

Mais  Texpression  rcos(fl-h^)  represente  la  distance  du  point  (r,  fl)  a 
une  droite  faisant  avec  le  levier  de  manoeuvre  un  angle  egal  a^  — <P>  ou, 
si  Ton  veut,  elle  est  egale  a  la  projection  du  rayon  vecteur  de  ce  point 
(r,  fl)  sur  une  droite  faisant  avec  ce  levier  un  angle  egal  a  —  <p. 


Fig.  4. 


Considerons,  pour  fixer  les  idees,  la  position  qu'occupe  le  point 
quand  le  levier  est  dans  la  position  horizontale  OA  {fig.  4) ;     ^^t  Tangle 
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Q^jOA;  pour  avoir  la  valeur  de  rj,cos(9^-f-(p)  correspondant  a  une  posi- 
tion Oz  du  levier  de  manoeuvre,  il  suffit  de  projeter  OQ^,  sur  une  droite 
symetrique  de  Oz  par  rapport  a  OA.  Gette  projection  OE  doit  done 
etre  egale,  pour  Oz'  et  Oz'^,  aux  valeurs  connues  des  deux  seconds 
niembres  des  equations  precedentes. 

On  en  deduit  alors  la  regie  graphique  suivante  pour  la  determination 
du  point  Q^. 

Les  points  z'  etz'^,  correspondant  aux     de  la  demi-course  du  man- 


X' 

A 

chon  comptes  a  partir  du  milieu,  etant  marques  tout  d'abord,  on  prend 
sur  Oz'j  et  Oz", ,  symetriques  de  Oz'  et  Oz"  [fig*  5),  les  longueurs 

en  ayant  soin  de  porter  ces  longueurs  sur  les  prolongements  des  droites 
dont  il  s'agit, 

Les  perpendiculaires  en  E'  et  E"  a  Oz'^  et  Oz'  donnent  par  leur  ren- 
contre le  point  clierche. 

On  pent  d'ailleurs  eviter  de  construire  les  droites  Oz'^  et  Oz",  en  por- 
tant  des  longueurs  Oe'  et  0/egaIes  a  OE'  et  a  OE'^sur  les  prolongements 
de  Oz'  et  Oz",  determinant  ainsi  le  point  Q'^,  et  prenant  son  symetrique 
par  rapport  a  OA . 

Ce  point  etant  obtenu,  il  ne  reste  plus  qu'a  determiner  la  direction  de 
la  droite  que  doit  parcourir  le  contre-poids. 

XLVIV  Cahier.  ai 
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Rappelons  pour  cela  que  cette  direction  est  donnee  par  requation 


Or  on  a 


co8(e-f-V)  _  b;^  \d,)  (i  — e)» 

cos(fc>  +  (f")  ~  B"  (dz\''  (i  +  t)'" 


on  en  deduit 


cos(0-|-9')          V  cos'y' 

cos(0-+-(^'') 


^  (l 

L 


-0^ 


COS'tp" 


Mais ,  d'apres  ce  que  nous  avons  fait  remarquer  precedemment , 
cos(0  4-  (p)  est  proportionnel  a  la  projection  du  rayon  vecteur  d'un  point 
de  la  direction  0  sur  la  droite  correspondant  a  Tangle  —  <p.  L' equation 
precedente  exprime  done  que  la  direction  0  est  telle,  que  les  projections 
sur  Oz\  et  Oz\  d'une  longueur  quelconque  prise  sur  elle  sont  entre  elles 

comme  r-,  ^ — ^  et  ^  ^ — p4-  • 

On  obtiendra,  par  suite,  la  direction  de  la  droite  cherchee  eri  prenant 

s 

Fig.  6.  *s 

V 

\ 

» 

\ 


sur  Oz'  et  Oz^^  {Jig.  6)  des  longueurs  OF'  et  OF''  respectivement  egales  a 
^  ^cos^f  •  P^*^      points  ainsi  obtenus  des  perpendi- 


L' 


cos' 


culaires  a  Oz'  et  Oz"  jusqu'a  leur  rencontre  I',  et  prenant  la  symetrique  01 
par  rapport  a  OA  de  la  droite  01'. 
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Dans  le  cas  particulier  oil  Oz'  et  0/  font  des  angles  egaux  avec  Thori- 
zontale,  c'est-a-dire  lorsque,  la  position  moyenne  du  levier  de  manoeuvre 
etant  horizontale,  on  a  ^'egal  a  (p'\  la  construction  precedente  se  si mplifie. 

En  efFet,  menons  par  le  point  O  {fig.  7)  la  droite  OJ'  perpendiculaire 

Fig.  7. 


a  la  droite  OF  determinee  comme  il  vient  d'etre  dit,  et  de  son  point  de 
rencontre  J'  avec  Taxe  du  regulateur  abaissons  les  perpendiculaires  J'P' 
et  J'P'^  sur  Oz'  et  Oz'';  on  a  evidemment 


s' 

J'F      OF  ^  E 


J'F'  ~  OF"  ~  S"  ^ 


II  en  resulle 


ce  qui  donne  un  moyen  graphique  simple  pour  trouver  OJ';  cela  fait,  on 
menera  sa  symetriqueOI',  et  la  perpendiculaire  en  O  a  cette  derniere  droite 
donnera  la  droite  cherchee. 

Remarquons  enfin  que,  si  Ton  veut  realiser  Tisochronisme  complet,  il 
sufHt  d'exprimer  que  g  est  nul ;  Tequation  precedente  devient  alors 

J>'_(|) 

et  Ton  est  conduit  a  la  regie  suivante  {fig.  8). 
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Siir  les  perpendicniaires  a  Taxe  du  regulateur  menees  en  2'  et  en  2'^  on 

prend  les  longueurs  z'K'  et  z'^K'^  egales  respect ivement  a    et  |-^;  on  joint 

K'K'^  et  on  determine  son  point  de  rencontre  J'^  avec  i'axe  du  regula- 
teur :  la  perpend iculaire  01^,  a  la  symetrique  OJ'^  de  la  droite  OJ'^,  est 

Fig.  8. 


parallele  a  la  droite  que  doit  parcourir  le  contre-poids  pour  maintenir 
Tisochronisme  complet  a  toutes  les  vitesses  de  regime. 

II  est  d'ailleurs  evident  qu'en  permutant  z'^  K^^  et  z'  on  determinerait 
de  suite  la  droite  OJ^^^  et  qu'ainsi  la  construction  se  simplifierait  un  peu. 

En  terminant  I'expose  de  ces  procedes  graphiques,  nous  ferons  observer 
que  le  degre  d'isochronisme  €  correspondant  a  un  point  J'  quelconque 
{fig'  7)  s'obtient  aisement  lorsque  Ton  connait  le  point  J'^  {fig^  8)  qui 
correspond  a  Tisochronisme  complet.  On  a,  en  effet, 


le  second  membre  n'est  autre  que  le  rapport  anharmonique  des  quatre 
points  J,  Jo,  z',  z'^  et,  si  Ton  designe  ce  rapport  par  K,  on  a 

f-y/K 

La  theorie  qui  vient  d'etre  exposee  montre  que  Ton  pent  toujours,  par 
des  constructions  purement  graphiques  et  quel  que  soit  le  regulateur 
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donne,  obtenir  la  position  du  contre-poids  et  la  droite  qu'il  doit  decrire 
pour  permettre  de  realiser  le  degre  d'isochronisme  qu'on  desire  a  toutes 
les  vitesses.  Ces  constructions  sont  fort  pen  coinpliquees  et  susceptibles, 
par  cela  meme,  d'etre  employees  dans  la  pratique  courante.  Nous  allons 
cependant  indiquer  une  autre  methode  qui  permettra  de  remplacer  les 
calculs  par  une  experience  et  les  formules  par  des  pesees. 

IV.    —   ReGLES  PRATIQUES. 

Nous  avons  vu  que  la  question  a  resoudre  se  ramenait  a  la  determina- 
tion du  point  Qo  et  a  la  recherche  de  la  droite  passant  par  ce  point  que 
doit  decrire  le  contre-poids  Q.  Nous  savons  d'ailleurs  que  ce  contre-poids 
pent  etre  donne  a  priori.  De  plus,  il  a  ete  demon tre  que  le  point  etait 
celui  oil  devait  etre  place  le  poids  Q  pour  faire  equilibre  au  regulateur 
au  repos  lorsque  le  levier  de  manoeuvre  est  dans  les  deux  positions  Oz' 
etO/, 

Geci  rappele ,  il  est  clair  que  deux  pesees  nous  sufliront  pour  deter- 
miner le  point  Q^.  En  efFet,  pla^ons  le  regulateur  au  repos  dans  la  posi- 
tion correspondant  a  z',  et  cherchons  par  T experience  le  point  e'  du  levier 
de  manoeuvre  oil  il  faut  placer  le  poids  Q  connu  pour  maintenir  Tequi- 


Fig.  9. 


-9 


libre.  Recommencons  ensuite  Texperience  pour  la  position  correspondant 
a  /  et  fixons  ainsi  le  point  e''  {fig.  9). 

Cela  fait,  remarquons  que  Q  pent  etre  applique  en  un  point  quelconque 
de  la  verticale  de    quand  le  levier  est  en  Oz'  et  en  un  point  quelconque 
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de  la  verticale  de  /  quand  le  levier  est  en  O/.  De  la  on  conelut  que, 
pour  trouver  la  position  du  contre-poids  qui  maintiendra  le  regulateur 
au  repos  en  equilibre  pour  les  deux  positions  correspondant  a  et  a 
il  suflfit  de  prendre  le  point  commun  aux  deux  droites  qui  representent  ce 
que  deviennent  les  deux  verticales  de  e'  et  de  e''  quand  on  ramene  Oz 
et  0/  a  une  meme  direction  du  levier  de  manoeuvre. 

II  est  done  possible,  par  deux  experiences  qui  donnent  e'  el  e"  et  par 
une  simple  construction  graphique,  de  determiner  le  point  Q^,.  Cette 
construction  a  ete  indiquee  sur  la  fig.  9  en  ramenant  Oz'  et  Oz''^  a  Thori- 
zontale. 

II  pent  etre  utile  de  faire  observer  ici  que,  si  Ton  connaissait  le  point 
a  priori,  on  pourrait  en  deduire,  par  une  suite  de  constructions  gra- 
phiques,  inverses  de  celles  qui  viennent  d'etre  indiquees,  les  points  e' 
et  e^' .  II  serait  alors  facile,  a  Taide  d'un  de  ces  points  et  en  placant  le 
regulateur  dans  la  position  correspondante,  de  determiner  la  valeur  de  Q 
par  une  seule  experience,  en  cherchant  le  poids  a  placer  au  point  con- 
sidere  pour  equilibrer  le  regulateur  au  repos. 

Le  point  Q^,  ayant  ete  fixe  ainsi  qu'il  vient  d'etre  dit,  il  suffira  de  le 
relier  invariablement  a  Faxe  O  du  levier  de  manoeuvre,  puis  de  le  prendre 
comme  charniere  d'une  tige  mobile  assujettie,  lorsqu'elle  tourne  autour  de 
lui,  a  rester  dans  le  plan  du  levier  et  de  Taxe  du  regulateur.  Le  contre- 
poids  choisi  sera  fixe  a  cette  tige  de  facon  a  pouvoir  se  deplacer  suivant 
sa  longueur.  Gela  fait,  on  aura  constitue  un  mecanisme  qui  permettra  de 
faire  varier  le  degre  d'isochronisme  d'une  maniere  continue,  par  une 
simple  rotation  de  la  tige  mobile  autour  de  la  charniere  Q^.  En  eflfet,  nous 
avons  vu  que  le  degre  d'isochronisme  etait  mesure  par 

(1 5)  e  =  fcl' [tang(0,  H-  (Po)  -  tang(0  +  (Po)]; 

g  devant  etre  positif,  on  voit  que  0  doit  etre  plus  petit  que  0^ ;  de  plus,  il 
est  bien  clair  que,  lorsque  0  augmente,  ^  diminue  jusqu'a  devenir  nul  pour 
la  direction  0^  correspondant  a  Tisochronisme  complet  {fig.  10). 

Ainsi  done,  Tappareil  etant  dispose  comme  nous  venons  de  le  dire,  on 
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pourra,  par  rexperience,  determiner  la  position  que  doit  occuper  la  tige 
mobile  pour  r^aliser  un  degre  d'isochronisme  donne,  quelle  que  soit  la 
vitesse  de  regime.  II  est  evident  d'ailleurs  que,  si  Ton  depassait  la  posi- 
tion Qo0o  correspond  a  Tisochronisme  complet,  e  deviendrait  negatif, 
0/  serait  plus  grand  que  a/^  et  Taction  du  regulateur  serait  renversee. 


Fig.  10. 


Remarquons  maintenantque,  si  Ton  deplace  le  contre-poids  Q  le  long  de 
la  tige  mobile  sans  modifier  Finclinaison  de  cette  tige,  le  degre  d'isochro- 
nisme  restera  le  meme,  puisqu'il  ne  depend  que  de  0,  et  la  vitesse  de  regime 
seule  sera  changee.  Cette  vitesse  est  fournie,  en  efFet,  par 


(16) 


|,[rcos(0  +  (Po)-  r,cos(0,  +  ?>o)l  ( J)'' 


et  elle  est  fonction  des  coordonnees  r  el  0  du  centre  de  gravite  du  contre- 
poids. 

En  resume  done,  nous  pouvons  enoncer  la  regie  pratique  suivante  : 

Pour  obtenir  d'un  rSgulateur  a  force  centrifuge  quelconque  donne  le 
degre  d* isochronisme  quon  "veut  et  pour  permettre  de  maintenir  ce  degre 
d' isochronisme  quelle  que  soit  la  vitesse  de  regime,  il  suffit  de  relier  a 
Vaxe  O  da  levier  de  manoeuvre  une  tige  OQ^  calee  en  O  et  portant  en 
une  deuxieme  tige  mobile  autour  d'une  charniere  par  allele  a  Vaxe  O  et 
munie  d'un  contre-poids  que  Von  peut  d6placer  le  long  de  cette  tige. 

Le  contre-poids  Q  peut  etre  quelconque;  lorsquil  est  fixe,  le  point 
se  determine  par  deux  pesees  {nous  "verrons  plus  loin  quil  en  suffit  d'une 
seule  si  le  regulateur  est  isoscele). 
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En  faisant  varier  la  tige  mobile  Q^Q,  on  modi  fie  le  degre  d'tsochro- 
nisme;  en  transportant  le  contre-poids  le  long  de  cette  tige,  on  change  la 
Vitesse  de  regime  sans  alterer  le  degrd  d'isochronisme. 

Le  mecanisme  que  nous  venons  d'indiquer  donne  pour  un  regulateur 
quelconque  la  solution  complete  du  probleme  de  Tisochronisme,  et  nous 
pouvons  dire,  en  nous  appuyant  sur  Tautorite  des  divers  auteurs  cites 
dans  la  premiere  partie  de  ce  travail,  qu'il  resout  cette  question  dans  le 
sens  vraiment  pratique.  En  permettant  de  realiser  un  degre  d'isochronisme 
quelconque  et  de  le  modifier  comme  on  veut ,  il  repond  aux  desiderata  etablis 
par  M.  Rolland;  en  donnant  la  possibilite  de  changer  la  vitesse  de  regime 
sans  alterer  le  degre  d'isochronisme,  il  satisfait  aux  conditions  posees  par 
M.  Yvon  Villarceau.  Nous  ajouterons  enfin  qu'il  est  simple  a  executer, 
qu'il  ne  necessite  qu*une  complication  de  mecanisme  insignifiante  et  n*exige 
au  plus  que  deux  pesees  preliminaires.  Ce  sont  la  des  avantages  importants 
au  point  de  vue  pratique  oil  nous  nous  sommes  exclusivement  place. 

II  ne  nous  reste  plus,  pour  terminer  ce  travail,  qu'a  donner,  a  titre 
d'exemple,  I'application  des  methodes  exposees  dans  ce  Memoire  a  un  cas 
particulier.  Nous  choisirons  celui  qui  se  presente  le  plus  frequemment  dans 
les  regulateurs  ordinairement  employes. 

V.  —  Application  de  la  methode  au  cas  particulier  d'un  regulateur 

ISOSCELE. 

Supposons  que  Ton  considere  un  regulateur  isosc^le  {fig.  1 1) ,  c'est-a-dire 
tel  que  :  i""  les  bielles  NB  sont  egales  a  la  portion  AB  des  tiges  des  boules 
comprise  entre  leur  point  de  suspension  A  et  leur  articulation  B  avec  les 
bielles;  2**  les  points  de  suspension  A  des  tiges  des  boules  sont  a  la 
meme  distance  de  Taxe  du  regulateur  que  les  points  d'insertion  N  des  bielles 
avec  le  manchon ;  3^  le  levier  de  manoeuvre  est  horizontal  dans  sa  position 
moyenne,  c'est-a-dire  que  Famplitude  de  ses  ecarts  maxima  est  la  meme 
de  part  et  d'autre  de  Thorizontale. 

Dans  ces  conditions,  on  a,  en  prenant  les  memes  notations  que  celles 
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admises  dans  la  theorie  generale, 

A  =  o, 
m  —  n. 

On  trouve  alors^  en  suivant  la  meme  marche  que  celle  precedemment 
indiquee^ 

/w  -f-  /sina, 
A  =  H  —  /cosa, 
z  =  H  —  a(cosa  -h  cos^), 

Fig.  II. 


ayec  la  condition 
On  en  deduit 


sina  =  sin|3. 

dx  —  Icosudotj 
dh  =  lsinada, 


J  sin  2a  , 

az  —  a  aa, 

cos  a 


et,  si  Ton  porte  ces  valeurs  dans  Tequation  d'equilibre 


on  obtient 


F  =  N  4-  P  ^j^i  —  ^(meota  +  /cosa)j- 


Xiril'  Cahier. 
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On  tire  de  la 

P  / 

B  =  [m  cota  +  /cosct). 

Mais,  si  Ton  designe  par  S  la  sous-normale  ED,  on  a  evidemment 

S  —  mcota  H-  /cosa, 

et  de  meme,  si  i'on  represente  par  L  la  longueur  AL  determinee  comme 
rindique  la  fig.  1 1 ,  on  trouve 

L  —  2a; 

il  en  resulte 

B  =  --?is. 

La  position  (r,  9)  que  doit  occuper  le  conlre-poids  Q  donne  est  alors 
fournie  par  les  deux  equations 

-  Qrcos(9  -i--  (p')^^il'  ::z.N  +  -  -  — S'  n^(i  -  s)\ 

-  Qrcos(9  -f-/)^'  =--  N  4-  -  -  — S"n»(i  --f-  i)\ 

^         ^        ^  '    p  2a       2ga         ^         '  ' 

ou,  si  Ton  veut,  puisque  ^'  et     sont  egaux  et  de  signes  contraires,  par 


^  \         ^  '    p  2a       2ga  ^  '  ^ 

-  Qrcosffl  -  <p')  S£!V _  N  -h  -  -  —  S"il^ (i  -f-  a)'. 

^         ^        ^  '    p  2a       2ga  ^  ' 

Quant  a  la  charniere  Q^,  ses  coordonnees  satisfont  aux  equations 


TjCOSI 
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On  en  deduit 

cos(fl,  -h  (p')  =  cos(9„  —  (p'), 

et  par  suite 

car  (p'  est  plus  petit  que  ^  et  9^,  est  au  plus  egal  a  ir. 

Le  point  Q,,  doit  done  se  trouver  sur  le  prolongement  du  levier  de 
manoeuvre  et  a  une  distance  de  Taxe  O  de  ce  levier  representee  par 

_  /N       P    I  \  p 

Enfin,  la  direction  de  la  droite  que  doit  parcourir  le  contre-poids  est 
donnee  par  la  valeur  de  Tangle  0  dans  I'equation 

cos(0-h9^)  _  s;.  (i  — 0' 

cos(0  — 9')  ~  bl'  (i-f-£)*' 

Ces  formules  se  simplifient  encore  si  Ton  remarque  que  ql  est  generalement 
petit  et  qu'il  doit  en  6tre  de  meme  de  g,  et  Ton  trouve,  toutes  reductions 
faites, 

/N       P    /  \ 
Q(rcosfl-r,)  =  a^^^/., 

cos(0  +  9')  _  S;_ 
cos^e  — 9')  ~  S"' 

6  =  ^(tang0o— .tang©). 

Cette  derniere  formule  montreque  0^  est  toujours  positif,  puisque  g  doit 
etre  plus  grand  que  zero;  la  direction  qui  donne  Tisochronisme  coinplet 
est  done  situee  au-dessus  du  levier  de  manoeuvre. 

Tous  les  resultats  que  nous  venous  d'etablir  auraient  pu  s'obtenir 
immediatement  par  les  formules  demontrees  dans  le  cas  general,  en  y 
faisant  les  simplifications  qu'entraine  le  cas  particulier  du  regulateur  isoscele. 
<^uant  aux  constructions  graphiques,  nous  avons  indique  precedemment  a 
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quoi  elles  se  reduisaient  lorsque  (p'  est  egal  a  (p'^ ;  nous  ne  reviendrons  done 
pas  sur  ce  point.  0 

La  seule  remarque  que  nous  ayons  a  faire  est  relative  aux  regies 
pratiques.  Le  point  Q,,  etant  alors  sur  le  levier  de  manoeuvre,  il  sufBra 
d'une  seule  experience  pour  le  determiner,  et  cette  experience  consistent 
a  chercher  le  point  de  ce  levier  oil  doit  etre  place  le  contre-poids  Q  pour 
equilibrer  le  regulateur  au  repos  dans  la  position  z'. 

L'epure  qui  termine  ce  travail  a  ete  etablie  pour  un  regulateur  isoscele 
satisfaisant  aux  donnees  suivantes  : 


Course  totale  du  manchon  AB   0,12 

Longueur  des  tiges  CD  et  DE,  ou  a   0,2$ 

Distance  du  centre  de  la  boule  au  point  d^nsertion  de  la  tige,  ou  /   0,40 

Distance  de  Taxe  du  levier  de  manoeuvre  a  Taxe  du  regulateur,  oup   0,25 

Contre-poids  Q   ao*^ 

Poids  d'une  boule  j  P   ao 

Poids  N  du  manchon. . .   /^fSoo 


La  vitesse  de  regime  qui  correspond  a  la  position  moyenne  de  ce  regu- 
lateur, c'est-a-dire  a  la  position  horizbntale  du  levier  de  manoeuvre,  lorsque 
Tappareil  fonctionne  sans  contre-poids,  est  de  48,  i  tours  par  minute;  les 
vitesses  necessaires  pour  Famener  aux  deux  positions  et  z'^,  c'est-a-dire 
aux  ^  de  sa  demi-course,  sont  de  5i  ,5  et  de  45  tours  par  minute.  La 
quantite  que  nous  avons  representee  par  2g,  et  qui  mesure,  comme  nous 
Savons,  le  degre  d'isochronisme,  est  done 

6,5  OCT 

2.=  -^  =  ^  =  o,i35. 
L'ecart  relatif  des  vitesses  extremes  est  sensiblement  egal  a 

co"  —  u/  10 

ou,  si  Ton  veut,  Tecart  deces  vitesses  est  egal  environ  aux  de  la  vitesse 
de  regime. 

Les  conditions  de  fonctionnement  du  regulateur  dont  il  s'agit  ayant  ete 
ainsi  bien  etablies,  on  a  fait  Tepure,  a  Techelle  de  ~,  de  la  maniere  suivante.^ 
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Tout  d'abord,  on  a  determine  les  points    et  z''  par  la  condition 

Gz'  =  Gz''  =  ^  GB  =  o"",  042, 

Fig.  la. 


et  Ton  en  a  deduit 


cos(p'  =±  .  =  0,986. 

yOG  +Gz' 


Le  point  se  trouve  surle  prolongementdu  levier  de  manoeuvre,  a  la 
distance 

^  =  (q  +  Qr.)^s^  =  <•■.476. 

Quant  a  la  direction  de  la  droite  que  doit  parcourir  le  contre-poids  pour 
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qu'onaitrisochronismecomplet,  elles'obtient,  comme  onl'a  vu,  en  elevant 
aux  points  z'  et  z^des  perpendiculaires  z'K'  etz^^K^^  a  Taxe  du  regulateur, 
respectivementegalesaux  sous-normales  S',  S'^,  etprenantla  perpendiculaire 
menee  par  Q^,  a  la  symetrique  de  OJ'  par  rapport  a  Thorizontale.  Les  lon- 
gueurs S'  et  S'^  sont  connues  immediatement  sur  Tepure ;  on  a  done  les 
points  R'  et  K'^,  et  par  suite  la  droite  cherchee. 

D'un  autre  cote,  la  vitesse  de  regime  £1  est  facile  a  obtenir  pour  chaque 
position  du  contre-poids  Q.  En  effet,  nous  avons  etabli  qu'on  avait 

rcos(0  +  (p)  =  C-;-n'D, 

r  et  9  etant  les  coordonnees  du  centre  de  gravite  du  contre-poids,  et  C  et  D 
etant  desconstantes.  Or,  si  Ton  abaisse  du  point Q  la  perpendiculaire sur 
rhorizontale  de  O  representant  la  position  moyenne  du  levier  de  manoeuvre, 
la  longueur  ainsi  obtenue  est  evidemment  egale  au  premier  membre  de 
Tequation  precedente;  on  a  done 

Mais,  lorsque  le  contre-poids  est  en  Q^,  la  valeur  correspondante  de  la 
vitesse  de  regime  est  nulle ;  on  en  deduit 

OQ.  =  C, 

et  par  suite 

Ainsi,  la  vitesse  de  regime  correspondant  a  une  position  quelconque  du 
contre-poids  est  proportionnelle  a  la  racine  carree  de  la  distance  du  point 
a  la  verticale  passant  par  le  centre  de  gravite  de  Q.  II  est  d'ailleurs  facile 
de  determiner  le  coefficient  de  proportionnalite        En  effet,  lorsque  le 

contre-poids  est  sur  la  verticale  de  O,  le  regulateur  fonctionne  comme  s'il 
n'avait  pas  de  contre-poids;  si  done  on  designe  par  fl^  la  vitesse  de  regime 
correspondant  a  cette  derniere  hypothese,  on  a 
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et  ron  en  conclut 

En  particulier,  dans  le  regulateur  choisi  pour  faire  Tepure,  on  a 
et  par  suite 

On  a  indique  dans  I'epure  les  positions  de  la  verticale  du  centre  de 
gravite  du  contre-poids  pour  les  di verses  vitesses  de  regime  de  3o,  35,  4o> 
45,  5o  tours  par  minute,  en  deduisant  Q^gr  de  la  formule  precedente.  La 
droite  correspondant  a  Tisochronisme  complet  a  ete  representee  en  Q^^X; 
quant  a  la  position  Q^Q  tracee  sur  la  figure,  elle  fournit  un  ecart  d'environ 
4  pour  100  entre  les  vitesses  relatives  des  points  z  et  z\ c'est-a-dire  qu'elle 
donne  un  degre  d'isochronisme  de  0,028,  pres  de  cinq  fois  plus  petit  que 
si  le  regulateur  n'avait  pas  eu  de  contre-poids.  Dans  cette  derniere  hypo- 
these  en  effet ,  Tecart  relatif  des  vitesses  extremes  aurait  ete  de  1 9  pour 
100  et  le  degre  d'isochronisme  de  i3,5  pour  100. 

En  abaissant  davantage  la  droite  QoQ»  ce  qui  se  fait  en  changeant  detrou 
la  goupille  g-,  on  realisera  les  degres  d'isochronisme  compris  entre  2,8  et 
1 3, 5  pour  100. 

En  resume  done,  ainsi  que  nous  I'avons  dit  au  debut,  nous  obtenons  un 
mecanisme  tres  simple,  peu  couteux,  s'appliquant  a  un  regulateur  a  boules 
quelconque,  n'exigeant  pour  etre  etabli  que  deux  pesees  au  plus  ou  une 
epure  tres  facile,  procurant  a  chaque  instant  le  degre  d'isochronisme 
qu'on  veut,  permettant  de  maintenir  ce  degre  d'isochronisme  quand  la 
vitesse  de  regime  est  modifiee  et  donnant  la  possibilite  de  faire  varier 
cette  vitesse  sans  meme  arreter  la  machine. 
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Le  lien  qui  existe  entre  la  theorie  des  reseaux  parallelogrammatiques 
de  Bravais  et  celle  des  formes  quadra tiques  a  ete  remarque  depuis  long- 
temps,  mais  on  s'est  restreint  jusqu'ici  aux  formes  definies;  le  but  prin- 
cipal de  ce  Memoire  est  de  faire  voir  que  rien  n'est  plus  facile  que  d'ap- 
pliquer  la  meme  representation  geometrique  aux  formes  indefinies. 

J'ai  du  d'abord  etudier  les  proprietes  de  ces  reseaux  parallelogramma- 
tiques et  en  ebaucher  pour  ainsi  dire  Farithmetique.  Je  les  ai  representes 
par  trois  notations  differentes,  suivant  que  Tune  ou  Tautre  me  semblait 
plus  commode. 

Ainsi  le  reseau  forme  par  les  points     j,  ou 

X  —  am  H-  bn^ 
y  z=i  cm  dn 

(a,  c,  d  sont  des  constantes,  m  et  n  des  indeterminees  qui  pen  vent 
prendre  toutes  les  valeurs  entieres  positives  ou  negatives) ,  pent  etre  repre- 
sente  : 

1°  Tantot  par  la  notation 

[: 

XLFll*  Cahier.  !i3 
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2°  Tantol  par  la  notation 

oil  A  et  B  representent  les  nombres  complexes  a     c  y/D,  b  ■+-  rfy/l); 
3®  Tantot  par  la  congruence 

oiX-\-f^y  =  o    (mod.  7), 

a  laquelle  satisfont  les  coordonnees  de  tons  ses  points. 

Les  reseaux.  jouissent  de  proprietes  qui  rappellent  quelques-unes  des 
proprietes  des  nombres;  c'est  ainsi  qu'on  est  amene  a  considerer  des 
reseaux  entiers,  fractionnaires  ou  incommensurables,  des  reseaux  multiples 
ou  diviseurs,  plus  petits  communs  multiples  ou  plus  grands  communs  divi- 
seurs  d'autres  reseaux,  des  reseaux  premiers  entre  eux  et  des  reseaux  pre- 
miers absolus. 

Apres  ces  considerations  preliminaires,  je  me  suis  occupe  de  la  repre- 
sentation des  nombres  complexes  de  la  forme 

Quand 

D<o, 

le  nombre  est  imaginaire,  et  on  le  represente  ordinairement  par  le  point 
dont  les  coordonnees  sont 

a,  &  y/ —  D. 

Au  lieu  de  cela,  je  le  represente  par  le  point  dont  les  coordonnees  sont 

a,  b, 

mode  de  representation  qui  a  I'avantage  de  s'appliquer  au  cas  ou 

D>o 

et  qu'on  pent  considerer  comme  derive  du  premier  mode  de  representa- 
tion par  projection  orthogonale,  de  meme  que  Tellipse  derive  du  cercle. 
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En  effet,  supposons  qu'un  point  m  ait  dans  un  plan  P  pour  coor- 
donnees 

a,  h\j — D. 

Supposons  qu'un  plan  Q  coupe  le  plan  P  suivant  Taxe  des  x  et  fasse  avec 
lui  un  diedre  egal  a 

arc  cos  \j  —  D, 

Les  coordonnees  de  la  projection  du  point  m  sur  le  plan  Q  (en  conser- 
vant  le  ineme  axe  des  x  dans  le  plan  Q)  seront 

a,  h. 

Toutefois,  pour  siraplifier  le  langage,  nous  convenons  que,  quand  nous 
parlerons  figures  egales  ou  semblables,  il  s'agira  de  figures  egales  ou  sem- 
blables  dans  le  plan  P  et  non  dans  le  plan  Q. 

Ainsi,  quand  nous  dirons  que  les  triangles  formes  par  les  points  repre- 
sentatifs  des  nombres  complexes 

sont  egaux  ou  semblables,  il  s'agira,  non  pas  des  triangles 

{«,^;«',  |3'0  et  (7,  S;  y, 

mais  des  triangles 

(«,  |3v/-D;      (3'vr=13;  ^V~^) 
et   

(7,  V-D;  7',  S'v^D;  7",  ^"sf=^)^ 

Je  remarque  ensuite  que  les  points  representatifs  de  tous  les  nombres 
complexes  existants  qui  sont  multiples  d'un  nombre  complexe  donne 
existant  ou  ideal  forment  un  reseau  parallelogrammatique  que  Ton  pent 
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regarder  conime  un  nouveau  mode  de  representation  de  ce  nombre 
existant  ou  ideal  donne. 

Et  il  est  aise  de  voir  que,  si  un  nombre  ideal  en  divise  un  autre,  le 
reseau  correspondant  au  premier  divisera  le  reseau  correspondant  au 
second,  de  telle  sorte  que  ce  mode  de  representation  fournit  un  moyen 
d'exposer  d'une  maniere  concrete  la  tlieorie  des  nombres  ideaux.  H  con- 
duit de  plus  a  ce  theoreme  : 

On  peut  representor ,  a\>ec  line  approximation  aussi  grande  qiCon 
voudra,  un  nombre  complexe  quelconque 

a  n-  byjD^ 

oua  et  b  peuvent  etre  incommens  arables^  par  une  expression  de  la  forme 

2A^(«  +  |3v/D)'". 

Oil  et  m  sont  des  nombres  entiers,  u  et  ^  des  nombres  fractionnaires 
donnes  [a  denominateurs  plus  grands  que  2). 

De  r  etude  des  nombres  complexes  existants  ou  ideaux  je  passe  a  celle 
des  formes  quadratiques. 

Depuis  longtemps  on  a  represente  la  forme 

ax^  4-  2  bxy  H-  c  , 

quand  elle  est  definie,  par  le  reseau 


Au  lieu  de  cela  je  considere,  comme  plus  haut,  ce  reseau  comme  place  dans 
le  plan  P,  et,  le  projetant  sur  le  plan  Q,  j'obtiens  le  nouveau  reseau 
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Si  —  ac  =  Dr ;  ce  nouveau  mode  de  representation  s' applique  evidem- 
ment  au  cas  ou  D  >  o,  e'est-a-dire  au  cas  des  formes  indefinies. 

Outre  ce  mode  principal  de  representation  d'une  forme  par  son  reseau 
typique,  il  peut  etre  avantageux  de  la  representer  par  des  reseaux  sem- 
blables,  mais  entiers,  par  exemple 

[; :] 

Cette  infinite  de  reseaux  semblables  au  reseau  typique  de  la  forme  donnee 
s'appelleront  les  reseaux  reprSsentatifs  de  cette  forme. 

On  sait  que  le  mode  ancien  de  representation  des  formes  deBnies  a 
permis  d'etablir  une  th^orie  geometrique  des  formes  reduites,  de  faire 
voir,  par  exemple,  qu'une  forme  reduite  correspond  a  un  triangle  fonda- 
mental  acutangle,  qu'une  forme  donnee  est  tou jours  equivalente  a  une 
forme  reduite  et  a  une  seule. 

De  meme,  le  mode  nouveau  de  representation  permet  d'arriver  a  des 
resultats  analogues  pour  les  formes  indefinies.  Grace  a  lui,  je  suis  arrive 
tres  facilement,  dans  la  Partie  de  ce  travail  intitulee  :  Des  triangles  ambi" 
gus,  a  trouver  a  quoi  correspondent  geometriquement  les  formes  reduites 
indefinies  et  a  donner  une  demonstration  geometrique  simple  des  princi- 
paux  theoremes  qui  les  concernent. 

J'examine  de  meme  differents  autres  problemes  relatifs  aux  formes  qua- 
dratiques  : 

1°  Reconnaitre  si  une  forme  en  implique  une  autre. 

2®  Trouver  toutes  les  transformations  d'une  forme  en  elle-meme. 

Enfin,  dans  la  derniere  Partie  de  ce  travail,  j'etudie  une  operation  tres 
simple  a  effectuer  sur  les  reseaux  et  que  j'appelle  multiplication  seconde 
(pour  la  distinguer  d'un  autre  mode  de  multiplication  envisage  dans  la 
premiere  Partie). 

Cette  multiplication  seconde  correspond  : 

En  ce  qui  concerne  les  nombres  complexes  ideaux,  a  la  multiplication 
ordinaire ; 
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En  ce  qui  conceme  les  formes  quadratiques,  a  la  composition  des 
formes  de  Gauss. 

Cette  consideration  me  permet  d'etablir  d'une  facon  nouvelle  les  theo- 
remes  de  Gauss  relatifs  a  la  composition  des  formes  et  en  particulier  les 
suivants  : 

Si  une  forme 

resuke  de  la  composition  de 

ax^  ^-  2  hxy  -t-  cy^ 

et 

a!x^     a  b'xy     c'y^ , 
M,  m,  m'  sont  les  plus  grands  communs  diviseurs  de 

A,  2B,  G, 

a  y  26',  c', 
,0  y/B'TTaC  est  le  p.  g.  a.  d.  {*)  de 

nfisfh^  —  ac  et  m\jh''^  —  dc!\ 

2^  M  =  mni ; 

3**  Pour  que  la  forme  resultante  soit  derivee  d'une  improprement  pri^ 
mitivcy  il  faut  et  il  sujfit  que  I'une  des  composantes  soit  derivee  d'une 
improprement  primitive. 

( ' )  Pour  abreger,  nous  ecrirons  souvent 

p.  g.  c.  (I.    et    p.  p.  c.  m. 
au  lieu  de  plus  grand  commun  diviseur  et  plus  petit  commun  multiple. 
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PREMIERE  PARTIE. 

ARITHMETIQUE   DES  RESEAUX. 

Supposons  que  dans  un  plan  on  fasse  passer  par  Torigine  deux  droites 
quelconques,  puis  qu'on  mene  a  chacune  de  ces  droites  une  serie  inde- 
finie  de  paralleles  equidistantes.  Ces  paralleles  diviseront  le  plan  en  une 
infinite  de  parallelogrammes  egaux ;  nous  appellerons  reseau  le  systeme 
de  points  forme  par  les  sommets  de  tons  ces  parallelogrammes.  Les  coor- 
donnees  de  ces  points  seront  donnees  par  des  equations  telles  que 

(  X  ~  am-\-  bn. 

(0  ' 

OU  m  et  n  peuvent  prendre  toutes  les  valeurs  entieres  positives  ou  nega- 
tives. 

Le  reseau  sera  designe  par  la  notation 

[::]• 

et  le  determinant  ad  —  be  s'appellera  la  nor  me  du  reseau.  Ce  ne  sera 
autre  chose  que  la  surface  des  parallelogrammes  egaux  qui  forment  le 
reseau. 

Commen^ons  par  enoncer  differents  theoremes  qui  se  deduisent  imme- 
diateroent  de  ceux  de  Bravais. 

Theoreme  I.  —  Si  des  points  sont  disposh  dans  le  plan  de  telle  sorte 
1°  que  la  distance  de  deux  quelconques  d'eritre  eux  ne  puisse  devenir  plus 
petite  qu  une  quantite  donn^e,  i^  que  si  les  points  Xj  y  et  od  font  partie 
du  systeme  de  ces  points  il  en  so  it  de  meme  des  points  xdza/,  ydzy\  le 
systeme  de  ces  points  est  un  reseau. 

Theoreme  IL  —  La  norme  d'un  reseau  est  la  limite  de  la  surface  d'un 
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cercle  divise  par  le  nomhre  des  points  du  reseau  contenus  dans  ce  cercle, 
quand  le  rayon  du  cercle  augmente  indefiniment  (Bravais). 

Definition.  —  Un  reseau  est  entier  quand  a,  6,  c,  d  sont  entiers.  Uii 
reseau  A  est  multiple  d'un  reseau  B  quand  tons  les  points  du  reseau  A 
font  partie  du  reseau  B.  Deux  reseaux  sont  equivalents  quand  tous  les 
points  de  Tun  font  partie  de  Tautre  et  reciproquement.  Un  reseau  est 
unitaire  s'il  est  equivalent  au  reseau  j^^   ^  j» 

ThjSoreme  III.  —  Si  un  reseau  A  est  multiple  d  un  reseau  B  :  i° 
nombre  des  points  du  reseau  B  compris  dans  V inter ieur  et  sur  deux  cotes 
non  opposes  d'un  des  par allelo grammes  qui  forment  le  reseau  A  est  le 
meme  quel  que  soit  ce  parallelogramme;  2,^  il  est  Sgal  au  quotient  de  la 
norme  de  A  par  la  norme  de  B,  moins  2. 

Corollaire  1.  —  La  norme  d'un  reseau  est  divisible  par  la  norme  des 
reseaux  qui  le  divisent. 

Corollaire  II.  —  Les  normes  de  deux  reseaux  equivalents  sont  egales. 

Rapport  de  deux  reseaux. 
Supposons  que  Ton  pose 

[m  —  o^fx  4-  Sv, 

il  vient  dans  (i) 

a;  — (aaH-  ty) -t- (a/3 -H  6S)y, 
y  —  (ca  "h  dy)iuL  H-  (c|3  -i-  d8)v. 

On  a  done  determine  un  nouveau  reseau 

ca-\-dy  cp-\~dl\ 

On  dira  que  le  reseau 


[;:] 
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est  le  rapport  de  ce  nouveau  reseau  a  Tancien 


Pour  trouver  le  rapport  inverse  de  A  a  A'  il  faut  resoudre  les  equa- 
tions (a),  ce  qui  donne 


7       .  ^ 


Le  rapport  cherche  est  done 


U 1} 


Cetle  operation  pent  etre  consideree  comme  une  sorte  de  multiplica- 
tion des  reseaux,  mais  elle  n'est  pas  commutative. 

Theoreme  IV.  —  Si  un  rheau  A  est  multiple  d'un  reseau  B,  le  rap- 
port des  reseaux  est  entier. 

En  effet,  pour  que  metn  soient  en  tiers  toutes  les  fois  que  et  v  le  sont, 
il  faut  et  il  sufBt  que  a,  |5,  7,  S  soient  entiers. 

Theorems  V.  —  Si  deux  reseaucc  sont  cquimlents,  leur  rapport  est 
unitaire. 

En  effet,  il  doit  etre  entier,  et,  de  plus,  m  et  n  doivent  pouvoir  prendre 
toutes  les  valeurs  entieres  quand  et  v  prennent  toutes  les  valeurs  en- 
tieres. 

Reduction  d'un  reseau  a  sa  plus  simple  expression. 

Parmi  tons  les  reseaux  qui  sont  equivalents  a  un  reseau  donne,  il  en  est 
une  infinite  dont  Texpression  est  de  la  forme 


[::] 


(3) 

XLFH*  Cahier.  2^ 
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Pour  amener  a  la  forme  (3)  un  reseau  dopne 


(4) 


[: :] 


on  operera  de  la  maniere  suivante. 

Soil  D  le  plus  grand  commun  diviseur  de  c  et  de  d. 

Soient  ^  =        =  S. 

On  pourra  loujours  resoudre  T^quation 

par  des  valeurs  entieres  de  a  et  de  |3,  puisque  7  et  ^  sont  premiers  entre 
eux. 

On  multipliera  alors  le  reseau  (4)  par  le  rapport 

•7. 

qui  est  unitaire,  et  il  viendra 


[«  —7] 


[a|3+  boc,  aS  —  by'} 
c^-i-doc,  c<r — dy  J 


ou 

cS  —  dy  —  o. 

Le  reseau  (4)  est  done  reduit  a  la  forme  (3).  Gette  reduction  a  deja  ete 
indiquee  par  Eisenstein  dans  ses  Mathematisclie  Ahhandlungen. 


Conditions  d' equivalence  de  deux  reseaux. 
Pour  que  deux  reseaux 
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soient  equivalents,  il  faut  et  il  suffit  que 

c  =  c\  b  =  b\ 
a^d  (mod.^>). 

Conditions  de  di\>isibilite. 

Pour  que  R'  divise  R,  il  faut  et  il  suffit  que 

c~o  (mod.  c'),    b  =  o  (mod.i'), 
a^a!  ^,  (mod.  ft'). 

Plus  grand  commun  diviseur  et  plus  petit  commun  multiple. 

Le  plus  petit  commun  multiple  de  R  et  de  R'  est  le  systeme  des  points 
communs  a  ces  deux  reseaux. 

Leur  plus  grand  commun  diviseur  est  le  systeme  des  points 

=  am  4-  ft/H-  a'm'  H- 

oil  m,  /i,  m',  n!  prennent  toutes  les  valeurs  entieres  positives  et  negatives. 

D'apres  le  theoreme  I,  si  les  deux  reseaux  sont  entiers,  ces  deux  sys- 
temes  de  points  sont  des  reseaux.  Le  premier  est  un  commun  multiple  de  R 
et  R'  et  celui  dont  la  norme  est  la  plus  petite;  le  second  est  un  de  leurs 
communs  diviseurs  et  celui  dont  la  norme  est  la  plus  grande. 

Probleme.  —  Si  le  p.  p.  c.  -m.  et  le  p.  g.  c.  d.  de  R  et  de  R'  sont  res- 
pecWement 

!]•  -  -[J 

calculer      B,  C,  A',  B',  C. 
Soient 

G,  le  p.  g.  c.  d.  de  c  et  c\ 
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le  p.  g.  c.  d,  de 

6,  y  et  ay — 

/3  le  p.  g-  c.  d.  de 

h  et  V\ 

a  et  a  deux  nombres  entiers  tels  que 

ay     oly  —  i . 
Pour  que      divise  R  et  R',  il  faut  et  il  suffit  que 

CE^c'=o  (mod.  C),    b^  y—.o  (mod.B), 

c  d 

r/z^Ag  (mod.B),    a'=A^  (mod.B). 

Or  les  deux  premieres  congruences  peuvent  se  remplacer  par 

C,  ^o  (mod.C), 

les  deux  dernieres  par 

C 

ay' — a'y  =  o  (mod.B),    aa  +  a'a'— A~  (mod.B). 

Done,  pour  que  R^  divise  R  et  R',  il  faut  et  il  suffit  que 

C,  ^o  (mod.C),  £:-.ay' ~  a'y^o  (mod.B), 

(I 


aaH  a'a'^A^  (mod.B) 


ou  que 

G,  =  o  (mod.C),    B,  =  o,    au-v-a'u^k—  (mod.B), 

c'est-a-dire  qu  il  divisera  R  et  R',  pourvu  qu'il  divise  le  reseau 

race -ha' a'  B,! 

L  oj' 

Mais  la  norme  de  R,  doit  etre  aussi  grande  que  possible;  on  a  done 

B--B/,    C--C,,    A  ~aa4-aa  (mod.B). 
Cherchons  maintenant  A',  B',  C^ 
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Pour  que  R  et  R'  divisent  R'^ ,  il  faut  et  il  suffit  que 
C^o  (mod.c),    C  =  o  (mod.c'),    B'^o  (mod. 6),    B'=^o  (mod.^>'), 
A'~^a—  (mod.        A'f^a'^  (mod.  6') 

OU  bien  que 

C'heo  ^mod.  B'h:-  o  ^mod.^^> 

A' —a—  (mod.^),    k'~a'-^  (mod.  i'). 

Posons 

les  deux  dernieres  congruences  deviendront 

(5)  A'=ay'A  (mod.i),    M^a'yh  (mod.i'). 

d  oil 

[ay' — «'7)a  =  o  (mod./3), 

OU 
OU 


Soil  A'j  un  nombre  entier  qui  satisfasse  aux  congruences 
A'j^ay'g-  (mod.ft),    M^  —  a'y~  (mod.  6'). 

Les  deux  congruences  (5)  pourront  se  remplacer  par  les  deux  con- 
gruences 

A  — o  fmod.—-^?    A'  — A'j^  ^mod.  • 
Done,  pour  que  R'^  soit  multiple  de  R  et  de  R',  il  faut  et  il  suffit  que 
C'^  o  (mod.     i)  ■    I^-  o  (.od.       ,    A'^  a;  e^".  f ) , 
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Mais  la  nonne  de  R'j  doit  etre  aussi  petite  que  possible ;  on  a  ddtic 

A'  =  A'„    B'='f  C'=.g|. 

Theoreme  VI.  —  Le  produit  des  normes  de  deux  reseaux  est  egal  au 
produit  des  normes  de  leur  p.  g.  c.  d.  et  de  leur  p.  p.  c.  m. 

En  effet,  on  a 


on  a  done,  en  multipliant, 


B=B,,    C=C,,    B'=^^5    C'-— g^^, 


BCB'C=bcb'c\  c.  q.  F.  D. 

Theoreme  VII .  —  l^out  dinseur  commun.a  deux  reseaux  dwise  leur 
plus  grand  commun  dwiseur. 

Theoreme  VIII.  —  Tout  multiple  commun  a  deux  reseaux  est  multiple 
de  leur  p^p*  c.  m. 

II  suf&t  d'enoncer  ces  deux  resultats  pour  que  Ton  saisisse  immediate- 
ment  leur  evidence. 

Definitions.  —  On  appelle  reseau  premier  un  reseau  dont  la  norme  est 
un  nombre  premier,  rSseau  second  un  reseau  dont  la  norme  est  une  puis- 
sance d'un  nombre  premier. 

ThiIoreme  IX.  —  Un  rSseau  quelconque  peut  etre  considSrS  comme  le 
p.  p.  c.  m.  d'un  certain  nombre  de  r6seaux  seconds  premiers  entre  eux. 


Soit  cn  effet 


la  norme  du  reseau  donne  decomposee  en  facteurs  premiers. 
Ge  reseau  aura  un  diviseur  de  norme 


Digitized  by 


DES  FORMES  QUADRATIQUfiS  DEFINIES  OU  INDEFINIES.  19! 

Soit  en  effet 

r     A  p'-g>-''r-'-'-l 

on  pourra  toujours  choisir  a  de  telle  fa^on  que 

aq^'r^'z^X  (mod. 
et  par  consequent  que  le  reseau 

':'] 

divise  R. 

Le  reseau  P^^  qui  divise  R  a  pour  norme     ;  on  trouverait  de  meme  des 
reseaux  Qp,  R^  divisant  R  et  ayant  pour  norme     et  r^. 
Done  R  est  multiple  de 

H  =  p.  p.  c.  m.  de  P^,  Qp,  R^. 
Mais  Pa>  Qp?  Ry  etant  premiers  deux  a  deux,  on  a 
norme  H  =  norme  P^^  X  norme  Qp  X  norme  R^  =  p'^q^r'^  =  norme  R. 
Done 

R==;H.  c.  Q.  F.  D, 

Notation  nouvelle.  —  Considerons  le  systeme  des  points  dont  les  coor- 
donnees  sont  deBnies  par  les  equations 

J  =  |3,     H-        +    m,  +  /3,  , 

oil  les  a  et  les  |3  sont  des  quantites  donnees  et  les  m  des  variables  qui 
peuvent  prendre  toutes  les  valeurs  entieres  positives  ou  negatives. 

Si  les  a  et  les  |3  ont  une  commune  mesure,  ce  systeme  de  points  est  un 
reseau ;  nous  le  representerons  par  la  notation 

^1  h 
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Par  example ,  le  p.  g.  c.  d.  de 


sera 


Va    b    a'    b'  \ 

[c  d  c'  d;\' 


Th^oreme  X.  —  La  norme  de 


[«,  «2 


est  le  p.  g.  c.  d.  des  normes  de 

Fee,  «,-|    r«.  «3-l 

En  effet,  soit  S  la  plus  grande  commune  mesure  de 

P,; 

soient /3,^  A,  S,  /B^^^S,  133  =  ^38. 

Soit     la  plus  grande  commune  mesure  de 

Les  nombres  A,,  Aj,  A,  seront  des  entiers  premiers  entre  eux;  il  exis- 
tera  done  trois  nombres  fx^^  /^c^,  /u^  tels  que 

At,  A,  -h  u^\-\-  fx^\—  I. 

Posons  maintenant 

(a)  U?,  =  .At,M,-hN,A3+    o   —  N,A,, 

( /n3  =  /^3M,  — N^Ag— N,A,-4-    o  ; 

a  tout  systeme  de  valeurs  entieres  de  M,,  N,,  N^,       correspondra  un 


Digitized  by 


DES  FORMES  QUADRATIQUES  DEFINIES  OU  INDEFINIES.  IQS 

systeme  de  valeurs  entieres  de  m,,  m^j      \  de  meme  on  pourra  choisir 
un  systeme  de  valeurs  entieres  de  M,,  N^,  Nj,      tel  que  m,,  m^, 
prennent  des  valeurs  entieres  quelconques. 

Car  les  determinants  dont  le  complexe  est  represente  par 


o 

K 

o 

-A, 

o 

sont  premiers  entre  eux,  puisqu'il  est  aise  de  voir  que  ceux  que  Ton 
obtient  en  supprimant  la  deuxieme,  la  troisieme  et  la  quatrieme  colonne 
sont  egaux  respectivement  a  A, ,  A^,  A,. 

Done  le  reseau  propose  est  equivalent  a  celui  qu'on  en  deduit  par  la 
substitution  (a)  et  qui  s'ecrit 

Pi     +         H-  /33^3    /3,  A,~  p,A.     |3,  A3  -  p3  A,     |3,A3  —  ^3 A,  J 


OU 


o  o 


o  J 


qui  est  eviderament  equivalent  a 


[ 


1'] 


c'est-a-dire  que  la  norme  du  reseau  propose  est  egale  a  ,  e'est-a-dire  a 
la  plus  grande  commune  mesure  de 


OU  de 


A2  —  a, aJ  S,     (a., A3  —  a3 Aj)  8,     [a,  \  —  «3 A, )  8 


Remarque  I.  —  Le  meme  raisonnement  s'applique  dans  le  cas  de 
quatre  variables. 

XLVir  Cahier.  i5 


Digitized  by 


H.  POINCARE. 

La  norme  du  reseau 


13.    ^    ^  /3J 


est  alors  la  plus  grande  commune  mesure  de 

/32  —  ^1  ^2  >  Pa  —  ^1  ^8  .        «!        —  Pi  ^4  > 

^2/33  —  Pa^s^    ^2^4  —  p2a4>    a3/34  —  Pia4- 

Remarque  II.  —  Gette  methode  peut  servir  a  la  recherche  du  p.  g.  c.  d. 
de  deux  reseaux. 

Notation  nomelle,  —  Les  points  dont  les  coordonnees  sont  entieres  et 
satisfont  a  la  congruence 

(i5)  ax-^-by^o  (mod.c), 

oil  a,  ft  et  c  sont  entiers,  forment  un  reseau. 

En  effet,  on  peut  supposer  a  el  b  premiers  entre  eux,  car,  s'ils  ne 
Tetaient  pas,  soit  D  le  p.  g.  c.  d.  de  a,  de  b  et  de  c,  soit  D'  le  p.  g.  c.  d. 

de  g  et  g>  on  pourrait  remplacer  la  congruence  (i5)  par  celle-ci  : 


^x^^^y^o  (mod.^). 


Or,  a  et  ft  etant  premiers  entre  eux,  soit  I  le  p.  g.  c.  d.  de  a  et  de  c, 
on  doit  avoir 

X^o  (mod.^), 

d'oii 

y  =  Sm. 

II  vient  alors 

J  a;  +  ft/n  =  o  ^mod.  > 
d'oii,  si  k  est  le  nombre  des  nombres  premiers  avec  |  et  plus  petits  que  lui, 

X  +  o  ^mod.  ^  y 
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liCS  points  en  question  forment  done  le  reseau 

[-'f  ■]• 

d'ou  Ton  conclut  aisement  que  : 

THi£oRi:ME  XI.  —  La  norme  du  reseau  dSfini par  la  congruence  {i5), 
oiiaetb  sont  premiers  entre  euXy  est  Sgale  a  c. 
Th^orI^me  XII.  —  Pour  quun  reseau 

puisse  etre  reprhente  par  une  congruence  telle  que  (1  5),  i7  faut  et  il  suffit 
que  a,  |3,  7  soient  des  nombres  entiers  premiers  entre  eux. 

En  efFet,  le  reseau  d^fini  par  la  congruence  (i  5)  s'ecrivant 

[-'F'  !]• 

je  dis  d'abord  que 

(16)  s,  |,  ^(^y-' 

sont  premiers  entre  eux. 
En  effet  : 

1  J",  ^  et  ^>  sont  premiers  entre  eux ,  car  tout  nombre  qui  diviserait  S 
et  h  diviserait  a  et  ft,  qui  sont  premiers  entre  eux. 

2**  ^>  5  I  sont  premiers  entre  eux,  parce  que  5  et  ^  sont  premiers 
entre  eux. 

Done  les  nombres  (16)  sont  premiers  entre  eux.  c.  q.  f.  d. 
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Je  dis  reciproquement  que,  si  a,  p  et  7  sont  premiers  entre  eux,  le 
reseau 

[7  o] 

pent  etre  represente  par  une  congruence  telle  que  (i5). 

Soit  en  effet  A  le  p.  g.  c.  d,  de  a  et  de  p;  soient  ^  et  n  deux  nombres 
tels  que 

.4-  |3>i  =  A. 

Soit 

0.  =  e  +  4, 


d'ou 

+      ^  A. 

0  et  ^etant  premiers  entre  eux,  nous  choisirons  A  de  telle  facon  que 
soit  un  nombre  premier  plus  grand  que  A,  ce  qui  est  toujours  possible, 
ainsi  que  Lejeune-Dirichlet  Ta  demontre,  puisque  ^  et  ^  sont  premiers 
entre  eux. 

Puisque  y  et     sont  premiers  avec  A,  il  en  sera  de  meme  de  . 
Gela  pose,  multiplions  les  deux  equations 

X  —  am  -f-  |3/2, 

respectivement  par 

—  y^,  et  a^,  +  (S>f,  =  A 

et  ajoutons ;  il  viendra 
d'ou 

(17)  (a^,H-|3>i,)j  — 7^,a;  =  o  (mod.py). 

Done  le  reseau  represente  par  la  congruence  {17)  divise  le  reseau 
donne;  mais  ils  ont  meme  norme  (37,  puisque  a^,  -hP>»i  et  7^,  sont  pre- 
miers entre  eux.  Done  ils  sont  equivalents.  c.  q.  f.  d. 
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Corollaire.  —  Pour  qu'un  reseau 

puisse  etre  represente  par  une  congruence  telle  que  (i  5),  il  faut  et  ii  sufBt 
que  a,     7,  (Tsoient  des  nombres  entiers  premiers  entre  eux. 

Tn^ORfeME  XIII.  —  Pour  quun  reseau 

ax-^by^o  (mod.  c) 

soit  dwisible  par  le  riseau 

CL  X  -\'Vy  =  0  (mod.  c'), 

il  faut  et  il  suffit  que 

aV — 6a'=c  =  o  (mod.c'). 

En  effet  : 

I®  Je  dis  que  ces  conditions  sont  suffisantes. 

En  effet,  snpposons  qu'elles  soient  reniplies;  je  vais  faire  voir  que  deux 
nombres  :r  et  J  qui  satisfontala  premiere  congruence  satisfont  egalement 
a  la  seconde. 

On  a,  en  effet, 

Ia\ax  by)  —  a{a'x  -\-  yy)=y[a'b  —  b'a), 
b\ax  ^  by)  -  b[a'x  +  b'y)  =  x(b' a  —  a'b). 

Or,  par  hypothese, 

ax-y-by  —  oib  —  b'a  =  o  (mod.  c'). 

Done  c'  divise 

a{a'x  4-  Uy)  et  b{a'x  +  b'y). 
Done,  puisque  a  et  ^>  sont  premiers  entre  eux,  il  divise  a\x  b'y. 

C.  Q.  F.  D. 

2®  Je  dis  que  ces  conditions  sont  necessaires. 

En  effet,  si  le  second  reseau  divise  le  premier,  la  norme  du  second 
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r^seau  doit  diviser  celle  du  premier,  c'est-a-dire  que 

c~o  (mod. c'). 

De  plus,  soient  x  ety  les  coordonnees  d'un  point  du  premier  reseau 
qui  appartient,  par  hypothese,  egalement  au  second;  on  aura 

ax  '\-  by  =  a' X  -\-b'y  =  o  (mod.c'). 

Or,  on  aura  pu  choisir  x  et  j  de  telle  facon  que  ces  deux  nombres  soient 
premiers  entre  eux  {voir  la  demonstration  du  theoreme  XII). 
Et  d'apres  les  equations  (i8),  on  aura 

y{a!b  —  b'a)=^x{ab  —  Ua)~o  (mod.  c') 

ou,  puisque  x  ely  sont  premiers  entre  eux, 

a'b  —  Va  =  o  (mod.c').  c.  q.  f.  d. 

Corollaire  1.  —  Pour  que  deux  reseaux 

ax-\-by  ==o  (mod.c), 
a!x  +  b'y  —o  (mod.  c') 

soient  Equivalents,  il  faut  et  il  suffit  que 

c~c\    ab' — boL~o  (mod.c). 

CoroUaire  IL  —  Un  reseau 

ax  -h  i J  =  o  (mod.  c) 

n'a  jamais  qu'un  diviseur  ayant  pour  norme  un  diviseur  donnE  de  c, 
y  par  exemple. 
En  efFet,  soit 

a;r+|3j=o  (mod.  7) 

un  diviseur  de  c  ayant  pour  norme  y ;  on  devra  avoir,  comme  condition 
de  divisibilite, 

a^  —  ocb^o  (mod.  7), 
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c  est-a-dire  que  le  reseau  diviseur  serait  equivalent  a 

ax-hby  =  o  (mod.  7).  c.     f.  d. 

Remarque.  —  Ce  corollaire  ne  serait  plus  vrai  dans  le  cas  oil  le  reseau 
donne  ne  pourrait  etre  represente  par  une  congruence  telle  que  (i5). 

Thj^oreme  XIV.  —  Les  deux  reseaux 

aX'^by=o  (mod.c), 
a'x  -h  b'y  =  o  (mod.  c') 

ont  pour  p.  g.  c.  d. 

ax     by^o  (mod.  7), 

oil  y  est  le  p.  g.  c.  d.  de 

c,      et  aV —  bol . 
En  effet,  le  p.  g.  c.  d.  cherche  divisant 

ax  -\-bj  =  o  (mod.  c) 
pent  se  mettre  sous  la  forme 

ax  '\'by  =  o  (mod.  7), 

oil  y  divise  c. 

Et  pour  qu'un  pareil  reseau  divise 

olx  H-  b'y  =  o  (mod.  d) 

et 

a^r+Aj=o  (mod.c), 

il  faut  et  il  suffit  que 

c  =  c'  =  ab' — W  =  o  (mod.  7'), 

c' est-a-dire  que  la  plus  grande  valeur  que  Ton  puisse  donner  a  y  est  le 
p.  g.  c.  d.  de 

c,  c'  et  aV  —  ba' .  c.  q.  f.  d. 
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DEUXIEME  PARTIE. 

REPRESENTATION  DES  NOMBRES  COMPLEXES  PAR  DES  POINTS. 

On  peut  supposer  que  le  point  dont  les  coordonnees  sont  x  et  x 
represente  le  nombre  complexe 

cette  representation  est  analogue  a  celle  du  nombre  imaginairea?+ jy/  —  i . 
On  sait  que,  dans  ce  cas,  on  nomme  module  et  argument  dex  jr  y— i 
les  quantites 

V/^'H-r%  arc  tang 

Par  analogie,  nous  nommerons  module  et  argument  de  x-^-y  y/D  les 
quantites 

^x^  —  f^D  et  -jpL=  arc  tang -^y/ — D. 

Si  D  est  negatif,  ces  quantites  sont  toujours  reelles  et  leur  signification 
geometrique  est  facile  a  trouver. 

Le  module  est  (si  ^  et  »f  sont  les  coordonnees  courantes)  le  rapport  du 
rayon  vecteur  qui  va  de  Torigine  au  point  (j?,  y)  au  segment  determine 
sur  ce  rayon  par  1' ellipse 

L'argument  est  le  double  de  Taire  comprise  entre  ce  rayon  vecteur,  cette 
ellipse  et  Taxe  des  x. 

Si  O  {fig.  i)  est  Forigine,  OA  et  OB  les  axes,  G  le  point  {x,  /),  ABD 
Tellipse 

on  a 

modC  =  §§, 
argC  =  2  X  aireODA. 
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Supposons  maintenant  que  D  soit  positif ;  le  module  ne  sera  reel  que  si 

a;'  — r'D  >  o. 

li  sera  alors  egai  au  rapport  du  vecteur  OC  au  segment  determine  sur  ce 
vecteur  par  I'hyperUole 


Si  —  r^D  <  o,  le  module  sera  imaginaire  et  egal  ay/ —  i  multiplie  par 
le  rapport  du  vecteur  OC  au  segment  determine  sur  ce  vecteur  par 
rhyperbole 


Fig.  I. 


Soit  A  I'argument ;  on  aura 


ou,  posant  ^  \/-h  D  =  m, 


I  m 

I  — 


OU 


Si  m  est  compris  entre  —  i  et  +  i ,  A  a  une  valeur  reelle  A  et  une 
infinite  de  valeurs  imaginaires 

A  -f  ~=  y/—  I     {k  entier  positif  ou  negatif); 
on  conviendra  de  donner  a  A  la  valeur  reelle  quand  x  sera  positif  et  la 

XLriP  Cahier.  26 
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valeur 

qnand  x  sera  negatif. 

La  valeur  de  A  est  positive  ou  negative  selon  que  m  ou  ~  est  positif  ou 
negatif.  Elle  est  encore  egale  au  double  de  Taire  comprise  entre  Taxe  des  a*, 
le  rayon  vecteur  OC  et  Thyperbole     —       =  i . 

Si  m  n'est  pas  compris  entre  —  i  et      i ,  c'est-a-dire  si 

^'-j'D<o, 

A  est  egal  a 

.    .   a/r-Hi  ttJ — i 

A  -H  , 

oil  A  est  reel,  A*  entier,  positif  ou  negatif. 
On  conviendra  de  choisir  la  valeur 


quand  y  sera  positif  et  la  valeur 


A-  " 


quand  y  sera  negatif. 

Le  module  d'un  produit  estle  produit  des  modules  des  facteurs. 
L'argument  d'un  produit  est  la  somme  des  arguments  des  facteurs. 
En  effet,  soit 

{x  4-7 03)  (j:,  -h  j,  v^D)  =  [xx,  +  jj,D  +  \/D{xx,  4-7^,)]; 


on  a 


[xx,  4-  JJ,  D  +  {xy,  ^yx, )]  =  ^  arc  tang  ^f^^^  =  ^  ^' 
d'oii 


tang <p  —  — ^  ^^^^  -  . 

Soit  de  meme 
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d'oix  _ 
tang4=^-^-5,  tang4.=^, 

d'oii  _ 

■r.V-D  ■  X  I — jQ 

tang.p=     ^.  ta,g|  +  tang^. 

d'oii 

(p  —  4      4i  Q- 

Gette  demonstration,  oil  m  est  entier,  positif  ou  negatif,  s'etend  au  cas 
oil  D  est  positif,  et  il  est  facile  de  voir  que,  si  Ton  s'en  tient  aux  conven- 
tions faites  precedemment,  /nest  toujours  egal  ao,a2  0ua  —  2. 

Th^oreme  XV.  —  Tous  les  nomhres  entiers  complexes  dont  le  module 
est  egal  a  i  sont  les  puissances  posit wes  et  negatii^es  d'un  meme  nombre 
entier  complexe. 

En  effet,  soient  A  et  B  deux  nombres  entiers  complexes  de  module  1 ; 
le  nombre  complexe 

A"*  B^ 

oil  m  et  n  sont  des  entiers  positifs  et  negatifs,  est  entier  et  de  module  1 . 
L'argument  de  A'^B"  est  egal  a 

margA  +  nargB. 

Si  les  arguments  de  A  et  de  B  n  avaient  pas  de  commune  mesure,  cette 
expression  pourrait  prendre  toutes  les  valeurs  possibles,  c'est-a-dire  que 
tous  les  points  de  T  hyperbole 

—  Dj^  =  I 

representeraient  des  nombres  complexes  entiers,  ce  qui  est  absurde.  Done 
ces  deux  arguments  ont  une  commune  mesure,  et  Texpression 

/nargA  -i-  n  ar 


Digitized  by 


204  H.  POINCARE. 

peut  etre  egalee  a  tous  les  multiples  positifs  et  negatifs  de  cette  commune 
raesure. 

Si  A  est  celui  des  nombres  entiers  complexes  de  module  i  dont  Targu- 
mentest  positif  et  le  plus  petit  possible,  son  argument  sera  cette  commune 
mesure,  de  sorte  que  I'argument  de  B  sera  un  multiple  de  celui  de  A ;  de 
sorte  que  B,  qui  est  un  nombre  entier  complexe  quelconque  de  module  i , 
sera  une  puissance  positive  ou  negative  de  A.  c.  q.  f.  d. 

Notation  nouvelle.  —  Soient 

A,  =  a,  +  b.sjDy 

A^  =  y/D 
une  serie  de  nombres  complexes ;  nous  representerons  le  reseau 

[a,  a,  a,l 

^    ^  K 

par  la  notation 

Si  Ton  a  alors  (par  exemple) 

le  reseau 

ne  sera  autre  que  le  reseau  qui  avec  les  anciennes  notations  s'ecrirait 

[a^c-{-Db^d    a^c-^-Db^d    a^c  -i-Db^d    a^c -^Db^d 
a^d-\-b^c       a^d-hb^c      a^d b^c  a^d+b^c 

Probleme  I.  —  Quelle  est  la  norme  da  rSseau 

A^m,  +  A2W2, 
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ou  et  Aj  sont  deux  nombres  complexes  dont  les  modules  et  les  argu- 
ments sont  respectwement  f^etf^^(p^et(p^'? 

Cetle  norme  est  eviderament  egale  a 

-^p,p,sin[v/— D((p,  ~(t>^)\ 

Probleme  II.  —  Trousfer  les  trois  coefficients  de  la  forme  quadraiique 

norme  (A  ^m,  +  A^m^). 

Soit 

norme (A^m,  +  A.^ni^)  =  am]  4-  ihm^m^  4-  cm\ ; 
on  aura  evidemment 

h  =  p,p,cos[v/^  D((p,  —  (p,)]. 

representation  DES  NOMBRES  COMPLEXES  PAR  DES  SERIES. 

Soit  a  uii  nombre  complexe  fractionnaire  dont  le  denominateur  est  plus 
grand  que  2  et  qui  ne  pent,  par  consequent,  satisfaire  a  une  equation  de  la 
forme 

(4)  +  A,_,  A,„_,ct'"-^     .  .  .  +  A,  a  +  A,  =  o, 

oil  les  A  sont  entiers. 
Soit      le  reseau 

oil  /B^,,  /i, ,  /ij,  •  .       sont  les  indeterminees,  et  qui  ne  pent  etre  equivalent 
au  reseau  R,^.,,  sans  quoi  une  equation  de  la  forme  (4)  se  trouverait 
satisfaite. 
Soit 
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1**  On  peut  prendre  m  assez  grand  pour  que  6,^c^  soit  aussi  petit  que 
ron  veut. 

En  efFet,  R,„  divisant  R,„_^ ,  on  a 

b^^^,c,^^,^o  (mod.6„,c,„). 
Comme  d'ailleurs  R,;,  et  R,„_,  ne  sont  pas  equivalents,  on  a 

ou  enfin 

inegalite  dont  le  second  membre  peut  evidemment  devenir  plus  petit  que 
toute  quantite  don  nee. 

2**  On  peut  prendre  m  assez  grand  pour  que  soit  aussi  petit  que  I'on 
veut. 

En  effet,  on  a  evidemment 

^m  =  o  (mod.e^^J. 

Done,  si  ne  pouvait  pas  devenir  plus  petit  que  toute  quantite  donnee, 
on  aurait,  a  partir  d'une  certaine  valeur  de  m, 

Or,  le  reseau  R,„^^  peut  s'ecrire 
si 

«  =  AH-  ^y/D. 

Done  on  a 

b^n^^o  (mod.c,^^,). 
Done,  si  Ton  suppose  que     ne  peut  pas  devenir  plus  petit  que  7,  on  aura 
c,„  =  o  (mod.  7),    b,^^~o  (mod. 7), 

d'ou  . 

*,«Cm  =  o  (^mod. '0  ou 
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ce  qui  est  impossible,  puisque  b^c^^  peut  devenir  plus  petit  que  toute 
quantite  donnee. 

3^  On  peut  toujours  prendre  m  assez  grand  pour  que  1' equidistance 
des  paralleles  menees  par  chacun  des  points  du  reseau  a  la  droite 
ao?  4-  pj  =  o  soit  aussi  petite  que  Ton  veut.  En  effet,  si  ~  est  incommen- 
surable,  cette  equidistiance  est  nulle;  il  suffit  done  d'envisager  le  cas  oil « 
et  0  sont  commensurables.  Soit  — —  I'equidistance  cherchee  pour  le 
reseau 


y  sera  la  plus  grande  commune  mesure  des  quatre  quantites 
et 

(aA  +  /3^)  a,,  +  (a^D  -f-  |3a)  c,„, 

de  sorte  qu*on  aura 

aa^-H/3c^~o  (mod.7), 
c^b,„  —  o  (mod.>), 
{uX-\-^li/.)b,^  —  o  (mod. 7), 
(«A  -t-  /3yu)  a,^  -h  («^D  -h  pA) ==  (mod.  7). 

Multipliant  la  premiere  congruence  par  la  deuxieme,  la  troisieme  par  la 
quatrieme,  il  vient 

a'«m*m  +  a|3^,n^m^o  (mod./), 
(aA  +  /3/u)V,„^>^  +  (aAH-  /3Ae)(«^D  +  /3a)*,„c,„  =  o  (mod.7'), 

OU,  si  A  et  6  sont  les  quotients  de  et  (aA  -f-  /3ac)^  par  leur  plus  grande 
commune  mesure, 

[apB  —  (aA  ^  (3a6)  («^D  H-  pA)  A]  6,,c^  =  o  (mod.    ) . 

Done,  puisque  b^^c^  tend  vers  zero  quand  m  tend  vers  Tinfini,  le  premier 
membre  de  cette  congruence,  et  par  consequent  le  module  7-,  tendra 
egalement  vers  zero.  c.  q.  f.  d. 
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4°  Soit  7,„  r equidistance  des  paralleles  menees  par  chacun  des  points  du 
reseau      a  la  droite  ao?  +      =  o. 
On  a 

Xi^p^  representant  une  fonction  discontinue  et  togjours  finie  de  ^*  Soit 
la  plus  grande  valeur  de  fm{^^"  qu'on  peut  prendre  m  assez 

grand  pour  que  r,„  soit  aussi  petit  qu'on  voudra,  plus  petit  que  par 
exemple. 

En  efFet,  soit  d'abord  m  —  \\f^[^  ne  pourra  prendre  one  valeur 
superieure  a  g  que  pour  un  nombre  fini  de  valeurs  de  ^»  a  savoir 
>  •  •  • »  ^  par  exemple. 

On  peut  toujours,  d  apres  ce  qu'on  vient  de  voir,  prendre  m  assez  grand 
pour  que 

/.(g)<..  X,(p;)<   /„(g)<.. 

D'ailleurs,  si  |  n'est  egal  ni  a  ~  >  ni  a  ~  >  •  •  •>  ni  a  ~  >  on  aura 

P  ^  Pi  Pi  p» 

fi$)<f. ($)<>. 

Done 

F,„  <  c.  Q.  F.  D. 

5**  On  peut  toujours  choisir  m  assez  grand  pour  qu'un  point  quelconque 
du  plan  soit  aussi  voisin  que  Ton  voudra  d'un  point  du  reseau  R^,  car  la 
distance  d'un  point  quelconque  du  plan  au  point  le  plus  rapproche  du 
reseau  R^  est  au  plus  egale  a  |  r^. 

Done  un  nombre  complexe  quelconque  existant  (entier,  fractionnaire 
ou  incommensurable)  peut  etre  represente,  avec  une  approximation  aussi 
grande  qu'on  voudra,  par  Texpression 

oil  les  n  sont  des  nombres  entiers  simples. 
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Theoreme  XVL  —  Si  une  infinite  de  nombres  complexes  appurtenant 
a  un  reseau  entier  sont  en  progression  geometriqiie  et  ont  meme  module, 
le  rapport  x  de  deux  quelconques  d'entre  eux  [et  en  particulier  la  raison 
de  la  progression  geomStrique)  satisfait  a  une  equation  de  la  forme 

x^  +  px  4-1  =  0, 

oil  p  est  entier. 

En  eflFet,  si  A  est  un  des  nombres  complexes  en  question,  le  reseau 
donne  est  un  dlviseur  du  reseau 

quelque  grand  que  soit  m.  Or,  si  x  ne  satisfaisait  pas  a  une  equation 

or^-f- px  H-  y  ==  o 

(ou  p  el  q  sont  entiers),  le  reseau  aurait  une  norme  aussi  petite  que 
Ton  veut,  ce  qui  est  absurde;  de  plus, 

mod  Ao?  =  mod  A, 
moda:  =  i, 

q  =  \.  c.  Q.  F,  D. 


TROISI^IME  PARTIE. 

REPRESENTATION  DES  FORMES  PAR  DES  RESEAUX. 

Definition.  —  Nous  dirons  que  le  reseau 

(r  =  am  -i-  bn^  y  =  cm  dn) 

represente  la  forme 

{am  4-  bny —  D{cm  -h  dny. 

XLVli*  Cahler.  27 
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li  est  evident  qu'une  forme  quelconque 

arri^  4-  o.hmn  H-  cn^ 
est  representee  par  le  reseau 

fa 

V  i>« 

Thi^oremb  XVII.  —  Le  determinant  de  la  forme  representee  par  un 
rSseau  est  egal  a  D  multiplie  par  le  car  re  de  la  norme  de  ce  reseau. 

En  effet,  si  Ton  a 

(amH-  bny —  D(cm-f-rf/i)^  =  A/n*-h  2Bm/^^-C/^', 

on  aura 

A  =  a»  — Dc% 
B  =ai  —  Dcdj 
C  =  b'  -  Dd", 

B^  — AC  =  D{ad—  boy.  c.  q.  f.  d. 

Definitions.  —     On  dira  que  le  reseau 

Am  H-  Bn 
est  directenient  semblable  au  reseau 

{Am-^Bn)C, 

C  etant  un  nombre  complexe  quelconque. 
2®  On  dira  que  le  reseau 

Am  H-  Bn 

est  egal  au  reseau 

(Am  +  B/^)C 

si  la  norme  de  C  est  egale  a  i . 

3"*  On  dira  que  le  reseau  A  est  directement  similaire  au  reseau  B  s'il 
est  semblable  directement  a  un  reseau  G  equivalent  a  B. 
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4**  On  dira  que  le  reseau  A  est  symetrique  du  reseau 

[erf] 

s*il  est  ^gal  au  reseau 

5°  On  dira  que  le  reseau  A  est  inversement  semblable  au  reseau 

[: :] 

s'il  est  directement  semblable  au  reseau 

6**  On  dira  que  deux  formes  sont  semblables  si  elles  sont  derivees  d'une 
meme  primitive. 

Remarque.  —  Ces  expressions  de  similitude  et  d'SgalitS,  empruntees 
a  la  Geometrie,  pourront  etonner  au  premier  abord;  elles  se  justifieront 
toutefois  si  Ton  remarque  que,  si  Ton  fait  la  transformation  homogra- 
phique 

les  transformes  de  deux  reseaux  semblables  ou  egaux  (selon  les  defini- 
tions qui  precedent)  seront  des  reseaux  parallelogrammatiques,  geome- 
triquement  semblables  ou  egaux. 

De  meme  nous  dirons  que  des  triangles  fondamentaux  de  deux  reseaux 
semblables  ou  egaux  sont  semblables  ou  egaux,  et  cette  denomination 
n'engendrera  pas  de  confusion,  parce  qu'il  ne  sera  jamais  question  entre 
ces  figures  d'egalite  ou  de  similitude  geometrique. 

Rcsultats  divers.  —  Les  definitions  qui  precedent  permettent  d'enoncer 
immediatement  les  resultats  suivants  : 
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1®  Deux  reseaux  egaux  ou  symetriques  representent  la  meme  forme 
ou  des  formes  opposees. 

2**  Deux  reseaux  equivalents  representent  des  formes  equivalentes. 
3°  Deux  reseaux  semblables  representent  des  formes  semblables. 

Thi^oreme  XVIII.  —  Une  meme  forme  ne  peat  etre  reprisentie  que 
par  des  reseaux  egaux  ou  symetriques. 

En  effet,  pour  que  les  reseaux 

[;  '.]•  [;:  i] 

soient  egaux  ou  symetriques,  il  faut  et  il  suffit  que 
oil 

ainsi  qu  il  est  aise  de  s'en  assurer  en  se  reportant  a  la  definition  de  Tega- 
lite  et  de  la  symetrie  des  reseaux. 
On  doit  avoir,  quels  que  soient  m  et 

{dm  +  ^ny  —  D(7m  +       =  (a, m  4-    rtf  —  D(y, m  +  ny 

ou,  posant  a,  m  +  |3,  n  =  a:,  7,  m  +    /i  =  j, 


L>  sJ  Lv  AVy. 


d'ou 

am  +  /3«  =  Aa?-t- /uj,         +     =  va; -hpj; 
on  aura  identiquement 

-  Dj'  =  (A.r  +        -  D(va:  -h  pj)% 

d'ou 

I  A»  —  Dv»  =  I , 
(19  I  A,« — Dvp  =  o, 

M»  —  Dp»  =  D. 
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II  faut  faire  voir  que 

/u  =  =t:Dv,    p  =  ±A. 
En  effet,  des  equations  (19)  on  tire 

(20)  A^  =  Dvp, 

(21)  aV'  =  D'v'p% 

(22)  DvV'-D'v'p'  =  D'v'. 
De  (21)  et  de  (22)  nous  tirerons 

(23)  (A^— Dv^)A6^=D^% 

ou,  puisque  V  —  Dv^  =  1 ,     =  , 

(24)  ^==fcDv. 

RemplaQant  ^  par  sa  valeur  (24)  dans  Tequation  (20),  il  vient,  en  divisant 
par  Dv, 

A  =  ±  p.  c.  Q.  F.  D. 

CoroUaire.  —  La  forme  principale 

ne  pent  etre  representee  que  par  Fun  des  reseaux 


Ta  ztDvl 


ou 

A^-Dv'=i. 

Definitions.  —  Pour  abreger  le  langage  dans  ce  qui  va  suivre,  nous 
appellerons  le  p  d'une  forme  la  racine  carree  de  son  determinant  divise 
par  D. 

Le     et  le  ^  de  la  forme 
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seront  respectivement  les  p.  g.  c.  d.  de 

a,  2^>,  c 

et  de 

a,  fe,  c. 

Son  e  et  son  e  seront  definis  par  les  equations 

P  P 

Le  Pj  le  771,  le  ytt,  le  e  et  le  g  d'un  reseau  seront  le  Py  le  m,  le  yu,  le  ^  et 
le  €  de  la  forme  qu'il  represente. 

II  est  evident  que  le  p  d'un  reseau  n'est  autre  chose  que  sa  nornie. 

Le  reseau  sera  dit  propre  ou  impropre  selon  qu'il  representera  une 
forme  derivee  d'une  forme  proprement  ou  improprement  primitive,  c'est- 
a-dire  selon  que  son  m  sera  ou  non  egal  a  son     ou  son  e  a  son 

THj^oaiME  XIX.  —  Pour  quun  risedu  donn4 

Am  -h  B/i 

dwise  le  reseau 

il  faut  et  il  suffit  que  h  soil  dwisible  par  I'e  du  reseau  donne. 

En  effet,  supposons  que  le  reseau  Am  +  Bn  reduit  a  sa  plus  simple 
expression  s'ecrive 


Le  reseau 
s'ecrira  alors 


[;:] 


OU 


h\/D{Arn-hBn) 
Av/D[(a  +  >v^)m-+-/3/i] 
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Pour  qu'il  soit  multiple  de  Am  +  B/i,  il  faut  et  il  suffit  que  les  equations 

hyD  =  um  4-  |3/i, 
ha  =  ym, 

h^  =  ym^ 

donnent  pour  m,     m/,  n^  des  valeurs  entieres,  ce  qui  exige  que 

h(x^h^  =  o  (mod.  7), 
k^'~^^f^o  (mod./3) 

ou 

Aap  =  Ap^  =  A(a'— D7^)--o  (mod./Sy), 
ou,  puisque    =     et  que    est  le  p.  g.  c.  d.  de  ap,     et  — 

hf4  =  o  (mod.^), 

A  =  o  ^mod. 

h  =  o  (mod.  f).  c.  Q.  p.  D. 

CoroUaire.  —  Pour  qu*un  reseau  donn^ 

km  +  B/i 

divise  le  reseau 

oil  £  et  II  sont  entiers,  il  faut  et  il  suffit  que 

u^o  (mod.  g). 
Th^or&me  XX.  —  Pour  quun  reseau  dortne 

Am  H-  B/i 

dmse  {pour  une  valeur  convenablement  choisie  de  t)  le  rheau 


ou 


ou 


(i-hi/V^)(Am  +  B/i), 
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out  et  u  sont  entiers,  il  faiit  et  il  suffit  que 

w  =  o  (mod.c). 

De  plus,  pour  u  =  e,  on  devra  donner  a  t  une  valeur  paire  ou  impaire 
selon  que  le  reseau  donne  est  propre  ou  impropre. 

En  eflFet,  soient  encore 
d'oii 

^^4- wv/D^(Am  +  B/i) 

=  m[[iiyD  +  ^)  +      (e^a  4-    ^]  +  uyj^). 

Les  conditions  de  divisibilite  seront  alors  que  les  equations 

uyJi  -h  —  =  oLfn  4-  p/i, 
uoc-h-^  =ymy 

donnent  pour  m,  ai,  /w,,  ai,  des  valeurs  entieres,  c'est-a-dire  que  Ton  ait 

w^*  =  o  (mod.^y), 
2ua^=t^y  (mod.  2^7), 
— D7^)  =  o  (mod,p7). 

II  est  clair  que  ces  conditions  seront  remplies,  soit  pour  toutes  les 
valeurs  paires,  soit  pour  toutes  les  valeurs  impaires  de  toutes  les  fois 
que  Ton  aura 

u^^  =  iuoL^  =  u[u^ — Dy^)  =  o  (mod./3y) 
ou,  puisque  m  est  le  p.  g.  c.  d.  de  /3%  2a/3  et     —  Dy^,  et  que  c  =  — > 
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toutes  les  fois  que 

w  =  o  (mod.  e). 

Supposons  que  Ton  fasse 


Si  le  reseau  est  propre,  e  =  e  el 

ea^  =  o  (mod.  |37), 

doii 

t^y  =  o  (mod.  2|3y), 
t  =  o  (mod.  2). 

Si  au  contraire  le  reseau  est  impropre,  on  a  e  =  ^;  done  u  n'est  pas 
divisible  par  g ;  done  on  n*a  pas 

ea|3  =  o  (mod.py), 

et  Ton  n'a  pas  non  plus,  par  consequent, 

t  =  o  (mod.  2). 

Le  theoreme  enonce  est  done  demontre. 

Corollaire.  —  Pour  qu'un  reseau 

Am  +  B/i 

soit  impropre,  il  faut  et  il  suffit  qu^il  existe  un  reseau 

(^-f  wv^)(Am4-B/i) 

qui  soit  un  de  ses  multiples  et  oil  u  est  un  nombre  entier,  pendant  que  t 
est  un  nombre  entier  impair. 

Theoreme  XXI.  —  Pour  quun  reseau  entier  (^^  +  cy/Oj/w  +  bn  ait 
son  %  egdl  a  i ,  // /aut  et  il  suffit  que 

a--^b  =  o  (mod.c),  ^^D^mod.^^ 

XiriP  Oihier,  28 
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Soit 

(a  +  c^D)m-h  bn 

le  reseau  donne  reduit  a  sa  plus  simple  expression ;  pour  que  son  s  soit 
egal  a  1 9  il  faut  et  il  sufBt  que 

a* — Dc^  =  ab  =  b^  =  o  {mod.  be). 

Premier  cas.  —     b  etc  sont  premiers  entre  eux. 
Comme  on  a 

a^b~o  (mod.c), 

c  doit  etre  egal  a  i ,  sans  quoi,  comme  il  divise  a,  b  et  Cy  ces  trois  nombres 
ne  seraient  pas  premiers  entre  eux. 

Puisque  Ton  a  c  =  i ,  les  conditions  se  reduisent  a 

—  D  =  o  {mod.b). 

Second  cas.  —  a,  &  et  c  ne  sont  pas  premiers  entre  eux. 
Ge  cas  se  ramene  facilement  au  precedent.  En  efFet,  soit  d  le  p.  g.  c.  d. 
de  a,  6  et  c.  Soient 

a  —  a^dy    b  —  b^d,    c  =  c^d. 
a^jb^y  c,  seront  premiers  entre  eux,  et,  pour  que  le  reseau 

(a  +  c^D)m  +  bn 
ait  un  €  egal  a  i ,  il  faut  et  il  suffit  qu'il  en  soit  de  meme  de 

c'est-a-dire  que 

a]  —  D  =  o  (mod.fc^). 

PROBLfeME.  —  Rechercher  quelles  sont  les  transformations  qui  ramenent 
une  forme  a  elle-meme. 

Autrement  dit,  rechercher  si  un  reseau  est  similaire  a  lui-meme. 

Gherchons  d'abord  s'il  est  directement  similaire  a  lui-meme. 
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Soit  Am  le  reseau  donne,  oil  A  et  B  sont  des  nombres  complexes, 
m  el  n  les  indeterminees ;  rechercher  si  ce  reseau  est  equivalent  a 

CAm  -h  CB/^, 

OU  C  represente  un  nombre  complexe  independant  de  m  et  de  n. 
Je  dis  que  modC  =  i . 

En  effet,  s*il  n'en  etait  ainsi,  le  plus  petit  module  de  tous  les  nombres 
complexes  CAm-hCBn  serait  ou  plus  grand  ou  plus  petit  que  le  plus  petit 
module  de  tous  les  nombres  complexes  Am  B/i,  et,  par  consequent,  les 
deux  reseaux  ne  sauraient  etre  equivalents.  De  plus,  Am  -t-  G^Bn  et  en 
general  CAm  +  CBn  seront  equivalents  a  Am  +  B/i,  c'est-a-dire  que 
les  nombres  A,  AC^,  AC,  . . . ,  AC,  qui  sont  en  progression  geometrique, 
appartiennent  au  reseau  Am  -h  Bn.  Done  C  satisfait  a  une  equation  de  la 
forme 

C  +  /7C-+-i  =  o, 

ou  p  est  entier. 

Premier  cos.  —  p  est  pair.  Soit 

on  devra  avoir 

Soit    H-    y/D  la  racine  entiere  de  Tequation 

mode  =  I 
dont  Targument  est  le  plus  petit;  on  a 

(ou  m  est  entier,  positif  ou  negatif). 

Soit  Dg^  le  determinant  de  la  forme  donnee,  que  nous  supposerons 
toujours  primitive. 

Le  reseau  donne  est  un  diviseur  de 

s\/\){Am-+'Bn) 
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et  ne  divise  aucun  des  reseaux  tels  que 

Av/D(Am  +  B/i), 

a  molns  que 

h  =  o  (mod.  g). 

Pour  que  C(Am  +  B/i)  soit  equivalent  a  Am  +  Bai,  il  faut  done  et  il 
sufBt  que 

u~o  (mod.g). 
Deuxieme  cas.  —  p  est  impair*  Soit 

on  devra  avoir 

Dans  ce  cas,    u  et  D  sont  impairs. 
En  effet,  on  ne  pent  avoir  t  pair,  c^vt—p. 
Done  u^D  est  impair;  done  u  et  D  sont  impairs. 
De  plus, 

u=o  (mod.  g), 

car,  puisque  le  reseau  ^^^^^(A/n  +  B/i)  est  equivalent  a  Am  +  B/i, 

(« +  wy/O)  ( Am  +  ^n)  est  multiple  de  Am  B/e. 

De  plus,  il  faut,  d'apres  ce  qu'on  a  vu  plus  haul,  que  le  reseau  donne 
represente  une  forme  improprement  primitive. 

Troisieme  cas.  —  Rechercher  si  le  reseau  est  inversement  semblable  a 
lui-meme. 

Soit  Am  +  B/i  le  reseau  donne;  soit  A,m  +  B,/i  le  reseau  que  Ton 
obtient  en  changeant,  dans  Am     B/i,  y/D  en  —  y/D.  Soit 

G(A,m  +  B,/?) 

un  reseau  semblable  a  A^m  +  B,/i  et  equivalent  a  Am  +  hn. 

Soient  p  et  ^  le  module  et  Targument  d'un  point  quelconque  du  reseau 


Digitized  by 


DES  FORMES  QUADRATIQUES  DEFIiVIES  OU  INDEFINIES.  22) 

Am  -h  B/i,  p  et  —  <p  ceux  du  point  correspondant  de  A,m  4-  B,n,  Ret 
ceux  de  C  (R  =  1).  liC  reseau 

C(A,m  +  B,;i) 
comprendra  le  point  qui  a  pour  module  et  pour  argument 

p  et  CO  —  <p. 

Ce  point  doit  faire  partie  du  reseau  Am  -h  Rn.  II  faut  done  et  il  suflfit 
que  ce  reseau  se  reproduise  quand  on  change  le  module  et  I'argument  p 
et  (p  de  tons  ses  points  en  p  et  o)  —  ^. 

Le  reseau  est  alors  semblable  a  un  reseau 

am  4-  bn, 

qui  ne  change  pas  quand  on  change  y/D  en  —  y/D,  car  le  reseau 

(Am  +  B/2)C, 

oil  G  a  pour  module  i  et  pour  argument  —  ^>  contient  a  la  fois  les  points 


CO 

— : 
2 


•J 


c'est-a-dire  qu'il  ne  change  pas  quand  on  y  change  tons  les  arguments  de 
signe. 

DES  TRIANGLES  AMBIGUS. 

On  sait  que,  pour  reconnaitre  requivalence  de  deux  formes,  on  ramene 
ces  deux  formes  a  des  formes  equivalentes  plus  simples  appelees  formes 
reduites,  et  Ton  examine  si  les  formes  reduites  obtenues  sont  identiqnes 
(si  D  <  o)  OU  appartiennent  a  une  meme  periode  (si  D  >  o). 

Dans  le  cas  oil  D  <  o,  on  se  sert  depuis  longtemps  d'une  representa- 
tion geometrique  des  formes  qui  ne  dififere  de  celle  que  je  propose  dans 
ce  travail  que  parce  queries  ordonnees  et  les  abscisses  des  differents 
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points  des  reseaux  sont  multipliees  par  certains  rapports  donnas.  Dans 
ce  cas,  on  sait  parfaitement  a  quoi  correspondent  geometriquenient  les 
formes  dites  reduites  et  les  formes  contignes;  une  pareille  recherche  ne 
nous  conduirait  a  rien  de  nouveau ;  nous  nous  restreindrons  done  au  cas 
ouD<o. 

Definitions.  —  Nous  appellerons  premiere  asymptote  la  droite  yjDx = j, 
seconde  asymptote  la  ATo\ieyJ^x^  ^ytriangkfondamentalnn\T\^n 
forme  par  I'origine  et  deux  points  du  reseaU  donne,  et  ne  contenant  a 
son  interieur  aucun  autre  point  du  reseau  (Taire  de  triangle  est  egale  a 
la  demi-norme),  triangle  ambigu  un  triangle  fondamentai  P''^" 
miere  asymptote  soit  interieure  a  Tangle  du  triangle  qui  a  sou  sommet  a 
Torigine  et  la  seconde  asymptote  exterieure  a  cet  angle. 

Par  exemple,  dans  la  fig.  2,  oil  OX  et  OY  sont  les  asymptotes,  OAb 
un  triangle  ambigu. 

Fig.  2.  Fig.  3. 


Si  Ton  complete  le  parallelogramme  OABC  {fig.  3),  dont  une  moitie 
est  un  triangle  fondamentai  OAB,  les  triangles  OAC  et  OBC  sont  aussi 
fondamentaux ;  on  les  appellera  triangles  deriifSs  de  OAB.  De  meme,  OAB 
sera  le  primitif  de  OAC. 

Tout  triangle  OAB  a  deux  primitifs  OAD  et  OBE. 


Fig.  4. 


E  0  D 


THEORfeME  XXII.  —  Parmi  les  triangles  fondamentaux  d^un  rSseau, 
ily  en  a  toujours  qui  sont  ambigus. 
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En  effet,  soientX^OX,  Y^OY  les  deux  asymptotes;  soient  A  etB  deux 
points  du  reseau,  situes,  le  premier  dans  Tangle  XOY,  le  second  dans 
Tangle  XOY,. 


Fig.  5. 


Supposons  que  le  triangle  OAB  contienne  un  certain  nombre  de 
points  du  reseau  G^,  C,,,  .  ,  . ,  C„;  supposons  que,  en  faisant  tourner  une 
droite  OX  autour  de  O  depuis  OA  jusqu'a  OB,  cette  droite  rencontre  sue- 
cessivement  les  points  C^,  G^,  .  .  . ,  G„;  les  triangles 

OAG,,  OG,G„  OG.G,,         OG_,G„  OG„B 

sont  fondamentaux,  et  Tun  au  nioins  d'entre  eux  contient  a  Tinterieur  de 
son  angle 

la  premiere  asymptote  et  est  par  consequent  ambigu. 

Theoreme  XXIII.  —  Si  un  triangle  est  ambigu,  un  de  ses  deux 
derives,  et  un  seul,  est  ambigu. 

Car  la  premiere  asymptote  [O^,  fig.  2)  est  comprise  soit  dans  Tangle 
AOG,  soit  dans  Tangle  GOB,  puisqu'elle  Test  dans  Tangle  AOB. 

Thj^oreme  XXIV.  —  Si  un  triangle  est  ambigu,  un  de  ses  deux  pri- 
mitifs,  et  un  seul,  est  ambigu. 

Car  la  seconde  asymptote  {OY,  fig.  3),  n'etant  pas  comprise  dans 
Tangle  AOB,  est  soit  dans  Tangle  BOD,  soit  dans  Tangle  AOE,  et  par  con- 
sequent soit  dans  Tangle  AOD,  soit  dans  Tangle  BOE;  quant  a  la  pre- 
miere asymptote,  qui  est  dans  Tangle  AOB,  elle  est  a  la  fois  dans  les  angles 
AOD  et  BOE. 
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Consequence.  —  II  existe  une  infinite  de  triangles  ambigus  disposes  en 
une  serie  continue  (periode)  de  telle  maniere  que  chacun  d'eux  soit  le 
derive  du  precedent  et  le  primitif  du  suivant. 

Chaque  triangle  de  la  periode  a  un  cote  conimun  avec  le  triangle  sui- 
vant. II  se  trouve  ainsi  qu'en  general  plusieurs  triangles  consecutifs  de  la 
periode  ont  un  cote  commun ;  nous  dirons  que  ces  triangles  appartiennent 
a  une  serie,  et  la  periode  se  trouvera  ainsi  divis^e  en  series. 

Le  dernier  triangle  d'une  serie  est  le  premier  de  la  serie  suivante;  un 
pareil  triangle  appartenant  a  deux  series  s'appelle  triangle  limitropJie ;  les 
triangles  limitrophes  correspondent  aux  formes  reduites. 

Th^oreme  XXV.  —  Si  un  rSseau  admet  deux  triangles  ambigus,  ces 
triangles  appartiennent  a  une  meme  periode. 

Fig.  6. 

/x 

/ 


/ 

/ 

/u 


En  eflet,  soit  OD  (Jig*  6)  un  cote  d'un  triangle  ambigu  appartenant  a 
un  reseau,  et  soit  une  periode  appartenant  au  meme  reseau  et  dont  deux 
triangles  consecutifs  soient  OAB,  OBC.  Supposons  que  le  triangle  dont 
fait  partie  OD  n'appartienne  pas  a  cette  periode.  La  droite  OD  devra 
etre  comprise  entre  deux  droites,  OA  et  OG  par  exemple,  faisant  partie  de 
deux  triangles  consecutifs  de  la  periode. 

Or,  d'apres  un  theoreme  du  a  Bravais,  si  OAB  et  OA,B^  sont  deux 
triangles  fondamentaux,  OA^  et  OB,  sont  toutes  deux  exterieures  ou  toutes 
deux  interieures  a  Tangle  BOA. 

Done,  si  OB,  D  est  le  triangle  dont  fait  partie  OD,  OB^  est  exterieur 
a  BOC  et  interieur  a  BOA,  et,  comme  il  ne  pent  etre  compris  dans  Tangle 
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AOC,  puisque,  le  triangle  etant  ambigu,  il  doit  etre  dans  Tangle  XOY^ 
(YY^,  XX,  etant  les  asymptotes),  il  coincide  avec  OB. 

Le  triangle  etant  fondainental,  il  faut  que  le  point  D  soit  sur  la  droite 
AC.  Or  il  n'y  a  pas  sur  cette  droite  de  point  dii  reseau  entre  A  et  C;  done 
le  point  D  doit  coincider  soil  avec  A,  soit  avec  G,  c'est-a-dire  que  le 
triangle  donne  coincide  avec  Tun  des  triangles  de  la  periode.    c.  q.  f.  d. 

Theoreme  XXVI.  —  Les  triangles  amhigus  sont  semblubles  [cest- 
a-dire  donnent  naissance  a  des  rescaux  semblables)  a  un  nombre  fini  de 
types. 

Soient  en  effet  OAB  un  triangle  ambigu,  A  et  B  les  deux  nombres  com- 
plexes representes  par  les  points  A  et  B,  a  et    leurs  modules,  a>  H — ^ 

la  difference  de  leurs  arguments. 

La  forme  representee  par  un  triangle  ambigu  s'ecrit 

ax^     ^bxy  -h  cy^^ 

oil  a  et  c  sont  de  signes  contraires.  Or  on  doit  avoir,  si  Dv^  est  le  deter- 
minant de  la  forme, 

Dv^=  b'  —  ac 

OU,  posant  r  =  —  c', 

Dv'^b'^ac. 

Or,  il  est  clair  que  Ton  ne  pourra  satisfaire  a  cette  condition  que  par 
un  nombre  fini  de  valeurs  entieres  de  6,  entieres  et  positives  de  a  et  de  c  . 

Consequence.  —  Dans  une  periode  de  triangles  ambigus,  les  formes 
representees  par  les  triangles  se  reproduisent  periodiquement. 
La  relation  avec  les  fractions  continues  est  facile  a  etablir. 
Soit,  en  effet, 

=1  am  +  bn^  y  —  cm  da) 
le  reseau  donne ;  on  tire  de  ces  deux  equations 

m  =  acT  H-  |3j, 

XinV  Cahier.  29 
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Si  Ton  donne  a  m  et  a  n  les  valeurs  qui  correspondent  a  un  sommet 
du  Xr'*™®  triangle  ambiga  de  la  periode,  on  a,  quand  k  tend  vers  Tinfini, 


m   a  -hp\/U   ji 


Si  Ton  developpe  H  en  fraction  continue 


ac4-  

1 


les  reduites  successives  ne  sont  autre  chose  que  les  valeurs  de  —  qui 
correspondent aux  triangles  limitrophes ;  quant  au\  nombres  a^,  a, , . .  - ,  a^, 
oe  sont  les  nombres  des  triangles  d'une  serie  moins  un. 


QUATRIEME  PARTIE, 

UE  LA  MULTIPLICATION  COMMUTATIVE  DES  RJ^EAUX. 

Nous  avons  vu  un  premier  genre  de  multiplication  des  r^seaux,  dont 
nous  avons  fait  plusieurs  fois  usage  et  dont  voici  la  definition  : 

la    bl       foe    /SI      raoc-^hby  ap-f-*S"l 

Gette  multiplication  n'est  pas  commutative.  De  plus,  elle  ne  depend  que 
des  r^seaux  eux-memes  et  nuliement  de  la  valeur  du  nombre  D  qui  sert  de 
base  aux  nombres  complexes  qu'ils  represenlent.  Voici  maintenant  la  defi- 
nition d'un  second  genre  de  multiplication  qui  est  commutative  et  depend 
du  nombre  D.  Nous  la  designerons  par  le  nom  de  produit  second  et  par 
lesymboleXj. 

Soient 

km  4*  B/i, 
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les  deux  reseaux  a  multiplier  (A,  B,  A, ,  B,  sont  des  nombres  complexes) ; 
nous  ecrirons 

(Am  +  B/2)Xj,(A,/w,  4-B,/i,)  =  AA,^,  H-  AB,        ^A.^Uj-i-BB^  a,, 

oil  A*,,  /Ujj,  1U5,  fx^  sont  les  nouvelles  indeterminees. 

Le  reseau  represente  evidemment  tons  les  produits  des  nombres  com- 
plexes representes  par  les  deux  reseaux  facteurs.  II  suflBt,  en  effet,  de  faire 

pour  que 

AA,  Ae,  +  AB,At,4-  BA,A63H-BB,A^  =  (Am  4-  B/2)(A^m,  B,//,). 

Theoreme  XXVII.  —  Tout  reseau  H  qui  represente  tous  les  produits 
des  nombres  complexes  reprhentes  par  un  riseau  R par  les  nombres  com- 
plexes  representes  par  un  reseau  R,  est  un  dinseur  du  produit  second 
de^  et  delX^. 

Soient  en  effet 

Am  +  B/i, 
A,m,  -h  B,//, 

les  deux  reseaux  R  et  R^. 

AA,,  AB,,  BA,,  BB,  feront  partie  du  reseau  H,  qui  devra,  par  conse- 
quent, diviser 

AA^  tc,  -h  AB.Adj  H-  BA,A<3  +  KB,Ae^.        c.  q.  f.  d. 

Theoreme  XX VIII.  —  Si  les  differ ents  points  des  deux  reseaux 
facteurs  representent  les  diff6rents  multiples  de  deux  nombres  complexes, 
les  differents  points  de  leur  produit  second  representeront  les  differents 
multiples  du  produit  de  ces  deux  nombres. 

Soient,  en  efifet, 

A,m,  -H  Aj^Dm^, 

les  deux  reseaux  facteurs  dont  les  points  representent  les  differents  multiples 
de  A,  et  de  k^. 
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Le  produit  second  s'ecrira 

c'est-a-dire  que  ses  differents  points  representeront  les  differents  multiples 
de  A,  Aj,,  c.  Q.  F.  D. 

Composition  des  formes. 

L'etude  de  la  multiplication  seconde  des  reseaux  va  nous  permettre  de 
retrouver  les  theoremes  de  Gauss  au  sujet  de  la  composition  des  formes 
quadratiques. 

Pour  cela,  remarquons  qu'une  forme  representee  par  le  reseau 
peut  s'ecrire 

[um  H-  |3/i)(am  +  ^n), 

oil  a  et  /3  representent  les  nombres  complexes  conjugues  de  a  et  de  /3.  La 
forme  donnee  peut  etre  alors  indifferemment  representee  par  le  reseau 

am  -h  /3/^ 

ou  par  son  symetrique 

am  H-  ^n. 

Thieoreme  XXIX.  —  Si  Von  a,  quels  que  soient  m,     ,u  et  v, 

(am  +  /3«)  (am  +  ^n)  {a,  .a  +  jS,  v)  (a,  /t^  +  v) 

=  {ynifjL-i-  Smy-f-  en/iz  H- ^/iv) (ym/t^H-  8mv     en/u  -{-^nv)^ 

Van  quelconque  des  facteurs  du  second  membre  est  egal  au  produit  d\ine 
constante  par  deux  d£S  facteurs  du  premier  membre. 

Appelonseneffet,  pourabreger,  r,  Ties  deux  facteurs  du  second  membre, 
A,  A,  B,  B  ceux  du  premier  membre,  de  telle  sorte  que 

A.A.B,B=:r.f, 

Si  nous  considerons  un  instant     et  v  comme  des  constantes,  les  deux 
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.  membres  deviennent  deux  formes  egales  en  m  el  en  /i.  La  premiere  est 
representee  par  le  reseau 

aA, 

oil  A  est  un  nombre  complexe  independant  de  m  et  de  La  seconde  forme 
est  representee  par  le  reseau  r.  Les  deux  formes  etant  egales,  les  reseaux 
r  et  A  A  sont  egaux  ou  symetriques  (theoreme  XVIII).  Supposons  qu'ils 
soient  egaux,  car,  s'ils  ne  Tetaient  pas,  aulieu  de  representer  la  premiere 
forme  par  le  reseau  aA,  on  la  representerait  par 

aA. 

Les  deux  reseaux  etant  egaux,  Texpression 

_r 

XA 

est  independante  de  m  et  de  /i,  et  il  en  est  evidemment  de  meme  de 
Texpression 

AB* 

De  meme,  en  considerant  m  et  n  comma  des  constantes,  on  verrait  que 

r 

^  est  independant  de    et  de  v. 
Done 

^=1:  const.  C.  Q.  F.  D. 

THEORiiME  XXK.  —  Si  une  forme  est  transformable  dans  le produit  de 
deux  autres,  son  r6seau  est  egal  a  un  multiple  da  produit  second  des 
rheaux  des  deux  autres. 

En  effet,  dire  que  la  forme 

(AM-t.BN)(AM  4-  BN) 

est  transformable  en  le  produit  des  deux  formes 

(am  -f-  ^n)[(xm  -h  ^n), 
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c'est  dire  que,  quand  on  y  fait 

IM  =  prnfji  -h pmv  -h  p'^ n/uL  H-  p'"nv^ 


(21) 


elle  devient  identique  a  ce  produit,  quels  que  soient  m,  n,  fj.  et ». 

D'apres  le  theoreme  precedent,  on  a  done,  en  donnant  a  M  et  a  N  les 
valeurs  (21), 

(am  -f-  |3«)(«,At  +  jS,  v)  =  A(AM  H-  BN), 

ou  A  est  un  nombre  coinplexe  independant  de  /n,  de  /«,  de  ia,  et  de  v. 

Cette  relation,  ayant  lieu  pour  toutes  les  valeurs  eiitieres  de  m,  /i,  et », 
est  identique,  et  Ton  a 

««,  =A(A/?  H-By), 
<i,=A(A/  +B^), 
|3«.==A(A/  H-B/), 
(3|3,=A(A/'-hB/), 


(22) 


c'est-a-dire  que  le  reseau 
divise 

A(AM  +  BN).  c.  Q.  F.  D. 

Theoreme  XXXI.  —  Si  une  forme 

(AMh-BN)(AM+  BN) 
est  le  risultat  de  la  composition  de  deux  autres 

{ocm  -f-  pn)[am  +  ^n), 

son  reseau  est  egal  au  produit  second  des  reseaux  des  deux  formes  com- 
posantes. 
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En  effet,  ]e  dis  que  aA  et      peuvent  etre  representes  par  le  reseau 

En  effet,  on  pent  choisir  les  nombres  entiers  M, ,  M2,  Mg,  de  telle  facon 
que 

ryM,  +  ^'M,  +  /M3  +  /'M,  =  o, 

puisque,  par  hypothese,  les  determinants  formes  avee  les  nombres  p\ 
p" ^  p"'  d'une  part,      q\  q\  (("  de  I'autre,  sont  premiers  entre  eux. 
Si  Ton  multiplie  ensuiteles  equations  (22)  respectivement  par 

M,,  M„  M3,  M,, 

et  qu'on  les  ajoute,  il  viendra 

aa,  M,  H-  a^S,      H-  /5a,      -h  (3|3,  M,  =  aA. 
De  meme,  on  trouverait 

aa,  N,  -h  4-  |3a,      +-      N,  =  aB. 

Done  les  deux  reseaux 

aa,     -f-  a|3,     +  ^a,  + 

et 

A(AM  BN) 

sont  identiques.  c.  q.  f.  d. 

Maintenant  que  la  composition  des  formes  est  ramenee  a  la  multiplication 
des  reseaux,  les  theoremes  de  Gauss  se  demontrent  aisement. 

Dans  ce  qui  va  suivre,  nous  appellerons  m,,  ^6,,  ,  les  /7,  m,  /u, 
e  et  g  de  la  forme  resultante,  /?',  m',  e',  g',  /n'^,  ^'^j  e'^,  /  les  m, 
^,  e  et  g  des  formes  composantes. 

Theoreme  XXXII.  —  Le  determinant  de  la  forme  qui  resuUe  de  la 
composition  de  deux  autres  formes  ay  ant  respectivement  pour  determinants 
D/7'*  et  lyp'^^  et,  pour  m,  m'  et  m\  est  egal  a 
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oil     est  le  p.  g,  e.  d.  de 

nip'  et  m'y. 

En  efFet,  soient 

H-2^^v/+cy% 
aV  +  2^.vy+c'y^ 

les  deux  formes  composantes. 
Soient 

leurs  reseaux,  oil 

modA'  =  p',  modA''  =  p'', 

modB'  =    ,  niodB'^  =  p", , 

D'apres  le  probleme  I,  p'  et  p'\  c'est-a-dire  les  normes  de  A' a;'  4-  B'j-' 
et  A'V'  4-  BV'»  son*  egaux  a 

-p-p'p,sin^'  — (p',,  -^pY,sin(p"-<p',. 

D'apres  le  theoreme  X,     ,  c'est-a-dire  la  norme  de 

A'AV,  4-  B'AV,  -H  A'B",.^3  +-  B'B'V, , 
est  le  p.  g.  c.  d.  de 

«,  =  norme(A'AV,  +  B'AV,). 

=  norme(A'A'V,  +  A'B'V,), 
a,  =  norme(A'A'V,  +  B'BVJ, 
«,  =  norme(B'AV,  -H  A'B'V,), 
a,  =  noripe(B'A'V,  H-  B'B'V,), 
a,  =  norme(A'B'V,  H-  B'B'VJ. 
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Or,  d'apres  les  resultats  du  probleme  I,  on  aura 

a,  v/=D  =  p'p"p.  p"sin(.p'  -  <p\)     p"y  V'=T), 
V/I=D     p'p"p'p'.  sin  p' VV^' 

«,  v/^^     p  p"p.  p'  sin  (<P'  +  <p"  —    —  <P', ) 

p'p"p',p'  [sin((p'— (p',)  cos((p"— <p')  -h  sin((p"— (p')  cos((f)'— (p',)], 


«4  \/—  D  =  p  p"p,  p'  sin <p"  —  (p'  —  (p\ ) 

=  Pff>,  Pi  bM<f>'  —  <Pt)  cos(<p"—  (p',)  —  sin(<p"— )  cos(<p'—    ) J ^ 


«,  ^/-  D  =  p.  p"p,  p'. sin {<p"  -  <p-.)  =  p>V-  D. 
«.  sf=^  =  P.  p'>r  sin(<p'  -  <p'.)  =  p':  Vv/- D, 
OU,  tenant  compte  des  resultats  du  probleme  II, 

c'est-a-dire  que  la  norme  cherchee  divise  le  p.  g.  c.  d.  de 


c'est-a-dire  celui  de 


ay,  'ib"p\  c"p', 
a'p",  9Mp",  c'p\ 


m'p'  et  n^p" ,  c.  q.  v.  u. 


et  qu'elle  est  divisee  par  le  p.  g.  c.  d.  de 

aV,  b"p\  o"p\ 
a'p\  b'p\  c-y, 

c'est-a-dire  de 


Eile  est  egale,  toutes  les  fois  que  h' p"  et  b'^ p  contiennent  le  meme  nombi  e 
de  facteurs  2,  au  p,  g.  c.  d.  de 


mV,  my, 


XLVll*  Cahitr. 
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dans  les  autres  cas  au  p.  g.  c.  d.  de 


^  p  ,  fxp  ^ 

car  le  p.  g.  c.  d.  de 

yf-^h"p'  et  h'p"  -y'p' 
est  egal  dans  le  premier  cas  a  celui  de 

dans  le  second  cas  a  celui  de 

bp  ,  bp. 
Cela  pose,  considerons  trois  cas. 

Premier  cas.  —  Les  deux  reseaux  sjont  propres.  Dans  ce  cas, 

m  =  fji  ^  m  —  fx  ^ 
et  la  norme  est  evidemment  egale  au  p.  g.  c.  d.  de 

qui  se  confond  avec  celui  de 


my  et  my. 


fJL  p    t\   (A  p  . 

Deuxieme  cas.  —  L'un  des  reseaux  est  propre,  et  Tautre  impropre. 
Supposons  que  la  fomie 

soit  propre,  pendant  que  la  forpie  . 
est  impropre. 

Dans  ce  cas,  la  norme  cherchee  divise  le  p.  g.  c.  d.  de 


et  est  divisee  par  celui  de 


m  p  ^  m  p 


m  p  =  fjLp   et  fjL  p  . 
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Je  dis  que  ces  deux  p.  g.  c.  d.  sont  les  memes,  c  est-a-dire  que  (x^p 

contient  au  moins  autant  de  facteurs  2  que  fJi  p" > 

Car,  le  second  reseau  etant  impropre,  fx'  contient  ju$te  autant  de 

facteurs  2  que     et  que  p" . 

D'autre  part,  p'  contient  au  moins  autant  de  facteurs  2  que  fx  , 

Done  p'  fjl'  contient  au  moins  autant  de  facteurs  2  que  fj!p''  - 

Done  le  p.  g.  c.  d.  de  nip"  et  ni'p'  est  egal  au  p.  g.  c.  d.  de  fxp"  et 

fji' p\  et  par  consequent  a  la  norrae  cherchee.  c.  q.  f.  d. 

Troisieme  cos.  —  Les  deux  reseau x  sont  impropres. 

Dans  ce  cas,  h'  et  h"  contiennent  respectivement  autant  de  facteurs  2  que 
p'  et  p" .  Done  h'p"  et  V'p'  contiennent  le  meme  nombre  de  facteurs  2. 
Done  le  p.  g.  c.  d.  de 

yf+y'p\ 
yf-y'p' 

est  egal  a  celui  de 

^yp\  ib'p'. 

Done  la  norme  cherchee  est  egale  au  p.  g.  c.  d.  de 

m!p^^  et  c.  q.  f.  d. 

Corollaire.  —  Si  S,  S'  sont  les  determinants  des  deux  formes  composantes, 
A  celui  de  la  forme  resultante,  les  quantites 


sont  commensurables. 

Theoreme  XXXIIL  —  est  egal  au  produit  rdm' . 
En  effet,  rri  est  le  p.  g.  c.  d-  de  tons  les  nombres 

aV^4-  2/^V/  +  ry% 
o\x  cd  ety  sont  entiers;  rri'  est  celui  de  tons  les  nombres 

oil  od'  ety^  sont  entiers. 
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Done  mill  estle  p.  g.  c.  d.  de  tous  les  noinbres 

Or,  tous  ces  nombres  sont  susceptibles  d'etre  representes  par  la  forme 
resultante;  done  ils  sont  tous  divisibles  par  m,.  Done 

nt  m" —  o  (mod.m,). 

Soient 

les  reseaux  eorrespondant  anx  deux  formes  composaiites  et 

leur  produit  second,  qui  represente  la  forme  resultante. 
Or 

divise 

oil    est  entier;  done  P,  qui  est  egal  a 
divisera 

p(^  +  .'s/d). 

De  meme  on  verrait  que  P  divise 
II  divise  done 

P  h\/D{a  e'     cc''e')  U 

ou  a  et  a'  sont  des  entiers  quelconques.  Or  on  peut  choisir  a  et 
de  telle  sorte  que 
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S  etant  le  p.  g.  c.  d.  de    et  de  e\  Done  P  divise 

oil  T  est  entier. 

C'est  dire  que 
•  0  =  0  (inod.ej. 

Or,  d'apres  le  theoienie  precedent,  p^  est  le  p.  g.  c.  d.  de  n/p'^  et  n/^p' 
OU  de  ml ni''^.'  et  rrlm^e\  c'est-a-dire  que  Ton  a 

rrr  ///  m  0 

On  a  done 

p^  —  tr/m^8—  o  (mod.  trlrri' e^)^ 

ou 

m^e^~o  (mod.  m'/7?"f?J, 

ou 

m^  —  o  (mod.m'm'^). 
Mais,  puisque  I'on  a  deja 

mrfl^  =  o  (mod.  7/2,), 

e'est  que 

—  ni rr{\  c.  q.  f.  d. 

TnifoRkittE  XXXIV.  —  Pour  que  le produit  second  de  deux  reseaux  soit 
impropre,  il  faut  et  il  suffit  que  Vun  des  facteurs  soit  impropre. 

Eneffet,  pour  qu'un  reseau  A  soit  impropre,  il  faut  et  il  suffit  qu'il  divise 
un  reseau  tel  que 

oil  u  est  entier  et  /  entier  impair. 
Or,  si  A  divise 

AXjB  divisera 
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La  reciproque  se  demontre  aisement.  Supposons,  en  efFet,  que  les  deux 
reseaux  composants  A'  et  A'^  soient  propres,  pendant  que  le  produit 
A'Xj  A''  serait  iinpropre  :  je  dis  que  cette  supposition  est  absurde. 

On  a,  en  efFet, 

Si  done  on  avait  • 
on  n'aurait  pas 

/U,  =  o  (mod.  ,a'^''), 

c'est-a-dire  que      ne  diviserait  pas  le  p.  g.  c.  d.  de  /  et  de      ni  par 
consequent  i  et  %  . 
Or  il  est  clair  que 

reseau  A  divise  reseau  6 A  y/D, 

et,  par  consequent, 

reseau  AXj  A'  divise  reseau  gy/D  AX^  A'. 

Done 

g==o  (mod.  g,); 

on  aura  de  meme 

g'  =  o  (mod.fj. 

L'hypothese  que  nous  avons  faite  est  done  absurde,  et  le  produit  second 
de  deux  reseaux  proprea  est  propre  lui^meme.  c.  q.  f.  d« 

II  est  aise  de  reconnaitre  dans  les  trois  th^oremes  qui  precedent  les 
resultats  enonces  par  Gauss  dans  le  Chapitre  De  compositione  fotmarum 
du  premier  Volume  des  Disquisitiones  arithmeticce. 


CINQUIEME  PARTIE. 

THEORIB  DES  NOMBRES  COMPLEXES  IDl^AUX. 

Les  considerations  qui  precedent  permettent  d'exposer  d'une  maniere 
simple  et  concrete  la  theorie  des  nombres  complexes  ideaux,  qui  corres- 
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pondent  aux  formes  quadratiques  de  determinant  D  (nous  supposons 
toujours  que  D  n'est  divisible  par  aucun  carre). 

Pour  cela,  il  faut  avoir  recours  a  un  mode  nouveau  de  representation 
des  nombres  complexes  existants.  Le  nombre  A-f-/xy/D  sera  represente 
par  le  reseau 

Lac  a 

II  est  clair  que  tons  les  points  de  ce  reseau  representent  (conformement  a 
la  convention  faite  dans  la  deuxieme  Partie  de  ce  travail)  tons  les  multiples 
existants  de  A-f-^w^/D  et  que  le  produit  de  deux  nombres  complexes 
existants  est  represente  (theoreme  XXVIII)  parle  produit  second  desreseaux 
qui  representent  les  deux  facteurs.  Remarquons  enfin  que  deux  nombres 
complexes  existants  dont  le  rapport  est  une  unite  complexe  sont  representes 
par  le  meme  reseau. 

Cela  pose,  nous  appellerons  nombre  complexe  ideal  tout  reseau  entier 
dontl'e  est  egal  a  i .  Le  reseau 

[: :] 

sera  un  nombre  complexe  ideal  si 

a  =  6  =  o  (mod.  c),    ^— ^  ("^^^•^)' 
II  est  clair  que  le  reseau 

Ta  f^B 

{^^  A 

satia&it  a  cette  definition.  Les  reseaux  qui  representent  des  nombres 
complexes  existants  ne  sont  done  que  des  cas  particuliers  de$  reseaux  que 
nous  venons  d'appeler  nombres  complexes  idSaux. 

Le  produit  de  deux  nombres  ideaux  sera  le  produit  second  des  reseaux 
cprrespondants. 

Theoreme  XXXV.  —  Si  un  nombre  ideal  est  le  produit  de  deux  autres, 
il  est  divisible  par  chacun  des  facteurs. 
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En  effct,  soieiit 

R  — -  Am  H-  Bn      A///,       +  B//,  y/D, 
R'  =:  A'm'  ^-  B'/i'  +  AOa/,  v/D  B'//, 

les  deux  facteurs;  ie  produit  second  aura  pour  coefficients 

AA',  BB^  AB',  A'B,  AAyD,  BB'v/D,  AB'y/D,  A'Sy/D. 

II  faut  demontrer  que  chacun  de  ces  huit  nombres  complexes  font 
partiedu  reseau  R. 
Or,  soient 

.\'  ^  u[  +  oc'  0),     B'  =     H-  f  v^D, 
oil  a',  a\  |3',  /5''  sont  des  nombres  entiers;  on  aura 

AA'  =  A«'-h  Aa'VD- 
On  obtiendra  done  A  A'  en  faisant  dans  R 

m  =  Uj    n  —  Oy    m^  —  ol\    n^  =  o\ 
on  obtiendra  de  meme  A'B  en  faisant 

m  =  o,    n  =  ol\         —  o,        =  ol\ 
AA'y'D  en  faisant 

m  —  od^D^     /i  — o,     W^~Cr!y     //^  =  o. 

Le  produit  de  R  et  de  R'  est  done  divisible  par  R.  c.  q.  f.  d- 

Theoueme  XXX VL  —  La  norme  da  produit  de  deux  nombres  ideaiuc 
est  egale  au  produit  de  leurs  normes. 

Application  du  theoreme  XXXII. 

Theoreme  XXXVn.  —  Le  p.  g.  e.  d.  et  le  p.  p.  c.  m.  de  deux 
nombres  idcaux  sont  des  nombres  ideaux. 

En  effet,  I'gdes  deux  reseaux  donnes  etant  egal  a  i ,  ils  pourront  s'ecrire 
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(theoreme  XIX) 

R  =  Am  H-B/i  H-A/n,  y/D  -hB/i^y/D,- 
R'  =  A'rd  -^  B^/i'     A'm\  y/D  +  B'«;  y/D. 

Le  p.  g.  c.  d.  s'ecrira  alors 

reseau  dont  Vs  est  evidemment  egal  a  i . 
Soit  maintenant 

R' =  A,M  +  B.N 

le  p.  p.  c.  m.  cherche;  les  points  A,  et  B,  faisant  partie  a  la  fois  de  R  et 
de  R\  A^y/D  et  B^y/D  en  feront  partie  egalement  et  par  consequent 
appartiendront  a  R'^ . 
DoncR'j  divise  R'jV'D. 

Done  Tg  de  R',  est  egal  a  i .  c.  q.  f.  d. 

Theoreme  XXXVIII.  —  Si  deux  nombres  ideaux  sont  premiers  entre 
eux,  leur  p.  p.  c.  m.  est  en  mSme  temps  leur  produit  second. 

En  efFet,  leur  produit  second  P  est  divisible  par  chacun  d*eux 
(theoreme  XXXV);  il  est  done  divisible  par  leur  p.  p,  c.  mr  Q  (theo- 
reme VIII). 

Mais  P  et  Q  ont  meme  norme  (th^oremes  VI  et  XXXVI).  Done  ils  sont 
identiques.  c.  q.  f.  d. 

Decomposition  d'un  nombre  id4al  en  facteurs  premiers. 

Nous  appellerons  nombre  ideal  premier  tout  nombre  ideal  qui  n'est 
divisible  par  aucun  autre,  nombre  ideal  unimultiple  tout  nombre  ideal 
qui  n'est  divisible  que  par  un  nombre  ideal  premier,  et  enfin  nombre  ideal 
second  tout  nombre  ideal  dont  la  norme  est  une  puissance  d'un  nombre 
simple  premier. 

I  °  Decomposition  d'un  nombre  ideal  quelcohque  en  facteurs  seconds.  — 

XLVIV  Cahier.  3i 
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Nous  avons  vu  (theoreme  IX)  qu'un  reseau 


R 


[ac  61 


ou 


sont  6  et  c  decomposes  en  facteurs  premiers,  peut  etre  considere  comme 
le  p.  p.  c.  m.  des  trois  reseaux  seconds 

Les  reseaux  R, ,  R^  et  R3  sont  premiers  entre  eux ;  de  plus,  si  R  est  un 
nombre  ideal,  ce  sont  aussi  des  nombres  ideaux. 
En  effet,  puisque 

h^o  (mod.  c), 

on  aura 

a>a     et   /?*£=o  (mod./?"'). 

Du  reste,  si  Ton  a 

a^  =  D  (mod.  6), 

on  aura  a  fortiori 

a^  =  D  (mod./;"-*'). 

Done  R^  est  un  nombre  ideal,  et  il  en  est  de  memede  Rj,  et  R,.  Done, 
en  vertu  du  theoreme  XXXVIII, 

R  =  Ri  XjRjXjRj. 

Le  reseau  R  est  done  decompose  en  facteurs  seconds. 

2*^  Decomposition  d'un  nombre  ideal  second  en  facteurs  Equimultiples 
et  reduction  de  ces  facteurs  a  une  puissance  d'un  nombre  id^al  premier. 

Soit  le  nombre  ideal  second 
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On  a 

Premier  cas.  —  D  n'est  pas  divisible  par  p  et  n'est  pas  reste  quadra- 
tique  a  p. 

Dans  ce  cas,  on  a  a  =  a',  car,  si  Ton  avait  a  >  a',  la  congruence 

ay«'-^*'E^D  (mod./?*-*) 

exigerait :  i*^  que  od'  =  a';  2**  que  D  fut  reste  quadratique  a  p.  On  a  done 
a  =  cK  y  d  OU 

ap*'=o  (mod./?*). 
Le  reseau  donne  peut  done  s'ecrire 


c'est-a-dire  qu'il  est  la  puissance  a*^"®  du  nombre  ideal 


lequel  est  premier,  n'etant  divisible  par  aucun  autre  nombre  ideal. 
Deuxieme  cas.  —  D  est  divisible  par  p. 

Gomme  il  n'est  divisible  par  aucun  carre,  il  ne  contient  le  facteur  p 
qu'une  fois. 
Si  done  on  a 

^ya"-2«'_j)  (mod./?*-*), 

on  ne  pourra  avoir  a  —  a'  >  i . 
En  effet,  on  ne  peut  avoir 

aV*"-^*'  =  D  (mod./?^), 

soit  que  a'  —  a'  =  o,  car  alors  le  premier  membre  de  la  congruence  n'est 
pas  divisible  par  p  pendant  que  le  second  Test,  soit  que  ol'  —  a'  >  o,  car 
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alors  le  premier  membre  est  divisible  par     pendant  que  le  second  ne  I'est 
pas. 

On  a  done 

ou  bien  a  =  a',    ou  bien  a  =  a'     i . 

Si  a  =  a',  on  a 

a/?*"zizo  (mod./?*); 

si  a  =  a'  +  I ,  on  a 

aV*'-^"'  =  D  =  o  (mod./?). 

Done  ol'  >  a',  ou  cl'  =  a  ou  >  a. 
Done 

ap^" \   o  (mod.//*). 

liC  reseau  donne  pent  done  s'ecrire 

To    /;*'l  To  /7*'"*"| 

soit        ,        h    soit  , 

o  J  Yp-      o  J 

Or  il  est  aise  de  voir  que,  dans  le  premier  cas,  il  est  la  puissance  20^, 
dans  Tautre  cas  la  puissance  2  a'     i ,  du  reseau  premier 

[: :] 

Troi'sieme  cas.  —  D  n*est  pas  divisible  par  p,  et  est  reste  quadra tique 
a  p.  Dans  ce  cas  il  y  a  deux  nombres  ideaux  de  norme  /?,  qui  sont 

oil 

=  —  a,,    a]=a\^=:D  (mod./;).  \ 
Reprenons  le  reseau 
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ou  Ton  a 

«  >  a',    ap'^"'''''  =  D  (mod.  . 

On  aura  ol'  =  a  . 

R  est  le  plus  petit  commun  multiple  des  deux  reseaux 

=         oj'  »J' 

a,  =  a  =  a,,    a^f=d^,    a«  =  al?~D  (mod./?). 


ou 


D'ailleurs,  il  est  evident  : 

i*^  Que  pa  et     sont  premiers  entre  eux  et  sont  des  nombres  ideaux; 
2*^  Que,  par  consequent, 

3**  Que    et  p^.  sont  les  puissances  a  et  a  de  p  et  de  p',  de  telle  fa^on  que 

  Jt-'of 

=  p  p  . 

La  decomposition  en  facteurs  premiers  est  done  toujours  possible ;  du 
reste,  on  voit  ais^ment,  en  se  reportant  a  ce  qui  precede  : 

1°  Qu'un  nombre  ideal  quelconque  n'est  decomposable  que  d'une  seule 
maniere  en  facteurs  seconds ; 

2°  Qu'un  nombre  ideal  second  n'est  decomposable  que  d'une  seule 
maniere  en  unimultiples ; 

3°  Qu'un  unimultiple  quelconque  n'est  decomposable  que  d'une  maniere 
en  facteurs  premiers. 

D'oii  Ton  pent  tirer  le  resultat  suivant  : 

Tout  nombre  complexe  icUal  ou  existant  se  decompose  d'une  maniere, 
et  d'une  seule,  en  facteurs  premiers  ideaux. 


FIN  DU  XLVIl*  CAHIER. 
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